Equations différentielles d’ordre 1 non linéaire
Soitn € Z\{0; 1} et ’équation de Bernoulli (B,): y'(x) + a(x)y(x) + b(x)y(x)* =0
ou a et b sont des fonctions réelles et continues sur un méme intervalle I, y la fonction inconnue et x la variable de
dérivation, élément de I . Cette équation de Bernoulli n’est pas linéaire. Une solution de (B,,) sur I est toute fonction
y:l - R, dérivable sur [ , ne s’annulant pas sur [ ettelle que: Vx € I, y'(x) + a(x)y(x) + b(x)y(x)" =0
1
y)rt’
1. Montrer que : y est solution de (B,,) sur I sietssi z est solution sur I d’'une équation différentielle linéaire (E,,) d’ordre
1.
Comme y est une fonction dérivable sur I , ne s’annulant pas sur I, z est une fonction dérivable sur I etVx € I,z(x) =
y() et z'(x) = (1 — n)y'(x)y(x)™™ Alors,
Vx €1,y (x) + a(x)y(x) + b(x)y(x)" =0
eVx €Ly (x)y()™ +alx)y(x)y(x)™ +b(x) =0
ovx €Ly (X)y(x) ™ +a(x)y(x)™ +b(x) =0
= I,iz’(x) + a(x)z(x) + b(x) = 0 edll CQFD!
2. Application:

Soit y une fonction dérivable sur I et ne s’annulant pas sur I. On pose z(x) =

a) Déterminer toutes les fonctions y qui sont dérivables et ne s’annulent pas sur I =]1; +oo[et qui vérifient :
vx € I,—x%y'(x) + xy(x) = y*(x) (équation notée ( B,))
Soit y une fonction dérivable sur I et ne s’annulant pas sur I. On pose z(x) = ? D’apres 1.,
Vx € [, —x?y'(x) + xy(x) = y*(x)
S Vxely () -1y +5y2(x) =0
— _1 1 _
oVx €1,-2'(x) Xz(x)+x2 =0
ovx e Lz (x) + %z(x) = xiz (E;)edl1l
1
Posons a(x) = i.Alors, A: (x = In(x)) est une primitive de a sur I et e 4®) = g~In () = ) = i Donc, les solutions de

(E,H) sont toutes les fonctions de la forme (x - E) telquek € R.

Recherche d’une solution particuliére de E,: je cherche une solution de la forme f(x) = K tel que k dérivable sur I. Alors
festdérivablesurletvx €I, f'(x) = w k(f).Alors

X
f solutionde E, surl &vx €1, f'(x) + = f(x) ——(:>Vx el ¥® (x) k:;) %:xiz(:) vx € I k'(x) :i.

n)((x). Alors f, est une solution particuliére de E, sur . Donc, les solutions de (E,) sont

k+In (x))
x

Prenons kq(x) = In(x) et f,(x) =

toutes les fonctions de la forme (x - telque k € R. Etles solutions de (E,) sur | ne s’annulant pas sur |, sont

W) telque k € R*.

toutes les fonctions de la forme (x -
Alors les fonctions y solution de ( B,)qui sont dérivables et ne s’annulent pas sur I =]1; +oo[ sont toutes les fonctions de

) telque k € RY.

X
la forme (x D @

b) Montrer que pour chacune des fonctions f solutions de (B,) sur I trouvées é la question précédente (i.e. f ne

s’annulantpassurl),ilexiste unréel f € [1,+oo[ telque Vx € I, f(x) = ln(ﬁx)

Soit f: (x - H%(x)) telque k € R*.Posons f§ = eX. Alors A € [1,+oo[, B = In(A) et Vx € I, f(x) =

X

x
In(B)+1n(x) - In(Bx)"

c) Pourf € [1,+oo[, on note (Cp) la courbe d’équation y =

X
In(Bx)’
homothétie de centre O dont on précisera le rapport.

Posons | = [%,+00[.C1 ={ ( = (t))/tEI} = { (,Bxl o ))/x E]} .De plus, Cﬁ={ ( ln(ﬁx))/x ]}

en posant

t=Prex=t

B

1
t>1x>5

B

Soitx € I nJ.Alors, M(,Bx G )) ECetM ( ln(ﬁx))ECﬁet OM = . oM.

Donc, (Cp) estlimage de (C;) par une homothétie de centre O dont on précisera le rapport.



1. Soitlintervalle I = ]—%,g[ et ’équation différentielle (E;): cos(t)z" (t) — 2sin(t)z'(t) — cos(t)z(t) = 0.
Résoudre (E;) sur I en effectuant le changement de fonction ¢ (t) = cos(t)z(t).

2. Soit] =]-1,1[et (Ey): (1 — x?)y"(x) — 3xy'(x) —y(x) = 0.

Soity : ] - R, deux fois dérivable sur J. On pose Vx € J, t = Arcsin(x) et z(t) = y(x).

2.1. Montrer que : y est solution de (E,) sur] < z est solution de (E;) sur [.

2.2. En déduire toutes les solutions de (E;) sur J.

A1.Soit z un fonction deux fois dérivable sur .

On pose ¢(t) = cos(t)z(t). Alors ¢ est deux fois dérivable sur |

etVt € 1,¢'(t) = —sin(t) z(t) + cos(t) z'(t) et @'’ (t) = — cos(t) z(t) — 2 sin(t) z(t) + cos(t) z"'(t)

Donc,

z olede (E)) surioveiel, ¢'"'(t) =0 < 3(a,b) ERZ/VEtELp(t) =at+b e 3(ab)e RZ/Vt € 1,z(t) = %
vie,
cos (t)#0
R
Ainsi, les solutions de (E;) sur ] sont toutes les fonctions de la forme 2 2at+b tg a, b constantes réelles.
cos (t)
A2.Soit y un fonction deux fois dérivable sur J.
2.1Vx € J,on pose t = Arcsin(x) et z(t) = y(x).Alors t € I et z(t) = y(sin(t)) et y(x) = Z(Arcsin(x)).
Donc, z est deux fois dérivable sur I .
et Vx € J,y'(x) = — 7' (Arcsin(x)) et y' (x) = 52" (Arcsin(x)) +— z”(Arcsm(x)) et
\/1—X2 1 X2)

Donc, y est solution de (E,) sur J&Vx € ], (1 —x3)y"(x) — 3xy'(x) — y(x) =0
svx e, (1-x2) [ 2" (Arcsin(x)) +— z”(Arcsm(x)) —3x —z'(Arcsin(x)) — z(Arcsin(x)) = 0

(1-x2)2 V1
oV €, [ :z'(Arcsin(x)) + z'' (Arcsin(x)) | — 3x —z'(Arcsin(x)) — z(Arcsin(x)) = 0

(1-x2)2 V1
SVx e, [xz (Arcsin(x)) +(1- xZ)EZ”(Arcsin(x))] — 3sin (t)z’(Arcsin(x)) -(1- xZ)EZ(Arcsin(x)) =0
1 1
oVt el [sin(t) 27O+ (1- sinz(t))zz”(t)] — 3sin (£)z'(t) — (1 — sin?(t))2z(t) = 0
vt €1, [sin(t) z'(t) + cos(t) z"' (t)] — 3sin (t)z'(t) — cos (t)z(t) =0
vt €1, cos(t) z"”(t) — 2sin (t)z'(t) — cos (t)z(t) = 0
& zestsolutionde (E;) surl.
2
2.2 Donc, y est solution de (E,) sur J&3(a, b) € n\% elz(t) = ;:Ef)
2 _ . __ aArcsin(x)+b __ aArcsin(x)+b
< 3(a,b) ER?/Vt €], y(x) = Z(Arcsm(x)) = cos(aresin®) — 1w
-1,1[ > R

Ainsi, les solutions de (E,) sur ] sont toutes les fonctions de la forme N aArcsin(x)+b | tq a, b constantes réelles.

B. Dans cette partie, on considére f une solution de (E;) sur J.

3. Montrer que f est de classe C* sur] .
4. Montrerque: Vn € N,Vx € J, (1 —x2)f™2(x) — 2n + 3)xf ™V (x) —(n + 1)2f™(x) = 0.
5. Onposea, = f™(0) . Etablir une relation entre a,,,, et a, .
6. Soitp € N. Exprimer a,,.1 et a,, en fonction de respectivement a; = f'(0) et a, = f(0) et a l'aide de factorielles.
1-11[-R
3. Alors, f estde laforme (x o aArcsin(x)+b) . Or Arcsin et (x V1 — x2) sont de classe C*® surJ . De plus,
V1-x2

(t » V) sontde classe C* sur R*"et Vx € J,1 —x? > 0 donc (x = V1 — x2) sont de classe C* sur ] et ne s’annule
pas sur J. Par conséquent, f estde classe C* surJ .
4. JesaisqueVx €], (1—x2)f"(x)— 595 f'(x) —f(x) =0.Commea,pB,f,f',f" sontde classe C*® sur] , je peux
a(x) Bx)
appliquer Leibniz :
vneN, vx €], [Si () a®F )] - (S () B )R] - FP @) = 0.
Alors,comme Vk > 3,a® = 0et vk > 2,9 =0, vn€N, vx €],
[ =)D @) + n(=20f D () + 22 (=2)f W ()] - [3xf T+ () + 3nf W (0] - FP (x) = 0.
Ainsi, vn € N,vx € J, (1 — x2)f 2 (x) — (2n +3)xf™* V() —(n+ 1) f ™) =0
5. Onposea, = f™(0).
En prenant x = 0 € ] dans la relation précédente, ona vn € N, (1 — 02)f™+2(0) — (2 xn+3) x 0 x f**+D(0) —
(m+ 1)2f™(0) = 0.
Donc,Vn € N,a, ., — (n + 1)%a, =0



7. vn>2,a,=(Mn—-1)?%a,_,etvn=>4,a,_, = (n—3)?a,_4donc a, = (n — 1)*(n — 3)?a,_, (...).
Doncsin = 2p estpairalorsa, = (n — 1)2(n — 3)? (n — 5)%(n — 7)? ..... 1%q,
=QRp-1D2Cp-3)2QR2p-52@p—-7)?....1%a, = [2p - 1)(2p - 3)(2p — 5) ...3.1]?%
o 2p(2p — 1D(2p —2)(2p — 3)(2p — 4)(2p -5)..3.2.1] Y o) o ainsi D
2 = 2p(2p—2)2p — 4) .. o o -

2Ppl. 2Pp!.
Donc si n estimpair alors a1 = (2p)*(2p — 2)? (2p 4)2(2p — 6)? .....2%a, = [2Pp!]?aq,
Application au DL.

7. En appliquant le théoréme de Taylor Young a une bonne solution particuliére de (E,) , déterminer le développement
Arcsinx

limité de h: (x = «/1_) al’ordre 2n + 1 au voisinage de 0 .

(2p)!r
ag

8. En appliguant le théoréme de Taylor Young a une bonne solution particuliere de (E,), déterminer le développement

limité de g: (x = \/%) al’ordre 2n au voisinage de 0 .
=X

9. Endéduire le développement limité de Arcsin a ordre 2n + 1 au voisinage de 0 .
]-1,1[ - R
7.Enprenanta = 1,b = 0, on prouve que h: Arcsin(x) |est une solution de (E;).
X —
Vi1i-x2
Comme h(0) = 0 et h'(0) = 1,d'apreés 6., hR®P*D(0) = a,,,, = [2Pp!]? et A?P)(0) = a,, = 0.

h étant de classe C* surJ, on peut appliquer Taylor-Young a h en 0 a tout ordre et on obtient alors

2n+1 £ (Q 2n+1 - (o h(p+1 (0
h(x) — Z f ( )Xk + OO(X2n+1) — Z _ ( )Xk + 00(x2n+1) — ( )X2p+1 + 00(x2n+1)
k=0 k! k=0 I p + 1!
k impair 0<2p+1=<2n+1
g P12
Arcsin(x) _ Z" (2P aper 1 g (x2m41)
V1 — x2 p=0(2p + 1)!
I-11[->R
8.Enprenanta = 0,b = 1, 0n prouve que g: s L est une solution de (E,).
1-x2

Comme g(0) = et g'(0) = 0,d'apres 6., g*?*V(0) = 0 et g*P(0) = Sff']

g étant de classe C™ sur J, on peut appliquer Taylor-Young a g en 0 a tout ordre et on obtient alors
2n g(®) (o 2n ® (o @p (o
900 =>" O o =3 O geom =Y Ly gy
k=0 k! kp_air k! 0<2p<2n (Zp)!
[(ZP)']

pr 2p 2n _Zn (Zp)! 2p 2n _Zn i(zp) 2p 2n
= Zpo Zp)! + 0o(x°") = p:o—ZZP(p!)Zx + 0p(x°™) = o\ p xP + 09 (x°™)

9.g étant la dérivée de Arcsin, le théoréme d’intégration terme a terme d’un Dl assure que

2p 2p+1
p * 2n+1 mo1 1 2D\ ap+1 2n+1
T P =Y () e
p= =

Arcsin(x) = Arcsin(0) + z



