
 
 

CORRIGE DL 8 
Equations différentielles d’ordre 1 non linéaire  

Soit 𝑛 ∈ ℤ\{0; 1} 𝑒𝑡  l’équation de Bernoulli (𝐵𝑛):  𝑦′(𝑥) + 𝑎(𝑥)𝑦(𝑥) + 𝑏(𝑥)𝑦(𝑥)𝑛 = 0 
où 𝑎 et 𝑏 sont des fonctions réelles et continues sur un même intervalle 𝐼 , 𝑦 la fonction inconnue et 𝑥 la variable de 
dérivation, élément de 𝐼 . Cette équation de Bernoulli n’est pas linéaire. Une solution de (𝐵𝑛) sur 𝐼 est toute fonction 
𝑦 : 𝐼 → ℝ,  dérivable sur 𝐼 , ne s’annulant pas sur 𝐼 et telle que : ∀𝑥 ∈ 𝐼, 𝑦′(𝑥) + 𝑎(𝑥)𝑦(𝑥) + 𝑏(𝑥)𝑦(𝑥)𝑛 = 0 

Soit 𝑦 une fonction dérivable sur 𝐼 et ne s’annulant pas sur 𝐼. On pose 𝑧(𝑥) = 1

𝑦(𝑥)𝑛−1
 .  

1. Montrer que : 𝑦 est solution de (𝐵𝑛) sur 𝐼 sietssi 𝑧 est solution sur 𝐼 d’une équation différentielle linéaire (𝐸𝑛) d’ordre 
1. 

Comme 𝑦 est une fonction dérivable sur 𝐼 , ne s’annulant pas sur 𝐼, 𝑧 est une fonction dérivable sur 𝐼  et ∀𝑥 ∈ 𝐼, 𝑧(𝑥) =
𝑦(𝑥)1−𝑛 𝑒𝑡 𝑧′(𝑥) = (1 − 𝑛)𝑦′(𝑥)𝑦(𝑥)−𝑛 . Alors,  
∀𝑥 ∈ 𝐼, 𝑦′(𝑥) + 𝑎(𝑥)𝑦(𝑥) + 𝑏(𝑥)𝑦(𝑥)𝑛 = 0 

⟺∀𝑥 ∈ 𝐼, 𝑦′(𝑥)𝑦(𝑥)−𝑛 + 𝑎(𝑥)𝑦(𝑥)𝑦(𝑥)−𝑛 + 𝑏(𝑥) = 0 

⟺∀𝑥 ∈ 𝐼, 𝑦′(𝑥)𝑦(𝑥)−𝑛 + 𝑎(𝑥)𝑦(𝑥)1−𝑛 + 𝑏(𝑥) = 0 

⟺∀𝑥 ∈ 𝐼,
1

1−𝑛
𝑧′(𝑥)   + 𝑎(𝑥)𝑧(𝑥) + 𝑏(𝑥) = 0 edl1  CQFD!   

2. Application : 
a) Déterminer toutes les fonctions 𝑦 qui sont dérivables et ne s’annulent pas sur 𝐼 =]1;+∞[et qui vérifient : 

   ∀𝑥 ∈ 𝐼, −𝑥2𝑦′(𝑥) + 𝑥𝑦(𝑥) = 𝑦2(𝑥)  (équation notée ( 𝐵2))  

Soit 𝑦 une fonction dérivable sur 𝐼 et ne s’annulant pas sur 𝐼. On pose 𝑧(𝑥) = 1

𝑦(𝑥)
 . D’après 1., 

 ∀𝑥 ∈ 𝐼, −𝑥2𝑦′(𝑥) + 𝑥𝑦(𝑥) = 𝑦2(𝑥) 

⟺   ∀𝑥 ∈ 𝐼, 𝑦′(𝑥) − 1

𝑥
𝑦(𝑥) +

1

𝑥2
𝑦2(𝑥) = 0 

⟺∀𝑥 ∈ 𝐼,−𝑧′(𝑥)   −
1

𝑥
𝑧(𝑥) +

1

𝑥2
= 0  

⟺∀𝑥 ∈ 𝐼,𝑧′(𝑥) +
1

𝑥
𝑧(𝑥) =

1

𝑥2
  (𝐸2)edl1  

Posons 𝑎(𝑥) = 1

𝑥
 . Alors, 𝐴: (𝑥 ↦ ln(𝑥)) est une primitive de 𝑎 sur 𝐼 et 𝑒−𝐴(𝑥) = 𝑒−ln (𝑥) = 𝑒ln(

1

𝑥
)
=

1

𝑥
. Donc, les solutions de 

(𝐸2𝐻) sont toutes les fonctions de la forme (𝑥 ↦ 𝑘

𝑥
) tel que 𝑘 ∈ ℝ.  

Recherche d’une solution particulière de 𝐸2: je cherche une solution de la forme 𝑓(𝑥) = 𝑘(𝑥)
𝑥

 tel que 𝑘 dérivable sur 𝐼. Alors 

f est dérivable sur I et ∀𝑥 ∈ 𝐼, 𝑓′(𝑥) = 𝑘′(𝑥)

𝑥
−
𝑘(𝑥)

𝑥2
. Alors 

𝑓 solution de 𝐸2 sur 𝐼 ⟺∀𝑥 ∈ 𝐼, 𝑓′(𝑥) +
1

𝑥
𝑓(𝑥) =

1

𝑥2
⟺ ∀𝑥 ∈ 𝐼 

𝑘′(𝑥)

𝑥
−
𝑘(𝑥)

𝑥2
+
𝑘(𝑥)

𝑥2
=

1

𝑥2
⟺ ∀𝑥 ∈ 𝐼 𝑘′(𝑥) =

1

𝑥
 .  

Prenons 𝑘0(𝑥) = ln(𝑥) 𝑒𝑡 𝑓0(𝑥) =
ln(x)

x
. Alors  𝑓0 est une solution particulière de 𝐸2 sur 𝐼. Donc, les solutions de (𝐸2) sont 

toutes les fonctions de la forme (𝑥 ↦ 𝑘+ln (𝑥)

𝑥
) tel que 𝑘 ∈ ℝ.  Et les solutions de (𝐸2) sur I ne s’annulant pas sur I, sont 

toutes les fonctions de la forme (𝑥 ↦ 𝑘+ln (𝑥)

𝑥
) tel que 𝑘 ∈ ℝ+.   

Alors les fonctions 𝑦 solution de ( 𝐵2)qui sont dérivables et ne s’annulent pas sur 𝐼 =]1;+∞[ sont toutes les fonctions de 

la forme (𝑥 ↦ 𝑥

𝑘+ln (𝑥)
) tel que 𝑘 ∈ ℝ+. 

b) Montrer que pour chacune des fonctions 𝑓 solutions de (𝐵2) sur 𝐼 trouvées à la question précédente ( i.e. 𝑓 ne 

s’annulant pas sur 𝐼 ) , il existe un réel 𝛽 ∈ [1, +∞[ tel que ∀𝑥 ∈ 𝐼, 𝑓(𝑥) = 𝑥

ln(𝛽𝑥)
. 

Soit 𝑓: (𝑥 ↦ 𝑥

𝑘+ln (𝑥)
) tel que 𝑘 ∈ ℝ+. Posons 𝛽 = 𝑒𝑘. Alors 𝐴 ∈ [1, +∞[,𝛽 = ln(𝐴) 𝑒𝑡 ∀𝑥 ∈ 𝐼, 𝑓(𝑥) = 𝑥

ln(𝛽)+ln(𝑥)
=

𝑥

ln(𝛽𝑥)
.  

c) Pour 𝛽 ∈ [1, +∞[ , on note (𝐶𝛽) la courbe d’équation  𝑦 = 𝑥

ln(𝛽𝑥)
. Montrer que (𝐶𝛽)  est l’image de (𝐶1) par une 

homothétie de centre O dont on précisera le rapport. 

Posons  𝐽 = [1
𝛽
, +∞[. 𝐶1 = {𝑀 (𝑡,

𝑡

ln(𝑡)
) /𝑡 ∈ 𝐼} =⏟

𝑒𝑛 𝑝𝑜𝑠𝑎𝑛𝑡 

𝑡=𝛽𝑥⟺𝑥=
𝑡

𝛽

𝑡>1⟺𝑥>
1

𝛽

{𝑀 (𝛽𝑥,
𝛽𝑥

ln(𝛽𝑥)
) /𝑥 ∈ 𝐽}  . De plus,  𝐶𝛽 = {𝑀 (𝑥,

𝑥

ln(𝛽𝑥)
) /𝑥 ∈ 𝐽}   

Soit 𝑥 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽. 𝐴𝑙𝑜𝑟𝑠,  𝑀(𝛽𝑥, 𝛽𝑥

ln(𝛽𝑥)
) ∈ 𝐶1 𝑒𝑡 𝑀′ (𝑥,

𝑥

ln(𝛽𝑥)
) ∈ 𝐶𝛽 et  𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝛽. 𝑂𝑀′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  .  

Donc, (𝐶𝛽)  est l’image de (𝐶1) par une homothétie de centre O dont on précisera le rapport. 
 



1. Soit l’intervalle  𝐼 = ]− 𝜋

2
,
𝜋

2
[ et l’équation différentielle (𝐸1): 𝑐𝑜𝑠(𝑡)𝑧′′(𝑡) − 2𝑠𝑖𝑛(𝑡)𝑧′(𝑡) − 𝑐𝑜𝑠(𝑡)𝑧(𝑡) = 0 .  

Résoudre (𝐸1) sur 𝐼 en effectuant le changement de fonction 𝜑(𝑡) = 𝑐𝑜𝑠(𝑡)𝑧(𝑡).  
2. Soit 𝐽 = ]−1,1[ et (𝐸2): (1 − 𝑥2)𝑦′′(𝑥) − 3𝑥𝑦′(𝑥) − 𝑦(𝑥) = 0 .  
Soit 𝑦 : 𝐽 → ℝ, deux fois dérivable sur 𝐽.  On pose ∀𝑥 ∈ 𝐽,  𝑡 = 𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥) et 𝑧(𝑡) = 𝑦(𝑥).   
2.1. Montrer que : 𝑦 est solution de (𝐸2) sur 𝐽 ⟺ 𝑧 est solution de  (𝐸1) sur 𝐼.  
2.2. En déduire toutes les solutions de (𝐸2) sur 𝐽. 
A1.Soit 𝑧 un fonction deux fois dérivable sur 𝐼.  
On pose 𝜑(𝑡) = 𝑐𝑜𝑠(𝑡)𝑧(𝑡). Alors 𝜑 est deux fois dérivable sur 𝐼  
𝑒𝑡 ∀𝑡 ∈ 𝐼, 𝜑′(𝑡) = − sin(𝑡) 𝑧(𝑡) + cos(𝑡) 𝑧′(𝑡) et 𝜑′′(𝑡) = − cos(𝑡) 𝑧(𝑡) − 2 sin(𝑡) 𝑧(𝑡) + cos(𝑡) 𝑧′′(𝑡) 
Donc,  
𝑧  ol° de (𝐸1) sur 𝐼⟺∀𝑡 ∈ 𝐼, 𝜑′′(𝑡) = 0 ⟺ ∃(𝑎, 𝑏) ∈ ℝ2/∀𝑡 ∈ 𝐼, 𝜑(𝑡) = 𝑎𝑡 + 𝑏 ⟺⏟

𝑐𝑎𝑟
∀𝑡∈𝐽,

cos (𝑡)≠0

∃(𝑎, 𝑏) ∈ ℝ2/∀𝑡 ∈ 𝐼, 𝑧(𝑡) =
𝑎𝑡+𝑏

cos(𝑡)
. 

Ainsi, les solutions de (𝐸1) sur 𝐽 sont toutes les fonctions de la forme (
]−

𝜋

2
,
𝜋

2
[ → ℝ

𝑡 ↦
𝑎𝑡+𝑏

cos (𝑡)

) tq 𝑎, 𝑏 constantes réelles. 

 
A2.Soit 𝑦 un fonction deux fois dérivable sur 𝐽.  
2.1∀𝑥 ∈ 𝐽, 𝑜𝑛 𝑝𝑜𝑠𝑒 𝑡 = 𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥) 𝑒𝑡 𝑧(𝑡) = 𝑦(𝑥). 𝐴𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑡 ∈ 𝐼  𝑒𝑡 𝑧(𝑡) = 𝑦(sin(𝑡)) 𝑒𝑡 𝑦(𝑥) = 𝑧(𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥)).  
 Donc, 𝑧 est deux fois dérivable sur 𝐼 .  
𝑒𝑡 ∀𝑥 ∈ 𝐽, 𝑦′(𝑥) =

1

√1−𝑥2
𝑧′(𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥))  𝑒𝑡 𝑦′ (𝑥) =

𝑥

(1−𝑥2)
3
2

𝑧′(𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥)) +
1

1−𝑥2
𝑧′′(𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥)) et  

Donc, 𝑦 est solution de (𝐸2) sur 𝐽⟺∀𝑥 ∈ 𝐽, (1 − 𝑥2)𝑦′′(𝑥) − 3𝑥𝑦′(𝑥) − 𝑦(𝑥) = 0 

⟺∀𝑥 ∈ 𝐽, (1 − 𝑥2) [
𝑥

(1−𝑥2)
3
2

𝑧′(𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥)) +
1

1−𝑥2
𝑧′′(𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥))] − 3𝑥

1

√1−𝑥2
𝑧′(𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥)) − 𝑧(𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥)) = 0 

⟺∀𝑥 ∈ 𝐽, [
𝑥

(1−𝑥2)
1
2

𝑧′(𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥)) + 𝑧′′(𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥))] − 3𝑥
1

√1−𝑥2
𝑧′(𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥)) − 𝑧(𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥)) = 0 

⟺∀𝑥 ∈ 𝐽, [𝑥𝑧′(𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥)) + (1 − 𝑥2)
1

2𝑧′′(𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥))] − 3sin (𝑡)𝑧′(𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥)) − (1 − 𝑥2)
1

2𝑧(𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥)) = 0 

⟺∀𝑡 ∈ 𝐼, [sin(t) 𝑧′(𝑡) + (1 − 𝑠𝑖𝑛2(𝑡))
1

2𝑧′′(𝑡)] − 3sin (𝑡)𝑧′(𝑡) − (1 − 𝑠𝑖𝑛2(𝑡))
1

2𝑧(𝑡) = 0 

⟺∀𝑡 ∈ 𝐼, [sin(t) 𝑧′(𝑡) + cos(𝑡) 𝑧′′(𝑡)] − 3sin (𝑡)𝑧′(𝑡) − cos (𝑡)𝑧(𝑡) = 0 
⟺∀𝑡 ∈ 𝐼, cos(𝑡) 𝑧′′(𝑡) − 2sin (𝑡)𝑧′(𝑡) − cos (𝑡)𝑧(𝑡) = 0 
⟺ 𝑧 est solution de  (𝐸1) sur 𝐼. 

2.2 Donc, 𝑦 est solution de (𝐸2) sur 𝐽⟺∃(𝑎, 𝑏) ∈
ℝ2

∀𝑡
∈ 𝐼, 𝑧(𝑡) =

𝑎𝑡+𝑏

cos(𝑡)
 

⟺ ∃(𝑎, 𝑏) ∈ ℝ²/∀𝑡 ∈ 𝐽, 𝑦(𝑥) = 𝑧(𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥)) =
𝑎𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥)+𝑏

cos(𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥))
=

𝑎𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥)+𝑏

√1−𝑥²
. 

Ainsi, les solutions de (𝐸2) sur 𝐽 sont toutes les fonctions de la forme (
]−1,1[ → ℝ

𝑥 ↦
𝑎𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥)+𝑏

√1−𝑥2

) tq 𝑎, 𝑏 constantes réelles. 

B. Dans cette partie, on considère  𝒇 une solution de (𝑬𝟐) 𝒔𝒖𝒓 𝑱. 
3. Montrer que 𝑓 est de classe 𝐶∞ sur 𝐽 .  
4. Montrer que :  ∀𝑛 ∈ ℕ, ∀𝑥 ∈ 𝐽, (1 − 𝑥2)𝑓(𝑛+2)(𝑥) − (2𝑛 + 3)𝑥𝑓(𝑛+1)(𝑥) − (𝑛 + 1)2𝑓(𝑛)(𝑥) = 0 . 
5. On pose 𝑎𝑛 = 𝑓

(𝑛)(0) . Etablir une relation entre 𝑎𝑛+2  𝑒𝑡 𝑎𝑛 .  
6. Soit 𝑝 ∈ ℕ . Exprimer 𝑎2𝑝+1 𝑒𝑡 𝑎2𝑝 en fonction de respectivement 𝑎1 = 𝑓′(0) et  𝑎0 = 𝑓(0) et à l’aide de factorielles.  

3. Alors, 𝑓 est de la forme (
]−1,1[ → ℝ

𝑥 ↦
𝑎𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥)+𝑏

√1−𝑥2

) . Or 𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 et (𝑥 ↦ √1 − 𝑥2) sont de classe 𝐶∞ sur 𝐽  . De plus, 

(𝑡 ↦ √𝑡) sont de classe 𝐶∞ sur ℝ+∗et   ∀𝑥 ∈ 𝐽, 1 − 𝑥2 > 0 𝑑𝑜𝑛𝑐 (𝑥 ↦ √1 − 𝑥2) sont de classe 𝐶∞ sur 𝐽 et ne s’annule 
pas sur 𝐽. Par conséquent, 𝑓 est de classe 𝐶∞ sur 𝐽 .  

4. Je sais que ∀𝑥 ∈ 𝐽,   (1 − 𝑥2)⏟    
𝛼(𝑥)

𝑓′′(𝑥) − 3𝑥⏟
𝛽(𝑥)

𝑓′(𝑥) − 𝑓(𝑥) = 0. Comme 𝛼, 𝛽, 𝑓, 𝑓′, 𝑓′′ sont de classe 𝐶∞ sur 𝐽  , je peux 

appliquer Leibniz : 

∀𝑛 ∈ ℕ, ∀𝑥 ∈ 𝐽,  [∑ (
𝑛
𝑘
) 𝛼(𝑘)(𝑥)(𝑓′′)(𝑛−𝑘)(𝑥)𝑛

𝑘=0 ] − [∑ (
𝑛
𝑘
) 𝛽(𝑘)(𝑥)(𝑓′)(𝑛−𝑘)(𝑥)𝑛

𝑘=0 ] − 𝑓(𝑛)(𝑥) = 0 .  

Alors, comme ∀𝑘 ≥ 3, 𝛼(𝑘) = 0 𝑒𝑡 ∀𝑘 ≥ 2, 𝛽(𝑘) = 0,   ∀𝑛 ∈ ℕ, ∀𝑥 ∈ 𝐽,  

[(1 − 𝑥2)𝑓(𝑛+2)(𝑥) + 𝑛(−2𝑥)𝑓(𝑛+1)(𝑥) +
𝑛(𝑛−1)

2
(−2)𝑓(𝑛)(𝑥)] − [3𝑥𝑓(𝑛+1)(𝑥) + 3𝑛𝑓(𝑛)(𝑥)] − 𝑓(𝑛)(𝑥) = 0 . 

Ainsi, ∀𝑛 ∈ ℕ, ∀𝑥 ∈ 𝐽, (1 − 𝑥2)𝑓(𝑛+2)(𝑥) − (2𝑛 + 3)𝑥𝑓(𝑛+1)(𝑥) − (𝑛 + 1)2𝑓(𝑛)(𝑥) = 0 
5. On pose 𝑎𝑛 = 𝑓

(𝑛)(0).  
𝐸𝑛 𝑝𝑟𝑒𝑛𝑎𝑛𝑡 𝑥 = 0 ∈ 𝐽 dans la relation précédente, on a  ∀𝑛 ∈ ℕ,  (1 − 02)𝑓(𝑛+2)(0) − (2 × 𝑛 + 3) × 0 × 𝑓(𝑛+1)(0) −
(𝑛 + 1)2𝑓(𝑛)(0) = 0.  
Donc, ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑎𝑛+2 − (𝑛 + 1)2𝑎𝑛 = 0 



7. ∀𝑛 ≥ 2, 𝑎𝑛 = (𝑛 − 1)
2𝑎𝑛−2 et ∀𝑛 ≥ 4, 𝑎𝑛−2 = (𝑛 − 3)2𝑎𝑛−4 donc  𝑎𝑛 = (𝑛 − 1)2(𝑛 − 3)2𝑎𝑛−4  (… ).  

Donc si 𝑛 = 2𝑝 est pair alors 𝑎𝑛 = (𝑛 − 1)2(𝑛 − 3)2 (𝑛 − 5)2(𝑛 − 7)2… . . 1²𝑎0 
 𝑎2𝑝 = (2𝑝 − 1)

2(2𝑝 − 3)2 (2𝑝 − 5)2(2𝑝 − 7)2… . . 12𝑎0 = [(2𝑝 − 1)(2𝑝 − 3)(2𝑝 − 5)…3.1]2𝑎0  

 𝑎2𝑝 = [
2𝑝(2𝑝 − 1)(2𝑝 − 2)(2𝑝 − 3)(2𝑝 − 4)(2𝑝 − 5)…3.2.1

2𝑝(2𝑝 − 2)(2𝑝 − 4)… .2.
]

2

𝑎0 = [
(2𝑝)!

2𝑝𝑝!.
]

2

𝑎0.  𝐴𝑖𝑛𝑠𝑖,  𝑎2𝑝 = [
(2𝑝)!

2𝑝𝑝!.
]

2

𝑎0 

Donc si 𝑛 est impair alors 𝑎2𝑝+1  = (2𝑝)2(2𝑝 − 2)2 (2𝑝 − 4)2(2𝑝 − 6)2… . . 22𝑎1 = [2𝑝𝑝!]²𝑎1 
Application au DL.  
7. En appliquant le théorème de Taylor Young à une bonne solution particulière de (𝐸2) , déterminer le développement 

limité de ℎ: (𝑥 → 𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥

√1−𝑥2
) à l’ordre 2𝑛 + 1 au voisinage de 0 .  

8. En appliquant le théorème de Taylor Young à une bonne solution particulière de (𝐸2), déterminer le développement 
limité de 𝑔: (𝑥 → 1

√1−𝑥2
) à l’ordre 2𝑛 au voisinage de 0 .  

9. En déduire le développement limité de 𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 à l’ordre 2𝑛 + 1 au voisinage de 0 .  

7.En prenant 𝑎 = 1, 𝑏 = 0 , on prouve que ℎ: (
]−1,1[ → ℝ

𝑥 ↦
𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥)

√1−𝑥2

)est une solution de (𝐸2).   

Comme ℎ(0) = 0 𝑒𝑡 ℎ′(0) = 1, 𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠 6. ,  ℎ(2𝑝+1)(0) = 𝑎2𝑝+1 = [2𝑝𝑝!]² et   ℎ(2𝑝)(0) = 𝑎2𝑝 = 0.  
.  
ℎ étant  de classe 𝐶∞ sur 𝐽, on peut appliquer Taylor-Young à ℎ en 0 à tout ordre et on obtient alors  

ℎ(𝑥) =∑
𝑓(𝑘)(0)

𝑘!
𝑥𝑘 + 𝑜0(𝑥

2𝑛+1)
2𝑛+1

𝑘=0
=∑

ℎ(𝑘)(0)

𝑘!
𝑥𝑘 + 𝑜0(𝑥

2𝑛+1)
2𝑛+1

𝑘=0
𝑘 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑖𝑟

=∑
ℎ(2𝑝+1)(0)

(2𝑝 + 1)!
𝑥2𝑝+1 + 𝑜0(𝑥

2𝑛+1)
0≤2𝑝+1≤2𝑛+1

 

𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥)

√1 − 𝑥2
=∑

[2𝑝𝑝!]²

(2𝑝 + 1)!
𝑥2𝑝+1 + 𝑜0(𝑥

2𝑛+1)
𝑛

𝑝=0
 

8.En prenant 𝑎 = 0, 𝑏 = 1 , on prouve que 𝑔: (
]−1,1[ → ℝ

𝑥 ↦
1

√1−𝑥2

)est une solution de (𝐸2).   

Comme 𝑔(0) = 1 𝑒𝑡 𝑔′(0) = 0, 𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠 6. , 𝑔(2𝑝+1)(0) = 0 et 𝑔(2𝑝)(0) = [
(2𝑝)!

2𝑝𝑝!.
]
2

.  

𝑔 étant de classe 𝐶∞ sur 𝐽, on peut appliquer Taylor-Young à 𝑔 en 0 à tout ordre et on obtient alors  

𝑔(𝑥) =∑
𝑔(𝑘)(0)

𝑘!
𝑥𝑘 + 𝑜0(𝑥

2𝑛)
2𝑛

𝑘=0
=∑

𝑔(𝑘)(0)

𝑘!
𝑥𝑘 + 𝑜0(𝑥

2𝑛)
2𝑛

𝑘=0
𝑘 𝑝𝑎𝑖𝑟

=∑
𝑓(2𝑝)(0)

(2𝑝)!
𝑥2𝑝 + 𝑜0(𝑥

2𝑛)
0≤2𝑝≤2𝑛

 

1

√1 − 𝑥2
=∑

[
(2𝑝)!
2𝑝𝑝!.

]
2

(2𝑝)!
𝑥2𝑝 + 𝑜0(𝑥

2𝑛)
𝑛

𝑝=0
=∑

(2𝑝)!

22𝑝(𝑝!)²
𝑥2𝑝 + 𝑜0(𝑥

2𝑛)
𝑛

𝑝=0
=∑

1

4𝑝
(
2𝑝
𝑝
) 𝑥2𝑝 + 𝑜0(𝑥

2𝑛)
𝑛

𝑝=0
 

9.𝑔 étant la dérivée de Arcsin, le théorème d’intégration terme à terme d’un Dl assure que  

𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥) = 𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(0) +∑
1

4𝑝

(
2𝑝
𝑝
) 𝑥2𝑝+1

2𝑝 + 1
+ 𝑜0(𝑥

2𝑛+1)
𝑛

𝑝=0
=∑

1

4𝑝
1

(2𝑝 + 1)
(
2𝑝
𝑝
) 𝑥2𝑝+1 + 𝑜0(𝑥

2𝑛+1)
𝑛

𝑝=0
 

 
 
 


