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SUP PCSI 2024-2025 Mathématiques 

TD 13 
Dérivation-Rolle - Accroissements Finis - Taylor Lagrange.  

𝐼 et 𝐽 désignent des intervalles non triviaux de ℝ.  
 
Ex 0 tsoit 𝑓: 𝐼 → ℝ, 𝑔: 𝐼 → ℝ  𝑒𝑡  ℎ: 𝑓(𝐼) → ℝ deux applications et 𝑎 ∈ 𝐼.  

1) Démontrer que si 𝑓 et ℎ sont dérivables respectivement en 𝑎 et 𝑓(𝑎) alors ℎ ○ 𝑓 est dérivable en 𝑎 et  (ℎ ○ 𝑓)′(𝑎) =

𝑓′(𝑎)ℎ′(𝑓(𝑎)).  

2) On suppose 𝑎 ∈ 𝐼. Montrer que si f une application dérivable à droite et à gauche en 𝑎 alors  ∆𝑎: (ℎ ↦
𝑓(𝑎+ℎ)−𝑓(𝑎−ℎ)

ℎ
)  

est prolongeable par continuité en 0 .  
3) Règle de (monsieur)  l’Hôpital « soft ». On suppose que 𝐼 = [𝑎, 𝑏[ et 𝑓 et 𝑔 sont continues et dérivables en 𝑎 et 𝑔’(𝑎) ≠

0 𝑒𝑡  𝑓(𝑎)=𝑔(𝑎) = 0. Montrer que lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=

𝑓′(𝑎)

𝑔′(𝑎)
.  

 

I Extrema et Rolle   
Ex 1 Théorème de Rolle généralisé. Soit 𝑎 un réel et  𝑓 une fonction continue sur [𝑎, +∞[ et dérivable sur ]𝑎, +∞[ et telle que : 
lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎). Montrer qu’il existe 𝑐 ∈]𝑎, +∞[ tel que : 𝑓′(𝑐) = 0.  

  
Ex 2 Rolle and Rolle and Rolle …. Soit 𝑛 ∈ ℕ∗. 

Soit 𝑓 ∈ 𝐷𝑛([𝑎, 𝑏], ℝ) telle que 𝑓(𝑎) = 𝑓′(𝑎) = 𝑓′′(𝑎) =. . = 𝑓(𝑛−1)(𝑎) = 0 = 𝑓(𝑏). Montrer que∃𝑐 ∈]𝑎, 𝑏[/𝑓(𝑛)(𝑐) = 0 

Application : Soit 𝑓(x) = (𝑥2 − 1)𝑛. Montrer que∃𝑐 ∈] − 1,1[/𝑓(𝑛)(𝑐) = 0 
 
Ex 3 Soit 𝑎 et 𝑏 deux réels tq 𝑎 < 𝑏. Soit 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ continue sur [𝑎, 𝑏] et dérivable sur ]𝑎, 𝑏[.  

1) Montrer que si 𝑓’ ne s’annule pas sur]𝑎, 𝑏[ alors 𝑓 est injective.  

2) En déduire que si 𝑓’ ne s’annule pas sur ]𝑎, 𝑏[ alors 𝑓’ est de signe constant.  

3) Montrer que 𝑓’ vérifie la propriété des valeurs intermédiaires.  

Ex 4 Soit 𝑓  dérivable sur [𝑎 , 𝑏] telle que 𝑓′(𝑎) = 0 𝑒𝑡 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) .  

Démontrer qu’il existe un réel 𝑐 dans ]𝑎 , 𝑏[ telle que: 𝑓(𝑐) − 𝑓(𝑎) = 𝑓′(𝑐)(𝑐 − 𝑎). Indication : utiliser 𝜑: (𝑥 → {
𝑓(𝑥)−𝑓(𝑎)

𝑥−𝑎
 𝑠𝑖 𝑥 ∈]𝑎, 𝑏]

𝐿 à 𝑑é𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑒𝑟 𝑠𝑖 𝑥 = 𝑎
). 

Comment lire géométriquement ce résultat ?  

 
Ex 5 Soit 𝑓 𝑒𝑡 𝑔 deux fonctions de classe 𝐶2 𝑠𝑢𝑟 [𝑎, 𝑏]  (ie 𝑓’ 𝑒𝑡 𝑓’’ continues sur [𝑎, 𝑏]) telles que : 
 𝑓(𝑎) = 𝑔(𝑎) 𝑒𝑡 𝑓(𝑏) = 𝑔(𝑏) 𝑒𝑡 ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] , 𝑓′′(𝑥) ≤ 𝑔′′(𝑥). Montrer que :  ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] , 𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥) .  
 
Ex 6 Montrer que si 𝑓 est 𝑛-fois dérivable sur [𝑎, 𝑏] et s'annule en 𝑛 +  1 points en 𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑛 tels que : 𝑎 ≤ 𝑎0 < 𝑎1 < ⋯ <

𝑎𝑛 ≤ 𝑏  alors 𝑓(𝑛) s'annule au moins une fois sur ]𝑎, 𝑏[. 
 

II Accroissements finis  
Ex 7 Théorème de Accroissements finis généralisé : Soit 𝑎 et 𝑏 deux réels tq 𝑎 < 𝑏. 

 Soit 𝑓 et 𝑔  deux fonctions continues sur [𝑎, 𝑏] et dérivables sur ]𝑎, 𝑏[ et telles que  𝑔′ ne s’annule pas sur ]𝑎, 𝑏[  .  
a) Justifier que 𝑔(𝑎) ≠ 𝑔(𝑏). 

b) Montrer qu’il existe 𝑐 ∈]𝑎, 𝑏[ tel que : 
𝑓′(𝑐)

𝑔′(𝑐)
=

𝑓(𝑏)−𝑓(𝑎)

𝑔(𝑏)−𝑔(𝑎)
 .   

Indication : utiliser la fonction 𝜑: (𝑥 ↦ 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎) − 𝐾(𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑎)) 𝑜ù 𝐾 est une constante à bien choisir !  

 
Ex 8 Règle de (monsieur) l’Hôpital  

1. Règle de (monsieur) l’Hôpital : Soit 𝑓 et 𝑔  sont deux fonctions dérivables 𝑠𝑢𝑟 ]𝑎, 𝑏[ 𝑒𝑡 telles que :  

 lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 0 = lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) et  𝑔′ ne s’annule pas sur ]𝑎, 𝑏[  et lim
𝑥→𝑎+

𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
= 𝐿  .  

Montrer, en utilisant les accroissements finis généralisés,  que :  lim
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= 𝐿 .  

2. En utilisant les fonctions 𝑓: (𝑥 ↦ 𝑥2 sin (
1

𝑥
)) et 𝑔 = 𝑖𝑑, montrer que la réciproque de la règle de l’Hôpital est fausse.  

3. Une application pratique : calculer lim
𝑥→0

𝑐𝑜𝑠(2𝑥)−1

5𝑥2+6𝑥3  𝑑𝑒 𝑑𝑒𝑢𝑥 𝑚𝑎𝑛𝑖è𝑟𝑒𝑠 .  

4. Une application plus théorique :  Soit 𝑓 ∈ 𝐶∞([0,1[, ℝ) . On définit la fonction 𝑔 : [0 ; 1[→ ℝ telle que 𝑔(𝑥) =

{
𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥
 𝑠𝑖 𝑥 ≠ 0

𝑓′(0)𝑠𝑖 𝑥 = 0
 

a. Démontrer que 𝑔 est de classe  𝐶1 sur [0,1[. 
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b. Exprimer pour 𝑥 ∈]0,1[ 𝑒𝑡 𝑛 ∈ ℕ, 𝑔(𝑛)(𝑥) en fonction des dérivées de 𝑓 en 𝑥 et des puissances de 𝑥.   

c. En déduire que 𝑔 est de classe 𝐶∞ sur [0,1[ et  déterminer 𝑔(𝑛)(0)  On utilisera la règle de l’Hôpital ci-dessus.  
 
Ex 9 Encadrements et inégalités obtenus grâce aux accroissements finis.  

1. Montrer que : ∀𝑝 ∈ ℕ\{0,1},  
1

𝑝+1
≤ 𝑙𝑛 (

𝑝+1

𝑝
) ≤

1

𝑝
  . En déduire un encadrement de 𝑆𝑛 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 ∶  

𝑆𝑛 = (∑
1

𝑘

𝑛
𝑘=1 ) − ln (𝑛) . Conclure à la convergence de la suite (𝑆𝑛).  

2. Calculer lim
𝑥→+∞

𝑥2(𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥 + 1) − 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)) 

3. Majorer l’erreur commise dans les approximations suivantes : √10001 ≈ 100   
 
Ex 10 Soit 𝑎 , 𝑏, 𝑒𝑡 𝑐 trois réels. Montrer qu’il existe un réel 𝑥 ∈]0,1[ tel que : 4𝑎𝑥3 + 3𝑏𝑥2 + 2𝑐𝑥 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 . 
 
Ex 11 Soit 𝑎 et 𝑏 deux réels tq 𝑎 < 𝑏 et 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ∗, continue sur [𝑎, 𝑏] , dérivable sur ]𝑎, 𝑏[.  

Montrer qu’il existe 𝑐 ∈]𝑎, 𝑏[ tel que : 
𝑓(𝑏)

𝑓(𝑎)
= 𝑒

(𝑏−𝑎)
𝑓′(𝑐)

𝑓(𝑐)  .  

 
Ex 12 On suppose que  𝑓 est une application deux fois dérivable sur ]0,2[  . Soit deux réels 𝑢 𝑒𝑡 𝑣 tels que 0 < 𝑢 < 𝑣 < 2 .En 

utilisant à 𝜑(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 2 𝑓 (
𝑥+𝑣

2
) + 𝑓(𝑣) + 𝐾

(𝑣−𝑥)²

4
 où 𝐾 est une constante à bien choisir, démontrer que :  

∃𝑐 ∈]0,2[ / 𝑓(𝑢)  − 2 𝑓 (
𝑢+𝑣

2
) + 𝑓(𝑣) = 𝑓 ’’(𝑐)

(𝑣−𝑢)²

4
 .  

 
Ex 13 Justifier que si 𝑓 est classe  𝐶1 𝑠𝑢𝑟 [𝑎, 𝑏] alors 𝑓 est lipschitzienne sur [𝑎, 𝑏].  
 

Ex 14 Soit 𝑓 l’application définie sur ℝ par : 𝑓(𝑥) =
1

1+𝑥
  et (𝑢𝑛) la suite de réels vérifiant : 𝑢0 = 1 et 𝑛 ∈ℕ , 𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛). 

a) Déterminer les limites possibles de 𝑢 . 

b) Montrer que ∀𝑛, 𝑢𝑛 ∈ [
1

2
, 1]  

c) Montrer que : ∀𝑥[
1

2
, 1]  , |𝑓 ’(𝑥)| ≤

4

9
 .  

d) En déduire la convergence de 𝑢 . On note 𝛼 sa limite.  
e) Donner une valeur approchée de sa limite 𝛼  à 10-2 près .  

 
Ex 15 Soient 𝑓 ∶ ( [𝑎, 𝑏] →  ℝ)  telle que 𝑓 , 𝑓′𝑒𝑡 𝑓′′sont définies et continues sur [𝑎, 𝑏] et 𝑓’’ est dérivable sur ]𝑎, 𝑏[.  

Montrer qu’il existe 𝑐 ∈]𝑎, 𝑏[ tel que : 𝑓(𝑏) = 𝑓(𝑎) +
𝑏−𝑎

2
(𝑓′(𝑎) + 𝑓′(𝑏)) −

𝑓(3)(𝑐)(𝑏−𝑎)3

12
.  

Indication : on introduira 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎) −
(𝑥−𝑎)

2
 (𝑓′(𝑥) + 𝑓′(𝑎)) − 𝐴(𝑥 − 𝑎)3 où 𝐴 est une constante que l’on choisira judicieusement.  

 
Ex 16 Soit 𝑎 un réel et 𝑏 un réel ou un infini tel que 𝑎 < 𝑏. 

Soit 𝑢 et 𝑣 deux fonctions définies sur un même segment [𝑎, 𝑏[  , à valeurs réelles et telles que : 

• 𝑢 et 𝑣 sont continues sur [𝑎, 𝑏[  

• 𝑢 et 𝑣 sont dérivables sur ]𝑎, 𝑏[ 

•  ∀𝑥 ∈]𝑎, 𝑏[, |𝑢′(𝑥)| ≤ 𝑣′(𝑥).  

Montrer en étudiant deux « bonnes » fonctions que : ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏[, |𝑢(𝑥) − 𝑢(𝑎)| ≤ 𝑣(𝑥) − 𝑣(𝑎).  
APPLICATION : Soit 𝑓 une fonction dérivable sur l’intervalle [𝑎; +∞[ telle que : lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) + 𝑓′(𝑥) = 0. On pose ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑒𝑥.  

a. Soit 𝜀 > 0. Montrer que : ∃𝐴 ≥ 𝑎/∀𝑥 ≥ 𝐴, |ℎ′(𝑥)| ≤
𝜀

2
𝑒𝑥. 

b. En déduire , en utilisant 1., que ∀𝑥 ≥ 𝐴, |𝑓(𝑥)| ≤
𝜀

2
+ |ℎ(𝐴)|𝑒−𝑥. 

c. Justifier que : ∃𝐵 ≥ 𝐴/∀𝑥 ≥ 𝐵, |𝑓(𝑥)| ≤ 𝜀. 
d. Qu’en déduit-on sur 𝑓 ?  

 
Ex 17 Soit 𝑎 ∈ ℝ+∗ 𝑒𝑡  𝑓: ]𝑎, +∞[→ ℝ de classe 𝐶1 telle que lim

𝑥→+∞
𝑓′(𝑥) = 𝐿 ∈ ℝ∗.  Nous allons prouver que 𝑓(𝑥)~+∞𝐿𝑥. 

1) Soit 𝜀 ∈ ℝ+∗. Montrer qu’il existe 𝐴 > 0 tel que :  ∀𝑥 > 𝐴, |
𝑓(𝑥)−𝑓(𝐴)

𝑥−𝐴
− 𝐿| ≤

𝜀

3
 

2) Montrer que ∀𝑥 > 0, |
𝑓(𝑥)

𝑥
− 𝐿| ≤ |

𝑓(𝑥)−𝑓(𝐴)

𝑥−𝐴
− 𝐿| |

𝑥−𝐴

𝑥
| + |

𝐴𝐿+𝑓(𝐴)

𝑥
|  

1) En déduire que 𝑓(𝑥)~+∞𝐿𝑥.  
 
Ex 18 Soit 𝑓 ∈ 𝐶2([𝑎, 𝑏], ℝ) telle que 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) = 0.  

On fixe 𝑥 ∈]𝑎, 𝑏[ 𝑒𝑡 𝑜𝑛 𝑝𝑜𝑠𝑒 ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑔𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡) −
𝐴

2
(𝑡 − 𝑎)(𝑡 − 𝑏) 𝑜ù 𝐴 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑟é𝑒𝑙𝑙𝑒. 

1. Déterminer la valeur de 𝐴 telle que 𝑔𝑥(𝑥) = 0.  

2. Démontrer l’existence d’un réel 𝑐𝑥 ∈]𝑎, 𝑏[ tel que : 𝑓(𝑥) =
(𝑥−𝑎)(𝑥−𝑏)

2
𝑓′′(𝑐𝑥).  
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3. Justifier que 𝑀 = 𝑚𝑎𝑥[𝑎,𝑏]|𝑓′′| existe et montrer que |𝑓′(𝑎)| ≤ 𝑀
|𝑏−𝑎|

2
. 

4.  

Ex 19 Soit 𝑓 ∈ 𝐷1(ℝ, ℝ) . Montrer que : ∀𝑥 > 0, ∃𝑐 > 0/𝑓(𝑥) − 𝑓(−𝑥) = 𝑥(𝑓′(𝑐) + 𝑓′(−𝑐)). 
 
Ex 20 Calculer lim

𝑥→+∞
𝑥2 (𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥 + 1) − 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)) en appliquant l’égalité des accroissements finis. 

 
Ex 21 Démonstration du théorème d’intégration terme à terme d’un DL :  
Soit 𝑓 une fonction dérivable sur un intervalle non trivial 𝐼 contenant 0 et telle que 𝑓’ admet le 𝐷𝐿𝑛(0) suivant :  

𝑓′(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑥𝑛𝜀(𝑥) 𝑒𝑡 lim
𝑥→0

𝜀(𝑥) = 0.  

Posons ∀𝑥 ∈ 𝐼, 𝜑(𝑥) = 𝑓(𝑥) − [𝑓(0) + 𝑎0𝑥 + 𝑎1
𝑥²

2
+ ⋯ + 𝑎𝑛

𝑥𝑛+1

𝑛+1
] . Nous devons prouver que : 𝜑(𝑥) = 𝑜0(𝑥𝑛+1).  

1. Justifier que 𝜑 est dérivable sur 𝐼 et vérifier que ∀𝑥 ∈ 𝐼, 𝜑′(𝑥) = 𝑥𝑛𝜀(𝑥) .  

2. Soit 𝑥 ∈ 𝐼\{0}. Justifier qu’il existe 𝑐𝑥  coincé entre 0 et 𝑥 tel que :  
𝜑(𝑥)

𝑥
= (𝑐𝑥)𝑛 𝜀(𝑐𝑥).  

3. En déduire que 𝜑(𝑥) = 𝑜0(𝑥𝑛+1). 
4.  

III Classe 𝑪∞ 𝒆𝒕 formules de Taylor   

Ex 22 Critère de classe 𝑪∞.   Soit 𝑓(𝑥) = {𝑒− 
1

𝑥 𝑠𝑖 𝑥 > 0
0 𝑠𝑖 𝑥 ≤ 0

.  

Montrer que 𝑓 est de classe 𝐶∞ sur ℝ et ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑓(𝑥) = 𝑜0(𝑥𝑛). 

 
Ex 23 Soit 𝑓 une fonction de classe 𝐶2 𝑠𝑢𝑟 ℝ telle que : 𝑓 𝑒𝑡 𝑓’’ sont bornées. On note 𝑀0  = 𝑠𝑢𝑝|𝑓| 𝑒𝑡 𝑀2  = 𝑠𝑢𝑝 |𝑓’’| .  

1) Soit 𝑥 𝑒𝑡 ℎ deux réels . Justifier que |𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥) − ℎ𝑓′(𝑥)| ≤ 𝑀2
|ℎ|²

2
 .  

2) En déduire que : ∀𝑥 ∈ ℝ, ∀ℎ ∈ ℝ+∗, |𝑓′(𝑥)| ≤
2𝑀0

ℎ
+

𝑀2ℎ

2
 .  

3) En déduire que 𝑓’ est bornée sur ℝ . On note 𝑀1 =sup |𝑓′|. 

4) Montrer que 𝑀1 ≤ 2√𝑀0𝑀2 .  

Ex 24 Soit 𝑓 et 𝑔 deux fonctions de classe 𝐶3impaires et telles que 𝑔(3)(0) ≠ 0 .Calculer lim
𝑥→0

𝑓(𝑥)−2𝑓(2𝑥)+𝑓(3𝑥)

𝑔(𝑥)−2𝑔(2𝑥)+𝑔(3𝑥)
. 

 

Ex 25 Trouver une valeur approchée de 𝑙𝑛 (
11

10
) à 10−4 𝑝𝑟è𝑠 .  

Démontrer que pour tout réel 𝑥 ∈ [0, 𝜋] , cos(𝑥) ≥ 1 −
𝑥2

2!
+

𝑥4

4!
−

𝑥6

6!
 .  

 

Ex 26 Calculer la limite de 𝑆 , 𝑇, 𝑅  définies par : ∀𝑛 ∈ ℕ,    𝑆𝑛 = ∑
(−1)𝑘

𝑘

𝑛
𝑘=1     ,  𝑇𝑛 = ∑

(−3)𝑘

(2𝑘+1)!

𝑛
𝑘=0  ,   𝑅𝑛 = ∑

(−1)𝑘

(2𝑘+1)!

𝑛
𝑘=0   

 

Ex 27 Soit 𝑓 ∈ 𝐶∞(ℝ, ℝ) telle que ∀𝑛 ∈ ℕ, ∀𝑥 ∈ ℝ, |𝑓(𝑛)(𝑥)| ≤ |𝑥|.  

1) Soit 𝑛 ∈ ℕ. Déterminer le polynôme de Taylor en 0 de 𝑓 de rang 𝑛. 

2) En déduire, en utilisant Taylor-Lagrange, que 𝑓 est la fonction nulle.  

Ex 28 Soit 𝑓 une fonction de classe 𝐶2 sur l’intervalle [𝑎, 𝑏] telle que ∶  𝑓′(𝑎) = 𝑓′(𝑏) = 0   
1) Justifier que 𝑓’’ s’annule sur [𝑎, 𝑏].  
2) Justifier qu’il existe un réel 𝑀 tel que : pour tout 𝑥 dans [𝑎, 𝑏], |𝑓′′(𝑥)| ≤ 𝑀 .  

3) Démontrer en appliquant deux fois la formule de Taylor-Lagrange que : |𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)| ≤
(𝑏−𝑎)2

4
𝑀. 

4) On suppose que 𝑏 = 𝑓(𝑏) = 1 𝑒𝑡 𝑎 = 𝑓(𝑎) = 0 . Montrer qu’il existe un réel 𝑐 dans [𝑎, 𝑏] tel que : |𝑓’’(𝑐)| ≥ 4 .  
 

IV Convexité  
Ex 29 Soit 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥². Etudier la convexité et les points d’inflexion de 𝑓.  
 

Ex 30 Montrer que la fonction sinus est concave sur [0,
𝜋

2
]. En déduire que ∀𝑥 ∈ [0,

𝜋

2
] , 𝑥 ≥ sin (𝑥) ≥

2

𝜋
𝑥. 

 

Ex 31 Montrer que ∀(𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ (ℝ+)3, √𝑎𝑏𝑐
3

≤
1

3
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐). 

 
Ex 32 Soit 𝑓 𝑒𝑡 𝑔 deux fonctions de classe 𝐶2 𝑠𝑢𝑟 [𝑎, 𝑏]  (ie 𝑓’ 𝑒𝑡 𝑓’’ continues sur [𝑎, 𝑏]) telles que : 
 𝑓(𝑎) = 𝑔(𝑎) 𝑒𝑡 𝑓(𝑏) = 𝑔(𝑏) 𝑒𝑡 ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] , 𝑓′′(𝑥) ≤ 𝑔′′(𝑥). Montrer que :  ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] , 𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥) .  
 
Ex 33 Soit  𝑓: [0 + ∞[→ ℝ convexe.  
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1. Montrer que 
𝑓(𝑥)

𝑥
 admet une limite 𝐿 , finie ou infinie, quand 𝑥 → +∞.  

2. On suppose que 𝐿 est finie. Montrer que 𝜓: (𝑥 ↦ 𝑓(𝑥) − 𝐿𝑥 ) est décroissante et admet une limite quand 𝑥 → +∞. 
 
Ex 34 Soit 𝑓: (𝐼 → 𝐽) une fonction convexe et 𝑔: (𝐽 → ℝ)une fonction. Montrer que :  

• si 𝑔 est convexe et croissante alors la composée 𝑔 ○ 𝑓 est convexe 

• si 𝑔 est concave et décroissante alors la composée 𝑔 ○ 𝑓 est concave. 
 

V Des équations fonctionnelles avec hypothèses de dérivabilité 
Ex 35 Soit 𝑓 dérivable sur ℝ et telle que : pour tous réels 𝑥 𝑒𝑡 𝑦 , 𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥2) + 𝑓(𝑦). Montrer que 𝑓 est nulle. 
 

Ex 36 Montrer qu’il existe une unique fonction f définie, positive et dérivable sur ℝ+ telle que : 𝑓(0) = 0 et ∀𝑥 ≥ 0, 𝑓′(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) .  

 

Ex 37 Déterminer toutes les fonctions définies sur ℝ+*,dérivables ,et vérifiant :∀(𝑥, 𝑦) ∈ (ℝ+∗)², 𝑓(𝑥𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦). 

 

Ex 38 Déterminer toutes les fonctions continues sur ℝ et telles que : ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + ∫ (𝑥 − 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0
.  

 

Ex 39 Déterminer toutes les fonctions dérivables en 0 et telles que : ∀𝑥 ∈ ℝ, ∀𝑦 ∈ ℝ , 𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦). 

 

Ex 40 Soit f une fonction continue sur ℝ telle que :pour tout 𝑥ℝ ,𝑓(𝑥) = 1 − ∫ (𝑥 − 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0
 . Montrer que pour tout 𝑥ℝ, 

𝑓′′(𝑥) + 𝑓(𝑥) = 0. En déduire que  𝑓 = 𝑐𝑜𝑠 .  

 
 
 

https://fr.wikiversity.org/wiki/Op%C3%A9rations_sur_les_fonctions/Composition
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