Corrigé du TD 13 Dérivation-Rolle - Accroissements Finis - Taylor Lagrange.
I et ] désignent des intervalles de R.
f est dérivable en a et f’(a) = L sietssi f admet le DL, (a) suivant : f(x) = f(a) + L(x — a) + oa((x — a)).
f est dérivable a droite en a et f;(a) = L sietssi f admet le DL, (a¥) suivant : f(x) = f(a) + L(x — a) + 0a+((x — a)).
Applications : soit f: ] - R, g: I = R et h: f(I) - R deux applicationseta € I.
1) Démontrer que si f et h sont dérivables respectivement en a et f(a) alors h © f est dérivableen a et (h o f)' (a) =
@R (F@).

2) Onsuppose a € I. Montrer que si f une application dérivable a droite et a gauche en a alors A,: est

(EiChsic)
prolongeable par continuité en 0 .

3) Régle de (monsieur) I'Hopital « soft ». On suppose que I = [a, b[ et f et g sont continues et dérivables en a et g’(a) # 0 et

N L@ _ f'@
f(a)=g(a) = 0. Montrer que )lcl_lgg(x) @

1. f et hsont dérivables en respectivement a et f(a). Donc, f admet un DL, (a) et h admet un DL, (f (a)). Il existe donc deux fonctions
cetBOtellesque:Vx €D, f(x) =f(a)+ f'(@)(x—a) + (x —a)e(x) et lime(x) =0
x—a

et ¥y € E,h(y) = h(f(@) + (@) = f(@) + Y — f(@)f () et lim 6(y) = 0.
Alors, Vx € D, h(f (x)) = h(f(a)) + ' (f (@) (f (x) = f(a)) + (f (x) = f(a))6 (u(x)) et lim O(u(x)) = 0.

“w
par composition

h(f(0) = h(f(@) + ' (f(@)(f' (@ (x — a) + (x — )e(x)) + (' (@) (x — a) + (x — a)e(x))(u(x))
h(f(x)) = h(f(@) + k' (f(@)f' (@) (x — a) + (x — a) (f'(a)e(u(x)) +e(0)0(ux)) + h'(f(a))e(x))
a(x)mo
hof(x) =hof(a)+ h’(f(a))f’(a)(x —a)+ (x— a)a(x) et a(x) = 0. Ainsi, h o f admet un DL;(a) .Jen déduis que ho f est
dérivableenaet (ho f ) (a) = h’(f(a))f’(a).
2. Onsuppose a € [.Je suppose que f est une application dérivable a droite et a gauche en a.
Alors f(x) = f(a) + fj(@)(x — a) + 04+((x — @) et f(x) = f(@) + f;(a)(x — @) + 04-(x — ).
Alors, pour h au voisinage de 0%, f(a + h) = f(a) + fy(@h + 04+ (h) et f(a — h) = f(a) + fy(a)(—=h) + 04+ (h).

(@i —fan  (F@+fi@ntom)-(f@-fi@h+or®) , _ ) )
Ay (R) = fla )hf azh) _ ( ¢ o )h( g ot ®) = fa(@) + f5(a) + 0y+(1). Donc, hlLIng Ay (h) = fi(a) + fy(a).

De méme, pour h au voisinage de 07, f(a + h) = f(a) + fy(a)h + 0o-(h) et f(a — h) = f(a) + fy(a)(—h) + 0o-(h).

R)-f(a—h f@+fg(@h+0o- (1) )~(f(@~fi(@h+0o-(h) , , . , ,
A (h) = fla+ )hf(a ) _ ( g o )h( d o ) — fg(a) + f;(a) + 0y-(1). Donc, hl‘l{}— Ay(h) = fg (a) + f1(a).

J’en conclus que (h - W) est prolongeable par continuité en 0 par la valeur fj(a) + f;(a).
3. Onsuppose que I =[a,b[ et f et g sont continues et dérivablesen a et g’(a) # 0 et f(a) = g(a) = 0.
car f(a)=g(a)=0et pas de FI
f et g dérivablesen a car g'(a)#0
fx) -~ ff@E-a)+o,(x-a) _ f'(@+0,(1) ~— f'(@
g(x) g (@x-a)+o,(x-a)  g'(@+0,1) x-a  g'@’

| Extrema et Rolle

Théoreme de Rolle généralisé. Soit a un réel et f une fonction continue sur [a, +oo[ et dérivable sur ]a, +oo[ et tq : lirP ) = f(a).
X—+00

Montrer qu’il existe ¢ €]a, +oo[ tel que : f'(c) = 0.

1¢" cas f constante . Alors Vc €]a, +o[ tel que : f'(c) = 0.

2eme cas f non constante . Alors 3r €]a, +oo| tel que : f(r) # f(a). Supposons par exemple f(r) > f(a).

f@+f() fl@)+f()
— —_

Sur [a, 7], f est continue donc admet un antécédent par f . Il existe un réel @ €]a, r[ tel que f(a) =

f@)+f()
2

Sur [r,4oo[, f est continue donc

admet un antécédent par f . Il existe un réel B €]r, +oo[ tel que f(B) = w

Travaillons sur [, B]. f est continue sur ce segment donc admet un maximum M ce segment. |l existe donc un réel ¢ € ]a, B[ tel que: Vx €
[a,B], f(c) = f(x). Alors, f(c) = f(r) > w = f(a) = f(B).Dong, ¢ € Ja, B[ c]a, +o]. Par suite, f est dérivable en c et ainsi, le
théoréme de condition nécessaire d’extremum assure que f'(c) = 0.

Rolle and Rolle and Rolle .... Soit n € N*,

Soit f € D™([a, b, R) telle que f(a) = f'(a) = f"(a) =..= f@ D (a) = 0 = £(b). Montrer quedc €la, b[/f™(c) = 0
Application : Soit £(x) = (x2 — 1)™ Montrer que 3c €] — 1,1[/f™(c) = 0

f € D*([a,b],R) donc f, £, f, f ..., f™@ Vsont dérivables donc continues sur [a, b].

De plus f(a) = f(b). Donc le théoréme de Rolle assure qu’il existe ¢; €]a, b[ tel que : f'(cy) = 0.

Alors, f'(a) = f'(cy). Donc le théoréme de Rolle assure qu'il existe ¢, €]a, ¢;[ tel que: f"'(c;) = 0.

Alors, " (a) = f"(c,). Donc le théoréme de Rolle assure qu’il existe c; €]a, c,[ tel que : f®)(c3) = 0.

Je peux ainsi construire les réels ¢y, ¢, ..., ch_q tels que Vk € [1,n — 1], f®) () = 0eta < cp_q < Cpepy <+ < 3 < ¢; < b.
Alors, f™D(a) = fM™~D(c,_;). Donc le théoréme de Rolle assure qu’il existe ¢ €]a, c,_;[S]a, b[ tel que : f™(c) = 0.
Application : Soit f(x) = (x2 — 1)" = (x — 1)™(x + 1)™.f est polynomiale donc de classe C®sur R. f(1) = f(—1) = 0.

1% méthode : Soit p € [0,n — 1]. fP (x) = ¥} _, (Z) u®=Ox)r®(x) otiulx) = (x — D" et v(x) = (x + 1" et v®(x) =

Commep € [0,n—1],(k € [0,p] = n—k > 0= v®(=1) = 0). Par conséquent, Vp € [0,n — 1], fP(—=1) = 0

Alors, le résultat précédent s’applique a f, il existe donc ¢ €] — 1,1[/f™(c) = 0.

2¢re méthode : de la factorisation f(x) = (x — 1)™(x + 1)™, je peux dire que 1 et —1 les racines de f et sont de multiplicité n dans f. Alors le
cours sur les polyndmes ( caractérisation de la multiplicité par les polyndmes dérivés) permet d’affirmer que Vp € [0,n — 1]],f(p)(—1) =
F® (1) = 0. Alors, le résultat précédent s’applique a f, il existe donc ¢ €] — 1,1[/f™(c) = 0.

n!
(n—k)!

(x + 1)k,



Soit @ et b deux réels tq a < b. Soit f: [a, b] - R continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b|[.

1) Montrer que si f’ ne s’annule pas sur]a, b[ alors f est injective.

2) Endéduire que si f’ ne s’annule pas sur |a, b[ alors f’ est de signe constant.

3) Montrer que f’ vérifie la propriété des valeurs intermédiaires.

1)  Soit x et y deux éléments distincts de [a, b]. On note S le segment d’extrémités x et y. Comme f est cg)ntinue sur [a, b] donc sur S
et dérivable sur ]a, b[donc sur S, le théoréme de Rolle assure que : f(x) = f(y) = f's'annule sur S = f's’'annule sur ]a, b|.
Donc par contraposée, si f* ne s’annule pas sur ]a, b[ alors f(x) # f(y). Donc si f’ ne s’annule pas sur]a, b[ alors f est injective.

2) 1fe méthode : Je suppose que f’ ne s’annule pas sur Ja, b[. Alors d’aprés 1) f est injective. Comme de plus f est continue sur
I'intervalle [a, b], f est strictement monotone sur [a, b] ( résultat de cours chap 5 bijection prop 39). Par conséquent, f’ garde un
signe strict constant sur ]a, b|[.
2éme méthode : Je suppose que f’ ne s’annule pas sur Ja, b[. Imaginons un instant que f’ change de signe.

Alors il existe ¢ et d €]a,b[ tel que : f'(c) > 0et f'(d) < 0. Alors nécessairement ¢ # d. Supposons par exemple ¢ < d. Comme f
estinjective ( d’apreés 1), f(c) # f(d). Par exemple f(c) < f(d). f est continue sur le segment [c, d] donc admet un maximum M
sur ce segment tel que M = f(u) avec u € [c, d].

lim L9~/© _ "(c) > 0. Donc il existe a €]c, d[ tel que L@1©) gt par conséquent, f(a) > f(c).Alors M = f(a) > f(c).
x-ct xX—c a—c

lirg_ fi(xi_z(d) = f'(d) < 0. Donc il existe B €]c, d] tel que ’L;;_Z(d) < 0 et par conséquent, f(B) > f(d).AlorsM = f(B) >

X - -

f(c). Ainsi, u €]c, d|[. Alors la condition nécessaire d’extremum permet d’affirmer que f'(u) = 0 ce qui contredit I'hypothése « f’ ne
s’annule pas ». J’en conclus que f’ ne peut pas changer de signe.
3) Soit c et d deux réels de ]a, b[ tels que f’(c) < f'(d). Soit m un réel compris entre f’(c) et f’(d). Posons g(x) = f(x) — mx. Alors

g est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ et Vx €]a, b[, g'(x) = f'(x) — m.Donc, g'(c) < 0 et g’'(d) > 0. Comme g’ change
de signe sur ]a, b[, g’ s’annule sur ]a, b[ par contraposée du résultat 2). Il existe donc un réel u €]a, b[ tel que g’(u) = 0 et par
conséquent, f'(u) = m. Ainsi, f prend toutes les valeurs comprises entre f’(c) et f'(d).
f’ posséde donc la propriété des valeurs intermédiaires.

Soit f dérivable sur [a, b] telle que f'(a) = 0 et f(a) = f(b) .

[O1@ G+ cla )
Démontrer qu'il existe un réel ¢ dans Ja , b[ telle que: f(c) — f(a) = f'(c)(c — a). Indication : utiliser ¢: <x - { x-a ’ >

L a déterminer six = a
Comment lire géométriquement ce résultat ?

f-fl@ .
Soit ¢: <x - { x-a X €la, b]>.

Osix=a
Comme f est dérivable sur [a, b], ¢ est dérivable donc continue sur ]a, b] et Vx €]a, b], p'(x) = 4 (X)(x_?;:ggx)_f(a)). De plus,
lim £&/@ _ f'(a) = 0donc ¢ est continue en a et finalement sur [a, b]. De plus, p(a) = ¢(b) = 0. Donc le théoréme de Rolle assure

x—-a xX—a

qu’il existe un réel c dans ]a, b telle que ¢’(c) = 0. Par conséquent, f'(c)(c — a) — (f(c) - f(a)) = 0 etainsi, f(c) — f(a) = f'(c)(c — a).
Cela s’écrit aussi f'(¢c) = % ce qui signifie que le coefficient directeur de la tangente T, a Cf au point C est égale le coefficient directeur
de la droite (AC) ; comme ces deux droites ont le point C en commun, cela signifie que ce sont une et une seule et méme droite .

Ainsi, il existe un point C de Cf telle que T; = (AC).

Soit f et g deux fonctions de classe C2 sur [a, b] (ie f’ et f” continues sur [a, b]) telles que :

f(a) =g(a) et f(b) = g(b) et Vx € [a,b],f"(x) < g"(x). Montrer que : Vx € [a,b], f(x) = g(x).

Posons Vx € [a, b], h(x) = g(x) — f(x). Alors h est de classe C? sur [a, b].

Vx € [a,b],h'(x) = g'(x) — f'(x) et K" (x) = g""(x) — f" (x) = 0. Donc h’ est croissante.

1ére méthode :

De plus, h(a) = h(b) = 0. Donc le théoréme de Rolle assure que h’ s’annule sur ]a, b[ en un réel c. Par conséquent, Vx € [a,c],h'(x) <0 et
Vx € [c, b], K’(x) = 0.Donc h est décroissante sur [a, c] et croissante sur [c, b] . De plus, h(a) = h(b) = 0.Donc nécessairement, h est
positive. Ainsi, Vx € [a, b], f(x) = g(x).

2% méthode :

Alors h est convexe. Donc la courbe de h se trouve en-dessous de toutes ses cordes. Or, la corde (AB) reliant A(a, h(a)) et B(b, h(b)) est la
droite des abscisses puisque h(a) = h(b) = 0. Ainsi, la courbe de h se trouve en-dessous de I'axe des abscisses ce qui signifie que , h est
négative. Ainsi, Vx € [a, b], f(x) = g(x).

Il Accroissements finis
Théoréme de Accroissements finis généralisé : Soit a et b deux réels tq a < b.

Soit f et g deux fonctions continues sur [a, b] et dérivables sur ]a, b[ et telles que g’ ne s’annule pas sur ]Ja, b[ .

a) Justifier que g(a) # g(b).

o S1© _ f)-f@

b) Montrer qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que : 7o 9oe @
Indication : utiliser la fonction ¢: (x = f(x) — f(a) — K(g(x) — g(a))) ou K est une constante a bien choisir !
a. Lacontraposée du théoreme de Rolle s’applique a g. g est une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b|[.
Comme g’ ne s’annule pas sur ]a, b[, g(a) # g(b).
b. Soit¢:(x » f(x) — f(a) — K(g(x) — g(a))). Alors, ¢ est une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ et p(a) =
0.Cherchons K tq ¢(b) =0.9p(b) =0 = f(b) — f(a) —K(g(h) —g(a)) =0 =K = %. Désormais K = %eup(b) =0.
Alors, le théoréme de Rolle assure qu'’il existe ¢ €]a, b[ tel que ¢'(c) = 0.0r, Vx €]a,b[,¢'(x) = f'(x) — Kg'(x).Alors, f'(c) —Kg'(c) =0
f)-f@ _ ,, _ f©

et par consequent, 9(b)-g@ = = 7@



Reégle de (monsieur) I’'Hopital

1. Regle de (monsieur) I’Hopital : Soit f et g sont deux fonctions dérivables sur ]a, b[ et telles que :
lim f(x) = 0 =lim g(x) et g’ ne s’annule passur]a, b[ ..
x—a x—a

Montrer, en utilisant les accroissements finis généralisés, que : 11m re _ =L = lim & _ =1L.
atg'(x) x—at g(x)
2. En utilisant les fonctions f: (x  x2 sin (1)) etg = Ld, montrer que la réciproque de la régle de I’'Hopital est fausse.
q o o . 2. 1
3. Une application pratique : calculer llnéﬁ% de deux maniéres .
X

f)-r(0) S5 == @

4. Une application plus théorique : Soit f € C*([0,1[, R) . On définit la fonction g : [0 ; 1[— R telle que g(x) = {
f'(0)six=0

a. Démontrer que g est de classe C* sur[0,1].

b. Exprimer pour x €]0,1[ et n € N, g™ (x) en fonction des dérivées de f en x et des puissances de x.

c. Endéduire que g est de classe C* sur [0,1] et déterminer g(n)(O) On utilisera la regle de I'Hopital ci-dessus.

1.Considérons les prolongements f et § par continuité en 0 de f et g.

Soit x €]a, b[. Alors, f et § sont continues sur [a, x] et dérivables sur ]a, x[. Donc §’ = g'donc §'ne s’annule pas sur ]a, x[ . Alors, le

théoréme de accroissements finis généralisé assure qu'’il existe ¢, €]a, x| tel que : Q:(C") = {(x)—{(o) i. .f,(c") = @
() g-g0) "g'(cx) 4

;Eg =1L. Jenconclusque)l(lll(ll%—L

2.1 (x ~ x2sin (;)) et g = id sont deux fonctions dérivables sur ]0,1[ et lim f)=0= lim g(x).

Or, comme ¢, €]a, x|, hm ¢, = a et par suite, par composition, 11m

. 1 .
f(x) X Sll’l(;) _ . l . _ f,(X) _ szm( ) COS( ) _ _ l B ’
De plus, - - . LJS sin (x) o 0.Mais T(x) = s S 2x sm( ) cos (x) ne tend pas vers O ( et, en fait, n’a
;.m%: bornée
eno )
1 _ 5 1 _ _ fx
pas de limite en 0) puisque llm | o= =0etT (ZM) 2 sm(Znn) cos(2nm) = —1 - —1. Jen conclus que 11m+ e =L#%
r'@ _
x—a* g'(x) '
Ainsi, la réciproque de la régle de I'Hopital est fausse.
@x)?
4. premisre méthode : cos(20)-1 _ Bl t05(x?) _ T2XH0 () _ —240(1) 2

' © 5x2+6x3 5x2+6x3 5x2+6x3 5+6x x50 5

deuxiéme méthade : Posons f(x) = cos(2x) — 1 et g(x) = 5x? + 6x3.f et g sont C* sur R.
EtVx € R, f'(x) = —2sin(2x) et g'(x) = 10x + 18x? et f"(x) = —4cos(2x) et g"(x) = 10 + 36x. Et }Cin(q)f(x) =0 =)lcin(1) g(x) et
lim ffx)y=0= lim g'x).

”(x) 4_ 2 ffe _ 2
Alors comme 11m e 5 = la regle de 'Hopital assure que 11m e p
f ) _ f(X) 2
Alors comme hm T la regle de 'Hopital assure que 11m o
T(x)
——
5. Soit f € C*([0,1[, R) . On définit la fonction g : [0; 1[- R telle que g(x) = w six#0
f'(0)six=0

a. Comme f € C*([0,1[,R),T € C*(]0,1[, R) et par suite g € C*(]0,1[,R) et
De plus, comme f est dérivable en 0, )lcii% 7(x) = f'(0) ce qui signifie que g est continue en O et par suite g est continue en [0,1].
en appliquant T.Y
o @-(r—f@) T K @ @+ o l-[f x4f ';‘°)x2+oo(x2)] L@z 4 00(x2) _ro,

Enfin, Vx €]0,1[,g'(x) = t'(x) =

x2 x2 2
0,(1). Donc hm g = o (0)
Alors le crltere de classe Classure que g est de classe C* sur [0,1[.
b. Soitx €]0,1[etn €N, g™ (x) = 1M (x) = *=0 (Z) u® ()0 (x) = u()v™(x) + I, (Z) u® ()™= (x)
en p‘bfsant
u()=£(x)-f(0)
v(x):l

D"l n O Rm-B) _ D™l ) -f(O]+X% DRk F B () xk
9M @) = [f@) - FOI 2+ 30 () P @) . i)

c. Appliquons le critére de classe C* .
T est de classe C® sur [0,1].
Calculons la limite de g(”)en 0 grace a la régle de I'Hopital :

Posons P(x) = (—1)"n! [£(x) — F(0)] + Zi—, (1) (1" *(n = k) F P (@)x* et Q(x) = x™*.
P et Q sont continues et dérivablessur Ret 0 = P(0) = }cli‘% P(x) et 0 =0Q(0) = )lciL‘I(l) Q(x).
Vvx €]0,1[, Q'(x) = (n + Dx™.

et P'(x) = (~D)"n! f'(x) + Z (1) (CDP G = Rt [FEHD GOxk + kO ()xk1]
=1

xn—k+1 M1

= CLPRLFG Y (D[ Gk 4 kO (o)1
k=1 )



= 1)”n'f(X)+Z[( 1T PO (e — (— 1okt 0 et

télescopage
(D"l f'(x) + (-1)° ;Lif("“)(x)x” - (=t 7f(1)(x)x1 !

a-un
(D™l f'(x) + FRD 0)x™ + (=)™ nl £ (x)
— f(n+1)(x)x"

(k 1)'

car fM*Vest
P/ (x) _ f("“)(x) bonc lim P'(x) Contln;e eno f("+1)(0)

Q'™ n+1 x-0 Q'(x) n+1

IO

Donc,on peut conclure avec le critére de classe C*, g est de classe C*® sur [0,1] et g(") 0) = —

Probleme 2 Autour des accroissements finis généralisés
PARTIE | Accroissements finis généralisés
Soita et b deux réelstqa < b et f et g deux fonctions continues sur [a, b] et dérivables sur ]a, b[ et telles que g’ ne s’annule pas

sur ]a, bl.
c) Justifier que g(a) # g(b).
d) Montrer qu'il existe ¢ €]a, b tel que : r© _ro-i@

g'©  gb)-g@’
Indication : utiliser la fonction ¢: (x o f(x)—f(a) —K(g(x) — g(a)) ou K est une constante a bien choisir !
1. Comme g est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b, le théoréme de Rolle affirme que : g(a) = g(b) = g's'annulesur ]a, b|.
Alors par contraposée, puisque g’ ne s’annule pas sur ]a, b[, g(a) # g(b).
2. Soitg: (x ~ f(x) — f(a) — K(g(x) — g(a)) ou K est une constante que I'on va choisir de sorte que ¢ vérifie les hypothéses
du théoréme de Rolle.

@ est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ et ¢(a) = 0. Donc prenons K tel que ¢(b) =0i.e. K = % Alors le théoréme de
[®)-f@ _ o [

a)-g@ " " g'(e)

Rolle assure qu’ il existe un réel ¢ €]a, b[ tel que ¢'(c) = 0i.e.f'(c) — Kg'(c) = 0. Ainsi,

PARTIE Il Régle de (monsieur) I’Hopital
e) Reégle de (monsieur) I’Hépital : Soit a et b deux réelstqga < b .
Soit f et g sont deux fonctions dérivables sur ]a, b][ et telles que : )l(in;f(x) =0= lim g(x) et g’ ne s’annule pas sur ]a, b[ et

f,(x) = L . Montrer, en utilisant les accroissements finis généralisés, que : lim @ =1L.
x—at g'(x) x—at g(x)
f) En utilisant les fonctions f: (x - x2 sin (3)) et g = id, montrer que la réciproque de la regle de I’'Hépital est fausse.
g) Une application pratique : calculer lin%% de deux manieres .
Pl
h) Une application plus théorique : Soit f € C*([0,1], IR)
f0)— f(O) o 0
On définit la fonction h: [0; 1[- R telle que h(x) = { x
f'(0) six=0

d. Démontrer que h est de classe C?* sur [0,1].
e. Exprimer pour x €]0,1[ et n € N, h™ (x) en fonction des dérivées de f en x et des puissances de x.
f. En déduire que h est de classe C* sur [0,1] et déterminer h((0) . On utilisera la régle de I’'H6pital ci-dessus.
3. Soitx €la,b[.Soit f: (¢ o FOSLEEIAXN oo 5 (1, (9(0) sit E]ax]y
B * €la, b] f<H{ Osit=a )eg(H{ Osit=a )
f est continue en a car lim f(x) = 0 et f est continue et dérivable sur ]a, x] puisque f est continue et dérivable sur ]a, b[ et Ja,x] c
x—-a
la, b[. Et Vt €]a,x], f'(t) = f'(t). Idem pour §g. Comme g’ ne s’annule pas sur ]a,b[ , §'(= g') ne s’annule pas sur ]a, x[. Alors
fO-f@ _ f'ed ; , fO) _ f'(ed)

I'égalité des accroissements finis généralisés assure qu'il existe ¢, €]a, x[ tel que : Tg@ = 70 0 g - Ainsi, pour
JICIN )]

tout réel x €]a, b|, il existe ¢, €]a, x[ tel que : 0 = e

Comme c, €]a, x|, hm ¢, = a et par composition, 11m f,ic"i = L . Et ainsi, je peux conclure que 11m+% I .

4. Soit f: (x X sm( )) etg: (x - x). Alors f et g sont deux fonctions dérivables sur ]0,1] et telles
que : 11rr(1)f(x) = = 11rr(1) gx) et g':(x » 1) ne s'annule pas sur ]0,1].
X ) xX—

car
}(in’(l) x%2=0et
(x»—»sin(l)) bornée
JAC) f@) _
Vx €]01[ 5 = xsm( ) donc lim == = 0.

limx=0et
x-0

(stin(%)) bornée

L _ f1(x) = 2xsin (%) — sin G) Montrons que 2=

Mais Vx €]0,1], LG g pas de limite quand x — 0. Pour cela, trouvons deux

"g'(x0) g' (%)
suites positives et de limite nulle et dont leurs suites images par f’ ont des limites différentes.
. . (1 Y P (1Y (1) _
Comme )1{111(1) 2xsin (;) = 0, cherchons (u,) et (v,) telles que : nl_l)I_;r_loo u, =0= nl_l)l}_lw vy, et sin (un) = 1let sin (Un) 1.
limx=0et

x-0

(x»—»sin(i)) bornée



. 1 1 T 1 . 1 1 T
sm(—) =1<=—=—+2n1r<=un=,,—etsm(—) =-le—=—-+2nm v, =
Up u 2 ;+2nn Up 2

% -
n Vn - tanm

1 1 . . . 1 . 1 .
Posons Vn,u, = =—— et v, = —=% LAlors lim u, =0= lim v, etsin (—) = 1et sin (—) = —1. Donc par composition,
;+2nn —;+2nn n—-+oo n—+oo Un Vn

lim 2u,sin (i) =0 = lim Zvnsm( ) Par conséquent nl—i>Too fluy) =1let nl—i>r-|l—loo f'lop) =—

n-+ n-+o

J’en déduis par contraposée de la caractérisation séquentielle de la limite que ' (= %) n’a pas de limite en 0.

CCL : Soit f et g sont deux fonctions dérivables sur ]a, b[ et telles que : lim fx)=0= lim g(x) et g’ ne s’annule pas sur ]a, b[ et
—a

Alors ( 11m f,ﬁx; L = 1i m+% = L) mais la réciproque de cette implication est fausse.
X—=>a
5. calculons lim 25201
x—0 5x2+6x3

1° méthode : Posons f(x) = cos(2x) — 1 et g(x) = 5x% + 6x3. f et g sont de classe C* sur R. Vx € R, g’(x) = 10x + 18x% =
18x (x + g) etg”(x) = 10 + 36x. Donc g’ et g" ne s’annulent pas sur ] — %,%[. De plus, Vx € R, f'(x) = —2 sin(2x). Donc,

lirr(1] fx)=0= lin(l) glx) et liIT(l) flx)y=0= lin’(l) g'(x) . On peut donc appliquer la regle de I'Hopital a f’ et g’ puis fet g.

X X X xX—

(%) _ —4cos(2x) 4 _ 2 . A (%) 2 . . @
97 - 1o+36x oy Sl donc la regle de I'Hépital assure que 0 v et cette méme regle permet de conclure que 90
2
x-0 5
1 2
2eme méthode ° cos(2x)-1 ~ (_E)ﬂ=_3 Donc f& 2
e o sx* 5 90) x>0 5
cos(t)—1~ot
et }6111‘1) 2x=0
f)-f(0) six=#0
6. Soitf € C*([0,1[R) eth:[0;1[- Rtelle que h(x) = { x .
f'(0) six=0

a. Posons t(x) = —f(X) 1@ = (f(x) — f(O)) =
ux) v(x)

u et v sont de classe C® sur]0,1[ donc 7 est de classe C® sur]0,1[ donc h I'est aussi et Vx €]0,1[, ' (x) = 7'(x) = w
*(F ()41 (0) +00()~(F )+ )+ o

h'(x) = g e + 00(1). Donc 11m h'(x) = 0. Alors le critere de classe

C! assure que h est dérivable en 0 et 4'(0) = 0 et h est de classe C? sur [0 1[.

b. vx €]0,1[, h(x) = (f(x) — £(0)) % . Comme u et v sont de classe C* sur ]0,1[, Leibniz assure que vn € N, vx €]0,1],
u(x) v‘&)

R @) = Zio () u® v () = u()v® () + Ziz, (i) u® @ ()

) (FO-f@)1"n! ) () (D" K@=kt ®) CORRL ) fG)—f(0)siK=0
() = LELEVE v () FO@ S car v = S etu® () = O s K> 1

——x%+0o(x})~ f(O)) ——x?+0o(x?) _I"o (o)

b. Appliquons le critére de classe C*.
h est de classe C* sur ]0,1[, est continue en 0. Il reste a prouver que : Vn € N*, lin% r™(x) = 0.
X—

(FO-FO) (D i+ 5 (1) F P G ()" (n— ok

Soitn € N*. vx €]0,1[hA™(x) = s
Posons N(x) = (£(0) - F(0) (=Dt + i, () FR (D" — k)l x* et D) = x™+1.

N et D sont dérivables sur ]0,1[. D est continue en 0 donc lim D(x) = D(0) = 0™*? = 0.
x=0 n car n+1>0
N est continue en 0 donc lim N (x) = N(0) =(£(0) — F(0))(=1)™n! + Xp_, (k) F®O) (=) *(n - k)! 0k =o.
=0 car k21

Et, vx €]0,1[, D'(x) = (n + 1)x™ # 0.

On peut donc tenter d’appliquer la regle de I'Hépital pour calculer }Cl_rg r™ (x) = lln’(l)m

vx €]0,1[,D'(x) = (n + 1)x™

etN'() = f' () (=)™ + Bp oy (1)K — k) 1 (1) [FEH D @k + £O (k1]

N'(0) = £/ (=Dl + By (D)™ (n = k)1 () FEDGxk + By (-1 * = k) 1 () £O kak

N'(x) = f/ (1)l + Tt (D" F D (xS (1) (knl),f(")(x)x" :

N'(x) = f'()(=1)"n! + Xi_ 1(—1)""‘1!/‘“‘“)(96)96 = Yo (=) 1) f(")(X)x" !

f“‘)(X)xk L =f)=D"n! +an —ag

N'G) = (1"l + By (FD)" R D xk — (e S

Tk Ag-1

somme télescopique
N'(x) = f'G)(=1)"nl + ()P S D Gxn — (1) 5 FD(0)x0 = FOD (o),
N'G) _ M@ @)
D'(x) ~  (m+1)x" (n+1)

() — 11y NO _ 7™ (0)
assure que hmh x) = 11 1560 = oD

Le critére de classe C®permet alors de conclure que h est de classe C® sur [0,1] et Vn € N*, A (0) =

(n+1)
.Donc, comme f™+Dest continue sur R donc en 0, lim 72> N@ _ 0

Alors —= S0D'(x)  (n+1)

. Alors, la régle de I'Hopital

R0
(n+1) °



Encadrements et inégalités obtenus grace aux accroissements finis.
1. Montrer que : Vp € N\{0,1}, ﬁ <lIn (pTTl) < % . En déduire un encadrement de §,, tel que :

= (Zﬁﬂ%) —In (n) . Conclure a la convergence de la suite (Sy,).
2. Calculer lim x*(Arctan(x + 1) — Arctan(x))
X—+00

3. Majorer I'erreur commise dans les approximations suivantes : V10001 = 100.

Vx € R,3c € [x,x + 1]/Arctan(x + 1) — Arctan(x) Arctan’(c)(x+1—x) = m .

Z xZ
Alors, ——— ( )2 < Arctan(x + 1) — Arctan(x) < d ncm < x2[Arctan(x + 1) — Arctan(x)] < s
xZ xZ 2
Commem to 5 = 1et T ez = =1, 11m xz(Arctan(x +1) - Arctan(x)) =1
3./10001 = +/10000 + 1. Soit f(x ~ +/10000 + x). f est de classe C1 sur [0,1] et Vx € [0,1], |f'(x)| = |2\/10;00+x| < 2\/1000(]! =

L Alors, I'inégalité des accroissements finis appliquée a f entre 0 et 1 assure que : |\/10000 +1- 100| = |\/10000 +1- \/10000| <

ﬁ [1 — 0] =. Donc 100 est une valeur approchée de V10001 4 0,005 prés.

Soit a , b, et c trois réels. Montrer qu’il existe un réel x €]0,1] tel que : 4ax3 +3bx*+2cx=a+b+c.

Posons f(t) = at* + bt® + ct2. Alors f est polynomiale donc continue sur [0,1] et dérivable sur ]0,1[. Alors I'égalité des accroissements finis
assure qu'il existe un réel x €]0,1[tel que: f(1) — f(0) = f'(x)(1 —0)i.e. f'(x) =a+b+ci.e. 4ax®+3bx?+2cx=a+b+c.

Soit a et b deux réelstq a < b et f: [a, b] - R*, continue sur [a, b] , dérivable sur ]a, b|.

@) _ b-0f

fl@)

f continue sur I'intervalle [a, b] et ne s’annule pas sur [a, b] donc garde un signe strict constant sur [a, b]. Posons g(x) = In|f (x)|.

Alors f est continue sur [a, b] donc g I'est aussi. f est dérivable et ne s’annule pas sur ]a, b[ donc g est dérivable sur ]a, b[ (puisque la valeur

Montrer qu'il existe ¢ €]a, b| tel que :

absolue est continue sur R mais dérivable que sur R*)et Vx €]a, b[, g’ (x) = ’;((x))
Alors I’ égalité des accroissements finis assure qu'’il existe ¢ €]a, b[ tel que g(b) — g(a) = g’'(c)(b — a) i.e. In|f(b)| — In|f (a)|= ];((C)) b —a).
IF ) _f'© w90 @), o |f® LOp-a) N £(b)
— (©) = () —
Dong, In [If( )I] 7o (b — a) et par conséquent, —— @l = er | | er . Comme f conserve le méme signe sur [a, b], @ >0
f'©
et ainsi, ﬁ( ) — eﬂ)(b a)

On suppose que f est une application deux fois dérivable sur ]0, 2] . Soit deux réels u et v tels que 0 < u < v < 2 .En utilisant a ¢(x) =
fx)—-2f (x+v) +f(v) + K(v %" 511 K est une constante a bien choisir, démontrer que :

+ »
celo,2[/fa) —2f (22 ”)+f(v) =0,
Soitp(x) =f(x)—2f (x+v) +f(wv)+K——— (o= x) ou K est une constante a choisir de sorte que @ vérifie les hypothéses du théoréeme de Rolle.

f est une application deux fois dérivable sur ]0,2[ donc sur [u, v] donc @ I'est aussi. Et Vx € [u, v], @' (x) = f'(x) — ' (xw) += (x —v). De
alra+2 £ (S2)+f )]

(v w)?

donc un réel d €]u, v[ tel que ¢'(d) = 0i.e. f'(d) — f' (dw) +%(d —v) = 0. De plus, f'est dérivable donc continue sur [u, v]. Alors,
I’égalité des accroissements finis assure qu’il existe un réel ¢ €]u, d[ telque: f'(d) — f' (Hd) f"(c) (M - d) ie. fi'(d)—f' (Hd)
f"(c) ( ) Alors f"'(¢c) ( ) + ;(d —v) =0.Commed # U,T # 0 et par conséquent, f"'(c) — K = 0.

[f(u)+z F(5)+rw)]

(w-w)?

plus, @(v) = 0. Choisissons K tel que ¢(u) =0ie. K = . Alors @ vérifie les hypothéses du théoréme de Rolle et il existe

Ainsi,

=K = f"(c).)en conclus que f(u) — 2 f (uzﬂ) + f(w) =f"(c) @ou ¢ €lu, d[<]u, v[.

Justifier que si f est classe C* sur [a, b] alors f est lipschitzienne sur [a, b].
Soit f classe C! sur [a, b]. Alors f’ est continue sur le segment [a, b] donc y est borné. Alors il existe M € R tel que : Vt € [a, b], |f'(t)| < M.
L'inégalité des accroissements finis assure alors que f est lipschitzienne sur [a, b].

X
m et (u,) une suite de réels vérifiant : Vn €N, u, 1 = f(uy,).

a) Déterminer les limites possibles de u .

Soit f I'application définie sur R par: f(x) =

b) Montrer que: VxeR, |f'(x)| < ; En déduire la convergence de u . On note «a sa limite.
c) Donner une valeur approchée de sa limite @ a 102 pres .

Soient f : ([a,b] —» R) telle que f, f’et f"'sont définies et continues sur [a, b] et f” est dérivable sur ]a, b|.
@
Montrer qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que : f(b) = f(a) 4222 (f (@) +f' (b)) M.

Indication : on introduira g(x) = f(x) — f(a) — (xz—a) (f ) +f' (a)) —A(x — a)3 oU A est une constante que I'on choisira judicieusement.



Soit g(x) = f(x) — f(a) — @ (f’(x) + f’(a)) — A(x — a)® ol A est une constante que I'on va choisir de sorte que g vérifie les hypothéses de
théoréme de Rolle. g est de classe Csur [a, b] et deux -fois dérivable sur ]a, b[.
Et,Vx € [a,b], g’ (x) = %(f’(x) —f'(a) — @ f"(x) —3A(x —a)? et Vx €]a,b[,g" (x) = @(f”'(x) —12A).Donc, g(a) = g'(a) = 0.

1) ~f(@)-L2(f' (b) +£' (@)
Choisissons A tel que g(b) = 0. Donc, prenons A = 1O r@-——=7r @)

. Alors, appliquons le théoréme de Rolle a g : il existe donc un réel d €

(b-a)3
]a, b[ tel que : g’(d) = 0. Comme f” est continue sur [a, d] et dérivable sur ]a,d[ et g'(d) = g'(a) =0, il existe un réel ¢ €]a, d| tel que :
(b=a)c o1 ’
- ®)-F@-LZ2f b)+f' (@) _
g'(c)=0et doncu(f’”(c) — 124) = 0 et finalement , A = ! Z(C) . Ainsi, r&)-rta (bz_agf I ) (C) et j’en conclus que : f(b) =

f@ +Z2(f' @ + /(b)) - L0,

Soit a un réel et b un réel ou un infini tel que a < b.
Soit u et v deux fonctions définies sur un méme segment [a, b[ , a valeurs réelles et telles que :
e uetvsontcontinuessur [a,b[
e uetvsontdérivablessur |a, b[
e VxE€la b |uXx)| <v'(x).
Montrer en étudiant deux « bonnes » fonctions que : Vx € [a, b[, [u(x) — u(a)| < v(x) — v(a).
APPLICATION : Soit f une fonction dérivable sur I'intervalle [a; +oo[ telle que : xl_i)er f(x) + f'(x) = 0.0n pose h(x) = f(x)e*.
Soit € > 0. Montrer que : 34 = a/Vx = A, |h'(x)| < ge".
En déduire, en utilisant 1., que Vx = A4, |f(x)| < g + |h(4)|e™.
Justifier que : 3B = A/Vx = B, |f(x)| < €.
Qu’en déduit-on sur f ?

oo T o

Soit a € R** et f:]a,+o[- R de classe C? telle que lim f'(x) =L€eR".

1) Soit € € R**. Montrer qu’il existe A > 0 tel que: Vx > A4, |f(x) 1G] L|

2) Montrer que Vx > 0, |% = L| < |f(") f@) L| |T| |AL+;(A)|

3) Endéduire que f(x)~,oLx.
Soit £ € R**,
Comme lirP f'(x) =L €R" FA€la,+o[/Vx = A,|f (x) - L| <§
X—+00

Soitx>A. [X_ = (M_Qﬁ_ﬁ@)—m
x x—A x

X

. Alors

fA)-AL erelr FO)-£(4) x=A| | |fA)-AL
T2 () 2+

fx) L| — |(f(X)—f(A) _ L)%

@_L| - f(x)fFf‘A>_L| ] 4 s
x - x—-A x

f)-f(A)
D — ().

Alors, ¢, = A et par conséquent, |% — L| =1f"(cy) — LI < Z'

Or, d’aprés I'EAF, il existe ¢4 , € [4, x] tel que =————

De plus, liIP % = 1.Donc, 3B > a/Vx = B, |%| < 2.Alorsx =2 max (4,B) =
X—>+00

Enfin, lim |f(A)—_AL|
X—+00 X

PO | i)
x—A -2
= 0.Donc, 3C > a/vx 2 ¢, [[4=4 < £,

Alors x = max(4,B,C) = %— L |f(Al—_AL

J'en déduis que lim ) _ L et par conséquent, lim f® _ 1 puisque L non nul. Et ainsi, je peux conclure que f(x)~,qLx.
x—-+00 X x—+00 Lx

%| + | S§+§= €. Et par suite, Vx 2max(A,B,C),|%—L| <e.

Ill Taylor -Lagrange
Soit f une fonction de classe C? sur R telle que : f et f” sont bornées. On note M, = sup|f|et M, = sup |f”|.

1) Soit x et h deux réels . Justifier que |f(x + h) — f(x) — hf'(x)| < M, — lhl

2) Endéduire que: Vx € R,Vh € R™, |f'(x)]| < =2 2M° + MTzh

3) Endéduire que f’ est bornée sur R . On note M1 =sup |f].
4) Montrer que M; < 2,/MyM,, .

1) Appliquons I'inégalité de Taylor-Lagrange a f aveca = x et b = x + h. f est de classe C? sur R et |f”| est majorée par Mz (donc f” est
bornée sur R). Donc T. L assure que |[f(b) — [f(a) + (b —a)f'(a)]| < M,—— L al ie. [f(x+h) —f(x)—hf'(0)| < Mz >

2) Soitx € Ret h € R,

peme

car t<|t| LT car |t|=|-t|
-

IOl =1fx+h)—f@ 2 |IhfI=1fx+h)—f@I] 2 |hf') - (Fx+h) - f@) = If(X+h) f) = hf'(x)].
Dong, |hf' ()l — If(x + B) = f(x)| < MzL Et par conséquent,h|f'(x)| = [hf' (x)| < |f(x+h) fOI +Mz

Deplus, |f(x+h) — f(x)| < |f(x+h)|+ If(x)l <2M1 Ilsen suit que h|f'(x)| < 2M1+M2—eta|n5| |f (x)I <2M0 M—Zh (car h > 0).

3) VxEeRVhERY,|f ()| <2e+™

majorants de |f’]. La fonctlonf est donc bornée.

+—= . Comme 2o + —_ est indépendant de x, tous les réels de la forme 2o + tq h > 0 sont des

4)  Cherchons le plus petit majorant de |f’| qui soit de la forme % + MTzhtq h > 0.



2M0 2 M0

Posons @ (h) = + M2t . @ est de classe C® sur R™* ( car son expression ...). Et Vh > 0,¢'(h) =

2M0

1¢rcas: M, # 0.Alors, ¢'(h) >0 & — + 2> (0 h?> 4 <=> h>2 ’ . Donc ¢ est décoirssante sur]O 2 ,M [ et coirssante
2

- - o2 [
ﬂ L ﬂ . ﬂ — 2M, M3 — A
sur] 2 ,’ +oo[ et admet donc un minimum en 2 , qui vaut ¢ (2 Mz) —2\/@ +t— 2./ MyM,. Comme tous les réels ¢ (h) tels que
M3
h >0, 2,/MyM, est un majorant de |f’|. DOnc 2,/ MyM, est supérieur au plus petit majorant de |f’|. Ainsi, M; < 2,/MyM,.
2éme cas: M, = 0. Alors Vx € R, f"'(x) = 0. Donc, il existe a et b constantes réelles telles que : Vx € R, f(x) = ax + b. Comme fest bornée,
a = 0. Et par suite Vx € R, f'(x) = 0. Donc M; = 0. Ainsi, M; = 0 = 2,/MyM,. Ainsi, My < 2,/MyM,.
fx)—2f(2x)+f(3x)
09()-29(2x)+g(3x)’

D’aprés Taylor-Young, f(x) = f(0) + f'(0)x + —— r (O) x2+ 0 (O) x2 + 0y (x®). De plus, comme f est impaire, f(0) = f”(0) = 0.
Donc, f(x) = f'(0)x +f @34, 0(x3).
Alors comme llm 2x = llm 3x =0,f(2x) = 2f"(0)x + g~ ©@ ( )33 + 0o(x®) et f(3x) = 3f'(0)x + 97 ©@ ( %3 + 0 o(x®).

Soit f et g deux fonctions de classe C3impaires et telles que g (0) # 0 .Calculer 11m

De méme, g(x) (O)x +7©@ ( )33 + 00(x%), g(2x) = 2g 0)x + g © ( 2%3 + 0 o(x®) et g(3x) = 3g 0)x + 92" © ( %3 + 0 o0(x®).

Algpe, F@21 @470 _ (o)x+f (0)x3 2(2f (0)x+8f '@, )+3f ©)x+9 L@ (O)x +oo(x%) _4f3<0)x +00(x)) _ F(0)40p(1)
' 90290 +9Gx) 4 (0)x+g—6(0)x3—2(29 (0)x+8‘q—6(0)x )+3g’ (0)x+9g—6(0)x3+00(xs)- WO roy(x7) 97 (O+00(1)
pas de FI
re-2r@0 G0 “T O™ 1)
" X x)+ X fan) ;W
Alors ,comme g'""(0) # 0, 11m L 2001 9(m) = 770)

1. Trouver une valeur approchée rationnelle de ln( ) 310~ * prés . ( taylor Lagrange)

6
2. Démontrer que pour tout réel x € [0,7], cos(x) = 1 — ; +Z T E (Taylor reste intégral) .

In (i—;) =In (1 + %)

1 « (=D™n! _ n!
g: (t » In(1 + t)) est de classe C®sur [0,—] etvn € N*, vVt € [0 ] gt o) = (1“)““ donc |g("+1)(t)| = Go <nl
Donc, comme 0 € [0, +oo[, I inégalité de Taylor Lagrange assure que Vn € N*Vt € [0,—],,|g(t) — Pnina+0,0(t)| < ! (|:1|+1)'
. 1 . 11 1 n 1™t 1
En particulier pour t = E,Vn € N, |In (E) — Pain@+0),0 (E)| < D! |E = GaDio T
. . . 1 4
Cherchons le plus petit entier naturel n tel que : 7( D1 < 107%

L <10* o <10l o — <103 -Inn+1) < n-3)In(10) © n—3)In(10) +In(n +1) > 0.

(n+1)107+1t (n +1) (n +1)
Posons h(t) = (t — 3)In(10) + In(t + 1). h est dérivable sur R* et ¥t = 0,h'(t) = In(10) + i > 0.

Donc h est strictement croissante sur R*. De plus, h(2) < 0 < h(3). Doncn = 3 est le plus petit entier naturel n tel que : Wlu)"ﬂ <1074,
1y 1 _r -4
Alors, ln( ) P31“(1+t)0(10)| (4+1)103+1 <10”
e 1)“ 1 _1_131 .11 1

Donc P3in(1+0),0 ( ) Y. Tof = 10 " 27107 + 370° = 1500 > est une valeur approchée rationnelle de ln( )a 10~ *prés.
Calculer la limite de S, T défi vneN*, S, GVAR 3

alculer la limite de éfinies par : Vn e . = 0 Gkrt))

n (DX n (D!
L Sp=2k=177 =~ 2k=1——% = ~Pruna+n0 (D).
* (=D)"n! _ n!
g: (t = In(1 + t)) est de classe C®sur [0, +oo[ et Vn € N*, vt > 0,g"*D(t) = rone done g™V ()| = T sk
n+1

Donc, comme 0 € [0, +oo], I' inégalité de Taylor Lagrange assure que vn € N*Vt € [0, +oo[, |g(t) — Pnln(1+t)0(t)| = (:l|+1)1

En particulier pour t = 1,vn € N*, |g(1) — Pnln(1+t)0(1)| - Lijevne N* [In(2) + S, < m =

- (n+1)' n+1 n+1’

. 1 . .
Comme lim — =0, je peux conclure que lim S, = —In(2).
n-+oo n+1l n-+oo

2 Ty=yp 2 p -3
. n— k:0(2k+1)!_ 2n+1,sh,0( )

sh est de classe C*sur [-3,3] et Vn € N*, vt € [-3,3], [sh@™*2) ()| < ch(3).

2n+2
Donc, comme 0 € [—3,3],I' inégalité de Taylor-Lagrange assure que : Vn € N*Vt € [0, + o], |sh(t) - P2n+1sho(f)| < ch(3) (Iztll”),.
En particulier pour t = —=3,Vn € N*, |sh(=3) — P sp0(— 3)| < ch(3) FEve ie.vn € N* |-sh(3) — T,| < ch(3) YT
l 3?’[ C,;E 1 3ZTL+Z . 321’.+2 ) 37! . L. l h
Comme im = 0, niToom =0 (pulsque (m)nEN est extraite de (E)nEN). Ainsi, je peux conclure que Jim | T, = —sh(3).

Soit f € C*(R,R) telle que Yn € N,Vx € R, |[f ™ (x)| < |xI.
1) Soitn € N .Déterminer le polynéme de Taylor en 0 de f de rang n.
2) Endéduire, en utilisant Taylor-Lagrange, que f est la fonction nulle.

)
1) VvVneN, |f(”) (0)| < 10] = 0 donc f™(0) = 0.Donc, Vn € N,Vx € R, Popo(x) =Xk of k|(0) = 0. Ainsi, tous les polyndmes de Taylor

en 0 de f sont nuls.
2)  Soit x unréel non nul et S le segment d’extrémités 0 et x. Appliquons I'inégalité de Taylor-Lagrange a f sur S :



fece

. f(“)(t)| < |t| < |x|.Donc 'I.T.L assure que : Vn € N, Vt € S, < |x|

f(t) Pnfo(t)

=0

1)1 , en particulier

~
*
%

pourt = x, j' obtiens Vn € N, |[f(x)| < |x| éilﬂ).

Or les croissances comparées pour les suites assurent que : 11m " _ 0. bonc lim|x| lx]
o ()! o (D!
passant a la limite n — +oo dans 'inégalité(+x*), jobtiens : If(x)l < 0. Ainsi, je peux conclure que Vx € R*, f(x) = 0. Cette égalité étant

encore vraie pour x = 0, nous pouvons conclure que f est la fonction nulle.

= 0. De plus, lirP [fCO] = [f (). Alors en
n—-+oo

Soit f une fonction de classe C? sur I'intervalle [a, b] telle que : f'(a) = f'(b) =0
1) Justifier que f” s’annule sur [a, b].
2) Justifier qu’il existe un réel M tel que : pour tout x dans [a, b], |f""(x)| < M .

_ N2
3) Démontrer en appliquant deux fois la formule de Taylor-Lagrange que : [f(b) — f(a)| < %M.

4) Onsupposeque b = f(b) = 1eta = f(a) = 0. Montrer qu'il existe un réel ¢ dans [a, b] tel que : |f"(c)| = 4.

1) On peut appliquer le théoréme de Rolle a f’qui en vérifie toutes les hypothéses. Il existe donc un réel ¢ € [a, b] tel que f”’(c) = 0

2) f” est continue sur le segment [a, b]donc y est bornée autrement dit, [f”'| est majorée sur ce segment. Il existe donc un réel M tel que :
pour tout x dans [a, b], |[f"(x)| < M.

< (-

= Litie |f(222) - pay| < @2,

3) Appliquons Taylor-Lagrange entre x = bety = ib,

f(%2) - f(b)+f(b)(““’ b)

atb
Appliquons aussi Taylor-Lagrange entre x = a ety = ﬂ, ‘f (a+b) fla)+f' (a) (a+b )‘ ( M i.e |f (a+b) f(a )| i a) —M

lors IFb) = £(@)] = [£®) - £ (%22) + £ (22) - F(@)| < [y - £ (2)] + |f(““’) fa )|<z“’ Dy =Dy,

4) Alors M > 4. Comme |f"'|est continue sur le segment [a, b], |f"'| admet un maximum sur ce segment et on peut choisir M =
maxqp)|f"|. Etil existe un réel ¢ tel que |f"'(c)| = M.Alors |f"(c)| = 4.

IV Convexité

Soit f(x) = e™*", Etudier la convexité et les points d’inflexion de f.

festdeclasse C*surRetVx € R, f'(x) = —2xe % et f"x)=(=2+ 4x2)e" = 4 (xz — %) e =4 (x — \/%) (x +%) e~**. Donc,

ffx)>0=x¢ [—\/%,‘/%] Alors, f est concave sur et convexe ailleurs et Cf admet en —% eten % deux points d’inflexion.
Soit f:[0 4+ oo[— R convexe.

1. Montrer que L) admet une limite L , finie ou infinie, quand x — +oo.

-4

2. Onsuppose que L est finie. Montrer que : (x = f(x) — Lx ) est décroissante et admet une limite quand x — +oo.

1. ¢: (x I M) est croissante puisque f est convexe donc ¢(x) admet une limite L, finie ou infinie, quand x — +oo.
or,vx > 0,22 = () + L2 ponc, lim L2 =1 +0=1.
X X—>+00 X

Rque : Si L est réel et non nul alors f(x)~ 4 Lx.

2. On suppose que L est finie. Soit : (x = f(x) — Lx ). Soit (x,y) € (R**)? tel que x < y.

Alors Y(y) = () = f() = Ly = (f(0) = L)) = fO) = f() + L(x =) = FELE — 1]y = x)

f(y) f(x) IO _f», v Donc lim f-fx)
y-x y y-x  y-x y-+o0 V=X

< L.Etcomme (y —x) = 0,9 (y) — ¥(x) < 0.)en déduis que ) est

De plus, (y = ————=) est croissante puisque f est convexe . Et ———= = L. Par conséquent, la

f(y) f() f-fx)
y—Xx

fonction (y = ————=) tend en croissant vers L. Ainsi,

décroissante. Et par consequent, 1 a une limite en +oco.

Soit I et J deux intervalles, f:(I — J) une fonction convexe et g: (J = R) une fonction. Montrer que :
®  si g est convexe et croissante alors la composée g © f est convexe
® i g est concave et décroissante alors la composée g © f est concave.
Je suppose g est convexe et croissante . Soit x et y deux élémentsde [ et 1 € [0,1].
Comme f estconvexe, f (Ax + (1 = D)y) < Af(x) + (1 = Df ).
De plus, toutes les images par f sont éléments de J donc f(Ax + (1 —A)y) € J et f(x) €] et f(y) € ]J. Comme Af (x) + (1 —A)f(y) estun
réel compris entre f(x) et f(y), deux éléments de I'intervalle J, Af (x) + (1 — A)f (¥) est aussi dans l'intervalle J
Alors comme g est croissante sur /, g(f (Ax + (1 = D)y)) < g(Af(x) + A = Df ).
Enfin, g étant convexe, g(Af (x) + (1 = Df ) < Ag(f(x)) + (1 = Dg(f(»)).
Méme preuve pour g concave et décroissante.

V Des équations fonctionnelles avec hypothéses de dérivabilité

Soit f dérivable sur R et telle que : pour tous réels x et ¥, f(x + y) = f(x2) + f (). Montrer que f est nulle.
Alors f(0) = £(0+ 0) = £(02) + f£(0) = 2f(0) donc f(0) = 0.
Fixons y € R.

e  Lesfonction u: (x o flx+ y)),v: (x - f(xz)) et w:(x » f(y)) sont dérivables sur Ret Vx € R, u’'(x) = v'(x) + w'(x).
Donc, Vx € R, f'(x + y) = 2xf'(x2) + 0. En particulier, pour x = 0, f'(y) = 0. Ainsi, Yy, f'(y) = 0.Cela implique que f est constante sur
I'intervalle R et comme f(0) = 0, f estla fonction nulle.

OU BIEN
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_ _ 2 2y_
e  Par définition, lirr(l) f—(“y; o _ f'(y).De plus, Vx # 0, f—(“y; o) _ 1) f—ixz )00
xX— -

X
- 2y
w = f'(0) € R. Donc par composition, hn&% = f'(0) € R. Par conséquent, lim
- X - X
f'(0) x 0 = 0. Ainsi, par unicité de la limite f'(y) = 0. Cela implique que f est constante sur I'intervalle R et comme f(0) = 0, f estla

fonction nulle.

Or, f est dérivable en 0 donc ltin(} f(x+3’i—f(J’) _

Montrer qu’il existe une unique fonction f définie, positive et dérivable sur R* telle que : f(0) = 0etVx =0, f'(x) < f(x) .

La fonction nulle est solution.

Soit une fonction f définie, positive et dérivable sur R* et telle que : f(0) = 0etVx =0, f'(x) < f(x) .

Posons g(x) = f(x)e ™. Alors g est dérivable sur R*et Vx = 0,g'(x) = (f’(x) - f(x))e_x < 0. Donc g est décroissante sur R* et comme
g(0) =0, g est négative sur R*. Et par conséquent, f est négative sur R*. Comme, de plus, f est positive sur R*, f est nulle sur R*.

Ainsi la fonction définie et nulle sur R* est la seule fonction définie, positive et dérivable sur R* telle que: f(0) =0etVx =0, f'(x) < f(x) .

Déterminer toutes les fonctions définies sur R**,dérivables et vérifiant :¥(x,y) € (R™)?, f(xy) = f(x) + f ().
La fonction nulle est solution.
Soit f une solution. Alors f est définie sur R**,dérivable et V(x,y) € (R**)?, f(xy) = f(x) + f(3) (>*).
Alors f(1) = f(1x 1) = f(1) + f(1).Donc f(1) = 0.
Fixons y € R**,
Par définition, lim IO _ f'(y). Donc par composition,

oy Y OU BIEN

. ey -f) '
LI_I}} oy . w: (x = f(xy)) et v:(x - f(x) + f(¥)) sont dérivables sur
par (+x) car f(1)=0 R*™ et Vx > 0,u(x) = v(x).
* M- = fx) ~ 1f(x)-f(@) ’
Or, Vx € R™"\{1}, Xy—y = G-y = Yy G- - Donc, Vx > 0,u'(x) = v'(x) i.e. Vx> 0yf'(xy) = f'(x). Ainsi,
Donc lirqf(x?;;—;‘/(y) _ %f,(l)' Vx > 0,Vy >0, yf'(xy) = f'(x). En particulier pour x = 1,,Vy >
X -

0, yf'(y) = f'(1) donc f'(y) = = ol a constante.
Alors, par unicité de la limite, f'(y) = %f’(l) = %ou a € R. Ainsi, il y

existe une constante réelle a telle que : Vy > 0, f(y) = %

J’en déduis qu’il existe a et b deux constantes réelle telles que : Vy > 0, f(y) = aln(y) + b. Mais comme f (1) = 0, nécessairement b = 0. J’en
conclus que : f(y) = aln(y).

Donc les solutions de notre probléme sont nécessairement de la forme (x = aln(x)) ou a constante réelle.

Réciproquement : toutes ces fonctions de la forme (x — aln(x)) ou a constante réelle sont-elles solutions ?

Chacun de ces fonctions est définie et dérivable sur R**. De plus, V(x, ) € (R**)?, aln(xy) = a(In(x) + In(y) = aln(x) + aln(y).

Donc toutes les fonctions de la forme (x = aln(x)) ol a constante réelle sont solutions . J’en conclus que ce sont exactement les solutions.

Déterminer toutes les fonctions continues sur R et telles que : Vx € R, f(x) = x? + fox(x —t)f(t)dt.

Déterminer toutes les fonctions dérivables en O et telles que : Vx € R,Vy ER, f(x + ¥) = f(x)f (¥).

L’exponentielle et les fonctions constantes égales a 0 et a 1 sont solutions.

Soit f une solution. Alors f est dérivable donc continueenOetVx € R,Vy € R, f(x +y) = f(x)f (¥).

Alors f(0) = f(0+ 0) = f(0)f(0). Donc f(0) = 0ou f(0) = 1.

Fixons y € R.Donc, u : (x > flx+ y)) etv: (x - f(x)f(y)) sont dérivables sur R et Vx, u'(x) = v’ (x).

vx € R, f'(x +y) = f'(x)f (¥). En particulier pour x = 0, f'(y) = f'(0)f (). Ainsi, il existe un réel a € R tel que : Vy, f'(y) = af (y).

f est donc solution de I’équation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficients constants et homogeéne : z' —az =0

Alors il existe une constante k réelle telle que : Vx € R, f(x) = ke®.Comme f(0) =0ouf(0) =1,k =00uk = 1.

Ainsi, les soutions de notre pble sont nécessairement de la forme (x = 0) ou (x » e**)tga € R.

Réciproquement : la fonction nulle est solution mais toutes ces fonctions de la forme (x + e?*) oU a constante réelle sont-elles solutions ?
Chacun de ces fonctions est définie et dérivable sur R. De plus, V(x, y) € R2, e2*+)) = gax+ay — paxpxb

Donc toutes les fonctions de la forme (x + e®*) ol a constante réelle sont solutions . J’en conclus que la fonction nulle et les fonctions de la
forme (x = e?) ou a constante réelle sont exactement les solutions.

Soit f une fonction continue sur R telle que :pour tout xeR ,f(x) =1 — f:(x — t)f(t)dt . Montrer que pour tout xeR, f"'(x) + f(x) = 0.
En déduire que f = cos .
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