Corrigé du TD Limites et continuité

| De la technigue
Ex 1 Etudier I'existence de la limite de f en a et le cas échéant, la valeur de cette limite dans les cas suivants :

L fG)=12x-3l,aeR 9. f(x) = Lsixmneos@inTl oy — 0 oun € N\{0,1}

1 X Arcsm“x
2. f(o)= IXH( +t11)—+-ll-oo puis a = 0. 10, (2% +3% — 12)mn4 =2
X —(a xX+a X_
3. f(x)= Va4 a €R* 11. zxx aER"*
. T _
4. f(x) =sin (x l;D , a=0 12. f(x) = lil"J’ = 400
5 fkx)= (—1)li ,a =+ Arctan(Zsmx)—Z m
6. f(x)=sinVx+1—sinvVx , a=+wo 13. cos (3x) S
1
7. f(x) = Arctan(x) cos (m) ,a=-1
8 f(x)=x*—4)cos(In(2—x)) ,a=2
. T T s
4. f(x) = sin(x|m/x]) Vx + O,;— 1< l;] s
car sin est
) n . . - ] ] n cantinﬁue enm ]
Donc,six > 0alors m—x < x l;J < m et par conséquent, ,}H},L x l;J = donc XIL%L sin (x l;D = sin(m) = 0.
car sin est
) = . . continf}:e enm ]
Et,six <Qalors m—x > x I;J > 1 et par conséquent, )}Lr(l)l_x li = m donc llm sm( l J) = sin(rr) = 0.

J'en conclus que chii% sin (x EJ) =0.

6.f(x) =sinvx + 1 —sin+yx = 2sin

(‘/ﬁ_ﬁ) cos (\/%h/;) =2 sin ( i ) (mﬁ/}) = 2sin (

\/x+1+\/§) 0
2(Vx+1+Vx) cos - On

1
Ccos (
2(\/x+1+\/E)) 2
car sin est
) continue en 0

(=)

= 0 et par suite, lir_zl sin( sin(0) = 0. Comme,de plus, (x ~ cos ) est bornée, je peux
X—+00

i 1 1
xllrpw 2(Vx+1+Vx) 2(Vx+1+vx)
conclure que lirp sinvx + 1 —sinvx = 0.
X—+00
12.Soit x > 1. Donc lx] = 1 etIn(x) et In(|x]) existent.
xln(x)
Alors f(x) = lili m = eXnG)-XIInlxD  posons h(x) = xin(x) — |x] In(lx]).

vn € N*, h(n) = nin(n) — nin(n) = 0 et par suite nlirpwf(n) =1.

Et h (n + %) = (n + %) In ((n + %)) —nln(n) = (n + %) In (n (1 + %)) —nln(n) = nin(n) + (n + %) In (1 + %) + %ln(n) —nin(n)

= (n + %) In (1 + %) + zln(n). Or, (n + %) ~4+on et In (1 + %) ~+w%. Donc, (n + %) In (1 + 43 ) +°°i

Par conséquent, n1—1>rP h (n + E) = +o0 et par suite lim f (n + %) = 400,

Comme nl_i)r)zloo (n + z) = lim n=+owet 11m f (n + ) =t #*1= nngf(n), nous pouvons conclure que f n’a pas de limite en +oo.

n—-+oo

Arctan(2sin (x))-=

13.f(x) = T)A’ limite en a =% .

= = T e Zcos(") \/— _
Posons N (x) = Arctan(2sin (x)) — = et D(x) = cos (3x). N et D sont dérivables en et N (6) 7“45”12( o) £0 etD' ( ) _
~3sin (3%) = =3 % 0.Donc N(@) = NG) =N (£) ~z 2 (x = %) et D@) = D) =D () ~x = 3 (x — %)

V3 i I
pAS Arctan(2sin (x)) — — 1
. . NT[L 1 R = —_—
Ainsi, f(x) z -3 et ll_f}% cos (3x) —-2y3
6

1l Définition et propriétés de la limite, de la continuité
Ex 2 Soit f: Rt — R telle que :

mil existe un réel a tel que liIP e®f(x)=0

X—+00

m mil existe un réel b tel que (x = eP*f(x)) ne tend pas vers 0 quand x — +oo.

1. Justifier I'existence du réel 1 = sup{c € R/ lirP e“f(x) = 0}.
X—>+00
2. Montrer que Ve > 0, lirP e@=%f(x) =0
X—+00
3. Montrer que Ve > 0, (x > eHx| £ (x)| )n’est majorée sur aucun voisinage de +co.
1. SoitE ={c€eR/ lirP e f(x) = 0}. E est non vide d’aprés m. Montrons que b majore E. Soit ¢ > b.
xX—+00
Alors e* f(x) = e(€~D)Xeb* f(x). Comme (c — b) > 0, liIIl e(c™D)* = yoo,
X—>+00

Comme (x ~ eP*f(x)) ne tend pas vers 0 quand x — +oo, il existe un réel £ > 0 tel que : VA > 0,3x > A/|ebxf(x)| > ¢ et par conséquent
VA > 0,3x = AJe©DXebX|f(x)| > e(c~D)Xe > ¢ Cela prouve que e f(x) = e©~D)*ebX £(x) ne tend pas vers 0 quand x — +co. Donc

c&E.
Ainsi, tout élément de E est inférieur a b. Donc E est majoré par b.

J’en déduis que 1 = sup{c € R/ lirP e f(x) = 0} existe et est finie.
X—+00
2. Soite > 0.4 — ¢, étant inférieur a A, le plus petit majorant de E, ne majore pas E. Donc il existe ¢ € E tel que A — &€ < c. Alors
(A-e)x = g(A-e=0)x yex
e fx)=e f (X) 0

—50
x-0 x—»o



3. Soite > 0.Alors A+ g > Adonc A+ % & E. Donc, (x - e(“E)xf(x)) ne tend pas tend vers 0 quand x — +oco.

Imaginons un instant que (x - e(“‘g)"lf(x)l ) soit majorée par un réel M sur un voisinage V de +oco.

Alors, Vx € V,e@+aX|f(x)| = e(g)xe(“%)’clf(x)l <Mdonc0< e(“E)fo(x)I < Me_(g)x . Comme xlier e—@)x =0 (car g >

O) , XEIPw e(“E)fo(x)I = 0 et par suite xl_i)rpQQ e(“z)xf(x) = 0 ce qui est exclu.

Donc, (x > e(AFax| £(x)| ) n’est majorée sur aucun voisinage V de +oo.

Ex 3 Soit f une fonction de classe C* sur R* et telle que xlirp fC)+f'(x)=0.
1. Onpose h(x) = f(x) + f'(x). f est donc solution sur R*de I'edl1 (E) : y' + y = h(x).

Montrer qu’il existe une constante réelle c telle que : Vx = 0, f(x) = e™™ f: h(t)etdt + ce .

[P o®at| < [lo®)ldn).

1. Lessolutions de (EH)sont toutes les fonctions (x ~ ce™®) tq ¢ constante réelle. De plus, h est continue sur RY donc g: (t = h(t)et!)
I'est aussi et par conséquent, G : (x+- fox h(t)etdt) est la primitive de g sur R*qui s’annule en 0 et est donc de classe C'sur R*. Par conséquent,
B:(x— e *G(x)) est de classe Clsur Rt et Vx = 0,B'(x) = —e *G(x) + e™*G'(x) = —=B(x) + e *g(x) = —B(x) + h(x).en conclus que B est
une solution particuliére de (E) . Ainsi, f est de laforme (x » B(x) + ce™) tq ¢ constante réelle. Autrement dit, il existe une constante réelle c telle
que:Vx =0,f(x) =e™* fox h(t)etdt + ce™™ .

2. Soite € R**,
Vx> 0,|f(x)] = |e™* f:h(t)efdt +ce ¥ < e f;c h(t)etdt| + |ce™*| = e"‘|f(f h(t)etdt| + e *[c| < e™* f;lh(t)etldt + e~¥]c|.
Comme xlirllw h(x) = 0, il existe unréel A tel que : Vt > A4, |h(t)]| < 2 .Alors, Vt > A, |h(t)|et < ge‘ et par croissance de 'opérateur intégral,

2. Endéduire que lirP f(x) =0. (NB:sig estcontinue sur [a, b] alors
X—+00

&€

f:lh(t)letdt < fjgetdt = g[e" —ed] < ge" et enfin, e f;lh(t)etldt <.
e [¥Ih(®)etldt + e~*lc| = e~ [ [1n()et|dt + [} Ih()et|dt] + e¥|cl < e~ [[;'In(t)etlde + |cl] + =
Comme [fOAIh(t)efIdt + Icl] est une constante (indépendante de x), xliTooe"‘ [f:lh(t)etldt + Icl] = 0. Donc il existe un réel B > 0 tel que

Vx > B,e™* [fOAIh(t)efldt + |C|] < g Alors Vx > max(4,B),e* f;‘lh(t)etldt + e ¥|c| S§+§= ¢ et ainsi, |[f(x)| < e.

Ex 4 Soit f et g deux fonctions continues sur [—1,1]. On définit, pour tout réel x, M(x) = sup {f(t) +xg(t)/t € [-1,1]}.
1. Expliciter M(x) lorsque f(t) = V1 —t*et g(t) = t.
2.  Montrer que M: R — R est bien définie.
3. Montrerque Vh > 0,Vx € R, M(x) +h X infi_;119 < M(x +h) < M(x) + h X sup;_1,119-
4. En déduire que M est continue sur R.
1. Soit x un réel positif et ¢: (t > V1l—t2 4+ xt). ¢ est définie et continue sur [—1,1] et ¢ est au moins dérivable sur | — 1,1].

Etve €] — L,1[ @' (t) = — —— + x = 2t
b Nrwr= e
car x=0 . P
tjisvraisit €] —1,0[
Donc, p'(t) >0 = xV1-t2—t> 0= xWV1-t2>t S {
onc, ¢'(t) x x X3(1—t?) > t2sit € [0,1]
>0 o { tisvraisit €] — 1,0 o {tjszvrai sit €] — LO[C“Q‘,ZO {tjs vraisit €] —1,0[ - o1
¢ 2 2\+2 7 X 2 .. X . e —1.
x> 1 +x*)t*sit € [0,1] > UUsitE [0,1[ Tz LSitE [0,1] VitxZ
. . x . P x . __x
Alors ¢ est strictement croissante sur [‘LW] et strictement décroissante sur [W’ 1] donc admet un maximum en ¢ = —.
‘en dédui = - = (2= X X 1 2y = 2
Jen déduis que M(x) = sup {p(t)/t € [-1,1]} = max_1190 = @ (W) 1-7=+ — \/W(l +x%) =vV1+x2.

Soit x un réel strictement négatif .

M(x) = sup {\/1 —t2+xt/t e [—1,1]} = sup {\/1 — (=t —xt'/t' € [—1,1]}

en posant
t'=—t
M(x) = sup{N1 —t2 —xt'/t' € [-1,1]} = M(—x) = J1I+ (02 =+v1+x2

car —x>0
donc on peut appliquer
le résultat précédent

CCL:Vx € R,M(x) =1+ x2
2. Soit x un réel positif et @,: (t = f(t) + xg(t)). f et g étant continue sur [—1,1], la combinaison linéaire ¢, = f + xg est aussi
continue sur le segment [—1,1]. Par conséquent, ¢, est bornée et atteint ses bornes sur [—1,1]. Ainsi sup|_1 119 existe , est finie et
SUP[_1,1@Px = Max[_111Px = @x(c) otic € [-1,1].
Remarque : supj_1 119 = max|_111g et infi_111g = minj_1 49 existent de la méme fagon et de méme pour f.
3. Soitx € Reth e R*.
= vte[-11],infi_119 < g(t) < supj_y119 - Donch X infi_1 119 < h X g(t) < h X sup;_1119 -
et fO+xxg®+hxinfiiing < f®)+xxgt)+hxg(t) < f@)+xxgt)+hxsup_119
Donc, Vt € [=1,1] ¢, (t) + h X infi_1119 < @x1n(t) < @x(t) + h X sup;_4 119
D’une part, Vt € [—1,1], 9, (t) < M(x) (puisque M(x) est un majorant de @,).
Alors, Vt € [=1,1], @,4n(t) < M(x) + h X sup[_1,119. Cela signifie que le réel M(x) + h X supj_, 19 ,réel indépendant de t, est un majorant
sur [—1,1] de la fonction @, 4p: (t = f()+ (x+h)x g(t)). Comme M (x + h) est par définition le plus petit majorant de @, sur [—1,1],
nécessairement, M(x + h) < M(x) + h X sup[_1119-



D'autre part, Vt € [—1,1], @n(t) < M(x + h) donc, Vt € [=1,1], ¢ (£) + h X infi_1119 < M(x +h) et o (t) < M(x +h) —
h X infi_1 119 . Cela signifie que le réel M(x + h) —h X infj_1 119 est un majorant de @,.: (t = f(t) + xg(t)) sur [-1,1]. Donc
nécessairement ce majorant est supérieur au plus petit majorant M (x) de @, sur [~1,1].Autrement dit, M(x) < M(x + h) —h X infi_1119.
Ainsi M(x) + h X infi_1 119 < M(x + h).

4.  Soit x € R fixé.
Adroite: Vh > 0,M(x) + h X infi_; 119 < M(x + h) < M(x) + h X sup|_1,119- Appliquons le théoréme de limite par encadrement quand
h- 0+,hllr(r)1+ M(x) + h X sup;_1,119 = M(x) = hlLI;[)l+ M(x) + h X inf{_q 119, j'en déduis que hli_)r})lJrM(x + h) = M(x). Cela signifie que M est
continue a droite en x.
A gauche : on montre de méme que : Vh < 0,M(x) + h X supj_1 119 < M(x + h) < M(x) + h X infi_; 1) et par encadrement,
P}Lrg_ M(x + h) = M(x). Cela signifie que M est continue a gauche en x.

J’en conclus que f est continue en x. Et ainsi f est continue sur R.

11l Caractérisation séquentielle

. x—1six€eQ
Ex550|tf.<x H{x+ 1six € R\Q
mSix €EQalors f(x) =x—1€Q; six € R\Qalors f(x) = x+ 1 € R\Q. Par conséquent,

). Montrer que f est bijective et discontinue en tout point. Décrire f~1.

SiyEQanrsf(x):y(:){x;é(gy

S

mSoit a un réel . Montrons que f n’est pas continue en a.
1ercas:a € @. Alors le cours assure qu’il existe une suite u de nombres irrationnels qui converge vers a.

1 =
o x=y+LlsyeRQans@W=yo{,ipe S * =y—1.Donc.
car y+1€Q car y—1eR\Q

vn, u, € R\Q donc f(u,) = u, + 1. Comme nliTw Uy = a,nliwa(un) =a+1.0r,a+1+a—1= f(a). Ven déduis par le TCSL que

f n’est pas continue en a.

2eme cas : g € R\@. Alors le cours assure qu’il existe une suite v de nombres rationnels qui converge vers a.

vn, v, € Qdonc f(v,) = v, — 1. Comme lir_{l v, =a, lirP f(vp) =a—-1.0r,a—1#a+1=f(a). Vendéduis parle TCSL que f n’est
n—-+oo n—+oo

pas continue en a.

En conclusion, [fiféSECoRtinUe e alcUn point delk.

Ex 6
1. Montrer quesi f et g sont continues de R dans R et coincident sur Q alors f = g sur R.
2. Soient f et g fonctions de de R dans R continues et telles que : Vx € Q, f(x) < g(x).

a. Montrerque f < g.

b. Montrer qu’on n’a pas nécessairement Vx € R, f(x) < g(x).
3. Soitf:R — R continue telle que fq est strictement croissante sur Q. Montrer que f est strictement croissante sur R.

4. Soit f et g deux fonctions de R dans R continues et qui coincident sur Q i.e. Vr € Q, f(r) = g(r). Pour prouver que f = g, il suffit

de montrer que , Vx € R\Q, f(x) = g(x).

Soit x € R\Q. Le cours assure qu’il existe une suite (r;,) de nombres rationnels qui convergent vers x (Cf chapitre 3 paragraphe Partie
Entiére) Alors, Vn € N, f(r,) = g(1,,).0r f et g sont continue en x donc ’nl_iHloof(r") =f(x)et ngrpm g () = g(x) . Alors par unicité de la
limite, f(x) = g(x). Etainsi, f = g.

5. Soit f et g deux fonctions de R dans R continues et qui coincident sur Q i.e. Vr € Q, f(r) < g(1).
Soit x € R\Q. Il existe une suite (1;,) de nombres rationnels qui convergent vers x. Alors, Vn € N, f (1) < g (1) (¥).Or f et g sont continue en
x donc ,nEerf(rn) =f(x)et ngrfmg(rn) = g(x) . Alors par passage a la limite dans I'inégalité (*), j'obtiens : f(x) < g(x).Etainsi, f < g.

Prenons f(x) = —|x - \/f| etg(x) = |x - \/Z| Alors f et g sont continues sur R, Vx # V2, f(x) <0 < g(x) et f(vV2) = g(vV2) = 0. Ce
contre-exemple prouve que I'on n’ a pas nécessairement Vx € R, f(x) < g(x) mémessiVx € Q, f(x) < g(x).

6. Soit f:R — R continue telle que f/q est strictement croissante sur Q i.e. V(r,s) € Q%4 (r<s= fr) < f(s).
Soit x et y deux réels tels que x < y. Il existe deux suites (1;,) et (s,) de nombres rationnels qui convergent vers respectivement x et y.
Comme x < y, le cours assure qu’il existe un entier naturel n, tel que : Vn = ny, 1, < s, ( la contraposée du théoréme de passage a la limite
dans une inégalité). Alors, par stricte monotonie de f sur Q, f (1) < f(sp) (**). Comme f est continue en x eten y, nl_i)r&) flm) =

fx) et liI_}:l f(sp) = f(x) . Alors par passage a la limite dans I'inégalité (+x), je peux affirmer que f(x) < f(y). Je peux a ce stade conclure
n—+oo

que f est croissante.
Montrons maintenant par I"absurde que f est strictement croissante. Imaginons un instant qu’il existe deux réels x et y tels que x < y et
f(x) = f(y). Entre ces deux réels, il existe une infinité de nombres rationnels (Cf chapitre 3 paragraphe Partie Entiére) . Soit r et s deux
nombres rationnels tels que x < r < s < y. Alors ,comme f est croissante, f(x) < f(r) < f(s) < f(y).De plus, f(x) = f(y). Donc
nécessairement, f(r)=f(s) =fkx)=/f().

cela contredit

la stricte monotonie
de f sur Q

J’en déduis que de tels réels x et y n’existent pas et ainsi, f est strictement croissante sur R.

IV Fonction lispchitzienne



Ex 7 Montrer que la fonction f: (x = x?2) est lipschitzienne sur [0,1] mais pas sur R.

v(x,y) €[0,1]% |x% — y?| = [x — yllx + ¥| < (Ix| + |yD|x — y| < 2|x — y|. Ven déduis que f est 2-lipschitzienne sur [0,1].

Imaginons un instant que f soit lischitzienne sur R. Alors il esiste un réel M tel que : V(x,y) € R?, |x?% — yZI < M|x — y|. Alors,

Vx € R, |x]|? = |x?| = [x2 — 02| < M|x — 0] = M|x]|. Donc Vx € R*, |x| < M ; cela signifie que la fonction (x ~ |x|) est bornée sur R*ce
quie est faux puisque xl_imﬁlxl = +o00. J’en conclus que f n’est pas lischitzienne sur R.

V Fonction monotone

Ex 8 Soit f: R™ — R, croissante et telle que g: (x = &) soit décroissante. Montrer que f est continue.

Soit a un réel strictement positif.
Comme f est croissante, f admet une limite a gauche et une limite a droiteen a et lim /' < f(a) < lim f (%).
a a

Comme g est décroissante, g admet une limite a gauche et une limite a droite en a et lim g<g(a)< lim g ().

Or, lim g(x) = lim fo 1 11m f(x)idemen a™. Alors (x*) s' écrit: - 11m f(x) <—= f(a) 11m f(x) . Et ensuite, comme a > 0,
x—-at x-at X —~ ax-at ax
pas de FI
car%>0

limf < f(a) <lim f (++*). Alors () et (+x+) permettent d’affirmer que lim f < f(a) < lim f donc limf = f(a) et de méme lim f <
at a” a a a a”

f(a) <lim f donc lim f = f(a). Ainsi, nous pouvons conclure que f est continue en a.
a a

Ex 9 Pour toutn € N, on pose : pour n € N et pour x €[0,1[, f,,(x) = f: /—I = dt

1. Soitn € N fixé.
a) Justifier que f,, est bien définie sur [0,1].
b) Calculer f; et sa limite Iy en 1~.
c) Montrer que la fonction f,, est majorée par I .
d) En déduire I'existence de la limite [, de f,, en 1-.
2. a) Montrer que la suite (I,) est monotone et convergente.
b)  Trouver une relation entre f,et f,,_,, pour n € N\{0,1}
c)  Endéduire larelation nl, = (n — 1) I,,_, valable pour tout entier naturel n > 2.
s

d) MontrerqueVn €N, [, = fogsin"(u)du par deux méthodes.

1a) Posons g, (t) = est continue sur I'intervalle [0,1[ donc d’apres le cours, f,, est la primitive de g, sur [0,1] qui s’annule en 0.

tn
Ve I

Ainsi, f, est définie et dérivable donc continue sur [0,1] et f,, = g, sur [0,1].

1b) Vx €[0,1[, fo(x) = fox\/# = Arcsin(x).Donc, I, = )}Lnil_ fo(x) ==

1c) Soit x €[0,1[.Vt € [0,x],0 <

t" 1
—< . Donc, par croissance de I'opérateur intégral, 0 < dt < | —=dt .Donc, 0 <
Vi-t*  J1-t? P P g f 4/ fo /_

frx) < Arcsin(x) < g Ainsi, la fonction f,, est majorée par I .

1d) Vt € [0,1], fiy (V) = g (t) = 0 et f, (t) ne s'annule qu’en0 . Donc, f;, est strictement croissante sur [0,1[. Alors le théoréme de limite
d’une fonction monotone, f;,, a une limite I, en 1- finie ou infinie. Comme f;, est majorée, cette limite I,, est finie.

2a)Soitn € N. [, = xll_)nf_ faX)etly 4 = )}Lnll_ fre1(x).

Vx €[0,1[, Vt € [0,x], ¢t € [0,1] donc,0 < ¢"*1 < ¢" et 0 < —— < Jy 7= dt V'en déduis que :

Tl+1
_1 = < 7— ;alors, 0 <f ==t
Vx €[0,1[,0 < fr11(x) < fu(x) < E' Donc, par passage a la limite quand x=>17,0< L1 (x) < L(x) < g

La suite (I,,) est donc décroissante et minorée donc convergente.

2b) Soit n € N\{0,1}.

vx e[0,1], fu(x) = fjﬁ—%dt = [Fent ;512_?2(# = —{[e" VI = 22|, - [ (n— D)e"2V1 — 2t}

fa(x) = X" 1\/1—x2+(n—1)j i nlx/l—x2+(n—1)f =

Vl—t2 ice vice
fo) = x"1 = x2 + (n = D[fy— () = f,(X)]
Ainsi, Vx €[0,1[, nfp(x) = x" V1 —x2 4+ (n — 1) f_, ().

2c) Donc, par passage a la limite quand x - 17, nl,, = 0 + (n — 1)I,_,. Ainsi, I, = o= 1)1

2
2d) 1% méthode : Effectuons une récurrence double pour prouver que Vn €N, I, = W, .

10=W0

vx €[0,1[, fi(x) = f;‘ﬁdt f(j‘;mdt =-[Vi- tZ] ~VI=x%Donc, I = lim f(x) = 1= W,.



(n+1) (n+1)
= =2 W, = Wi

T g2 M n+2

Soit n € N. Je suppose que W,, = I, et Wy,,q = I,,41. Alors, I, 4o

CCL : le théoreme de récurrence double assure alorsquevVn €N, I, =W, .

2éme méthode : Effectuons un changement de variable

vx €[0,1], fo(x) = fox\/f—i%dt = f;rcsm(x) sin™(w)du = F(Arcsin(x)) — F(0).
cv F étant
telo,x]c[o,1] une primitive
t=sin(w) de (umsin™(w))
u=Arcsin(t) sur [0 E]
1 g
du=ﬁdt 2

Donc, I, = xll_)r?_ fu(x)=F (g) - F(0) = [2zsin™(w)du = W,

VI Continuité sur un intervalle

10,1[» R
Ex1050|tf:(x ._,1+L>'
X x—1
Montrer que f est bijective.

Déterminer lirl'n f~1(27™) puis trouver deux réels a et b tels que : f~1(2™™) = a + 2% +o0 (zin)
n—+oo

1.

2.

3. Déterminer une expression de f 71,

1. f estdérivable sur]0,1[ et Vx €]0,1[, f'(x) = —xiz - (x_11)2
I'intervalle ]0,1][. Alors le TBCSM assure que f(]0,1]) =] li{nf,lignf [=] — oo, +oo][ et f est bijective de ]0,1] sur R.

< 0. Par conséquent, f est strictement décroissante et continue sur

2. lirP 27" = 0. De plus, le TBCSM assure que f 1 est continue sur R. Par conséquent, HT f71@2™) = f71(0).
n-+oo n-+oo

Posons t = f~1(0). Alors f(t) = 0 i. e.% + i =0.Donc,1—t =tdonct = % Ainsi, f~1(0) = %et_
Cherchonsle DL (Q) de f~1:
f est dérivable sur]0,1[ et Vx €]0,1[, f'(x) # 0. Alors le TDBR assure que f~! est dérivable sur Ret Vx € R, (f 1) (x) =

- -1y0)= —+ 1 __1
particulier, (f 71 )'(0) = EIO)) f’(%) 8
Par conséquent, TY assure quef " (x) = f~1 (0) + (f )" (0)x + 0o(x) = ; - %x + 09(x). Alors comme lim 27 =0, _
n-+oo

3. Soit ¥ un réel non nul. Notons x €]0,1[ son antécédent par f. Alors §+ xlTl =ydoncyx?+(—y—2)x+1=0.

— 2 _En
1)

2+, y2+4 2—\/y2+4
Posons A= (y +2)2 —4y =y2 +4 > 0etx; =2 +2yy Petx, =2 Zyy =
_ 24y2+4 _ 2—\/y2+4 . . , .
Donc, f~1(y) = x = % ou f7l(y) =x= % Comme y a un unique antécédent, seule 'une de ces égalités est vraie.
2+/y2+4 4 2 . 2+/y2+4 . . _ 1 _ 2+ y2+4 L
Or, L2yyr+t ~0 2 =2 Alorss lim X225 — 1 o5 tandis que lim f~1(0) ==.Donc, f~1(y) # VX2V ot ainsi,
2y S 2y ¥y y-0+ 2y x-0 2 2y

1i 2 2+4=4
Hm y+2+y?+

_ 2-\/y?+a
[ =2

. J’en conclus que

Ex 11 Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I telles que : Vx € I, |[f(x)| = |g(x)| et f(x) # 0.

Montrerque f = gou f = —g.

vx € L|f(x)] =|gx)|donc Vx €I, f(x) = g(x) ou f(x) = —g(x).

Vx €1,f(x) # 0 donc|f(x)| # 0et|g(x)| = |f(x)| # 0 et par conséquent, Vx € I, g(x) # 0. f et g étant continues sur l‘interavlle I et ne
s’annulant pas sur I, f et g gardent un signe constant sur .

OubienVx €I, f(x) > 0 et g(x) > 0 alors nécéssairement Vx € I, f (x) = g(x).

OubienVx €I, f(x) < 0 et g(x) < 0 alors nécéssairement Vx € I, f(x) = g(x).

OubienVx €1, f(x) < 0 et g(x) > 0 alors nécéssairement Vx € I, f(x) = —g(x).

OubienVx €1, f(x) > 0 et g(x) < 0 alors nécéssairement Vx € I, f(x) = —g(x).

J’en conclus que : ou bien f = g ou bien f = —g.

Ex 12 Déterminer les fonctions continues sur un R et prenant un nombre fini de valeurs.
Toute fonction constante est solution.
Soit f:R— R continue sur R et prenant un nombre fini de valeurs distinctes: y,, y1, ..., Yntelles que yy < y; < -+ < y,. Comme R est un

intervalle et f est continue sur cet intervalle, f(R) est un intervalle. Or par hypothése, f(R) = {¥o, Y1, ) Yn}-

Yot V1
2
Yo et yyn’appartient pas a f(IR). Cela contredit la définition d’un intervalle. )’en déduis que n = 0 i.e f(R) = {y,}.Aitrement dit, la fonction f

est constante égale a y,.

Ainsi, les solutions de notre probléme sont les fonctions constantes.

Imaginons un instant que n = 1. Alors y, et y;sont deux réels distincts appartenant a I'intervalle f(R) . Mais le réel coincé entre



Ex 13 Soit f: ([0,1] - R) continue et telle que £(0) = f(1). Montrer qu’il existe deux réels x; et x, € [0,1] tels que :
1
fOx) =flx) etx; —x, =3
. 1 1 .
Soit g: (x i (x + E) - f(x)) .Dg = [0, E] et g est continue sur Dg.
1 1 1 1 1 . .
g =f (E) —f(0)etyg (E) =f()-f (E) =f0)-f (E) Donc, g (E) et g(0) sont de signes opposés. Alors le TV assure que g
s’annule au moins une fois sur [O,%]. Donc il existe un réel ¢ € [O,%] tel que f (c + %) —fl)=0ie.f (c + %) = f(o).
Donc, x; = ¢ +% et x, = c conviennent.
Ex 14 1. Soit a et B deux réels tels que a < . Montrer que [a, 8] = {ta + (1 — t)B/t € [0,1]} = {pLa +-LB/pgeRetp+q# 0} .

+q p+q
Soit f une application continue sur [a, b] et p et q deux réels positifs . Démontrer qu’il existe un réel c de [a, b] tel que : pf(a) + qf (b) =

@+af(o).

Soit @: (t » ta + (1 — t)B). Montrons que ¢ est bijective de [0,1] sur [, B].
@ est continue et dérivable sur [0,1] et Vt € [0,1],¢'(t) = a — B < 0. Donc, ¢ est strictement décroissante sur [0,1]. J’en déduis que ¢ est
bijective de [0,1] sur [@(1), (0)] = [a, B]. En particulier, {ta + (1 — t)B/t € [0,1]} = ¢([0,1]) = [a, B].

De plus, soit p,q € Rtet p + q # 0. Posonst = p%q .Alorscomme0<p<p+gqte[0l]etl—t=1—- p%q = ﬁ. Réciproquement soit
t €[0,1].Posonsp =tetq=1—t.Alorsp,q e Rtetp+qg=1+# Oett=p%q etl—t=#.
en posant
p=tetq=1-t
Jen déduis que {ta + (1 — t)B/t € [0,1]} = %a+%ﬁ/p,q € R*etp+q ¢0}.

enp?sant prq p¥q
=L
p+q
2. Soit f une application continue sur [a, b] et p et q deux réels positifs.
Sip+q=0alorsp = q =0 et pour tout réel ¢ de [a, b], pf(a) + qf (b) =0 = (p + q)f(c)
Sip+q # 0alorsd’apres 1., W
pf(a)+qf(b)
p+q

est un réel compris entre f(a) et f(b).Comme f est continue sur [a, b], le TVI assure que

admet un antécédent par f; autrement dit, il existe un réel c de [a, b] tel que : pf(a) + qf (b)) = (p + @) f(c) .

Ex 15 Soit f et g deux applications de R dans R, I'une bornée , I'autre continue. Montrer que f o g et g o f sont bornées.
Supposons f bornée et g continue sur R.

= llexisteunréel M € R™*tel que: Vx € R, |f(x)| < M. Donc, f(R) c [-M, M].
g étant continue sur R, g est bornée sur le segment [—M, M] . Il existe donc un réel M’ tel que, Vt € [-M, M],|g(t)| < M'.
Alors comme Vx € R, f(x) € [-M,M],Vx € R, |g(f(x))| < M'. Cela signifie que g o f est bornée.

» Vx€ERf(x) €R donc [f(g(x))| < M. Cela signifie que f o g est bornée.
Ex 16 Soit f et g deux applications de [0,1] dans IR, continues et telles que : Vx € [0,1], f(x) < g(x). Montrer qu’il existe un réel m > 0 tel
que: Vx € [0,1], f(x) + m < g(x).
Posons h: (x = g(x) — f(x)).
h est continue sur le segment [0,1]. Donc h admet un maximum et un minimum sur ce segment. Ainsi, il existe a et b dans [0,1] tel que :
vx € [0,1], h(a) < h(x) < h(b).Donc, Vx € [0,1], f(x) + h(a) < g(x).
Or, par hypotheése, Vx € [0,1], f(x) < g(x) donc h(x) > 0. Donc h(a) > 0.
Ainsi, en posant m = h(a),ona:m > 0et Vx € [0,1], f(x) + m < g(x).
Ex 17 Un train parcourt 120 km en 3 heures . Montrer qu’il existe un intervalle d’'une heure durant laquelle ce train a parcouru 40 km
exactement .
On considere que le train part a l'instant t = 0.
Posons f:[0,3] - [0,120] telle que: f(t) = nombre de kilométres ef fectués par le train al'instant t.
Posons maintenant g(t) = f(t + 1) — f(t) = nbre de km parcourus entre les instants t et t + 1. Alors Dg = [0,2].
On cherche a montrer qu’il existe ¢ € [0,2] tel que g(c) = 40.
f est continue sur [0,3] donc g est continue sur [0,2]. Par conséquent, g([0,2]) = [m, M] ol m = minjo 9 et M = max(q 9.

9(2)=fB)—f(2)=120-f(2) € [m,M]
Donc, g =f2)—fQ) € [m,M] .AIorswe [m,M].Or,M=1z—o=40.
9(0) = F(1) ~ £(0) = f(1) € [m, M]

Ainsi, 40 € [m, M] = g([0,2]). Il existe donc un réel ¢ € [0,2] tel que g(c) = 40.
Ex 18 Soit f: (R — R) continue.
1. Montrer quesi f a une limite finie en 40 et en —oo alors f est bornée. Atteint-elle ses bornes ?
2.  Montrer que si f tend vers +oo en 40 et en —oo alors f admet un minimum global.

1. Supposons que f admette une limite finie en 400 et un limite finie en —co.
Alors f est bornée au voisinage de +oo et au voisinage —o. Il existe donc deux réels positifs M et M’ et deux réels A > 0 et B < 0 tels que :
Vx = A, |f(x)| < Met Vx < B,|f(x)| < M'.Deplus, f et continue sur le segment [B, A] donc est bornée sur ce segment. Il existe donc un
réel M" tel que : Vx € [B,A], |f(x)| < M".Alors Vx € R, |f(x)| < max (M, M',M"). Ainsi, f est bornée. Mais f n’atteint pas forcément ses
bornes comme le prouve la fonction Arctan : % = suppArctan mais Vx € R, Arctan(x) < g

1. Supposons que f tende vers +oo0en + ooeten —oo.
Alors, il existe deux réels A > 0 et B > O telsque : Vx = 4, |f (x)| = f(0) et Vx < B,|f(x)| = f(0).
De plus, f et continue sur le segment [B, A] donc est bornée sur ce segment et atteint ses bornes sur ce segment (les bornes sont alors
locales). Il existe donc un réel ¢ et d dans [B, A] tel que : Vx € [B, 4], f(¢) < f(x) < f(d). En particulier 0 € [B, A] donc f(c) < f(0). Alors
Vx 2 A, f(x) = f(c) et Vx < B, f(x) = f(c). Donc finalement, Vx € R, f(c) < f(x).Ainsi, f(c) = mingf.

VIl Continuité et intégration



Ex 19 Soit f une fonction continue sur [a,b] ou a et b réels tels que a < b.
Montrer qu'’il existe un réel ¢ €[a,b] tel que : ﬁf: f)dx = f(c).

moyenne de f
sur [a,b]

Ex 20 Soit f une fonction continue, positive sur [a,b]. Montrer que : 3c € [a,b]/f(c) > 0 = f:f(x)dx > 0.

Compléter, par contraposée, le théoréme suivant : « Une fonction continue, positive et d’intégrale nulle sur [a, b] est
.

Ex 21 Soit f une fonction continue sur [0,1]. Montrer que lirp fol x"f(x)dx = 0.
n—-+oo

Ex 22 Soit f une fonction continue sur [0,1] . Montrer que lirP fol f(x™) dx = f(0). En déduire un équivalent simple en +co de u,, =
n-+o

1 x" )
Jo 7= dx - (on pourra faire une IP.P).

VIl Des éguations fonctionnelles avec hypothéses de continuité
Ex 23 Déterminons toutes les applications continues sur R et telles que : Vx € R, f2(x) = f(x).

Ex 24 Déterminons toutes les applications continues en 0 et en 1 et telles que : Vx € R, f(x?) = f(x).
Les fonctions constantes sont solutions.

Soit f une solution de notre probléme. Alors, f est continueen O eten 1 et Vx € R, [f(x?) = f(x)]®.
Je remarque tout d’abord que f est paire car Vx € R, f(—x) = (=03 = f(x® = f().

par (x) par(x)
appliquée a —x

€]
vker|f00 = (VR =f(x)|
l appliqutg ax:ﬁl J .
Soit x un réel strictement positif. f(x) = f (x%) = f <(x%)5> =f (x%) = f((x%)z) =f (xé) =
S et st

1 1
Conjecture:Vn €N, f(x) = f (xz_") Donc la suite (f (xz_")) est consatnte égale a f(x) et tend donc vers f(x) quand n — +oo.

Mais, comme lim x/2" = lim eanln ™ = 1 et festcontiveenl, lim f(x/2") = f(1). Alors par unicité de la limite d’une suite, f(x) =
n-+oo n-+oo n-+oo

fQ).

Ainsi, f est constante sur R**.

De plus, f est continue en 0 donc f(0) = xllr(r)1+ fx)= )}Lrgl+f(1) = f(1). Donc f est constante sur R,

Enfin f est paire car Vx € R, f(—x) = f((—x)?) = f(x?) = f(x). Par conséquent, Vx < 0, f(x) = f(—x) = f(0).

car—x>0
et f est cste égaloé

af(0) sur R¥
Ainsi, f est constante sur R .
J'en conclus que les fonctions constantes sont les solutions de notre probléme.

Ex 25 Déterminons toutes les applications continues sur [0,1] et telles que : Vx € [0,1], f(x?) < f(x) et £(0) = f(1).

Les fonctions constantes sont solutions.
1 1
Soitx €10,1[.vn €N, f(x?") < f(x) < f (xz_") =f (ez_nln (X)). De plus, comme lirP x2" = 0et lim x/2" = 1 et fest contineu en 0 et
n—-+4+oco

n—-+oo

enl, nliTmf(xzn) = f(0) et nliwa(xl/Zn) = f(1). Alors par passage a la limite quand n — +oo dans I'inégalité, £(0) < f(x) <

f(1). Enfinc, comme f(0) = f(1), f(x) = f(1) = f(0). Donc f est constante.
Jen conclus que les fonctions constantes sont les solutions de notre probléme.

Ex 26Soit f continue sur R telle que : Vx € R, f(2x) = f(x) cos(x) et f(0) =1.
a. Montrer que Vn € N*,Vx € R, f(x) = f(zin) [17=1 cos (Zx—k)

sin(x)
x

b. Endéduire que: Vx € R*, f(x) = . Est-ce cohérent avec la continuité de f ?

Ex 27 Soit a € R et u la suite définie par: ug = aet Vn € N, u, ., = ﬁ Etudier la convergence de la suite u. En déduire les applications
n2

f définies et continues sur R tellesque : Vx € R ,f(x) = f (1:;2).

1. Vnupe = %{:2 = f(uy) ou f(x) = # Df = R donc Vn, u,existe. De plus, f(0) = 0 et f(R™*) c R**et f(R™*) € R™*.Doncsi

a = 0alors Vn,u, = 0.sia > 0 alors Vn,u,, > 0. Etsia < 0 alors Vn,u,, <0.
o un 1
2. VUngyy U = Tru, Un = Un <1+un2
sia > 0alorsVn, Uy, —u, <0 etlasuite u est strictement décroissante; et sia < 0 alors Vn, u,,1 —u, > 0 et la suite u est strictement
croissante. J’en déduis que u a toujours une limite.

uy? . .

—1)=-u,—=—. Donc, u — u,, est du signe de —u,,. Par conséquent,

Mitu o, n+1 n n
n

3. Comme f est continue sur R, les limites possibles de u sont +00, —co et les réels L tels que f(L) = L.



Mais comme lim f(x) = 0, il estimpossible que u tend vers +oo (en effet, si lim u, =+ o alros to= lim wu,,, =
x—+oo n—-+oo n—+oo

=0 L=0.

. — —_— L — —
nl—l»IP fuy) pgr 0 ce qui est absurde.) . De plus, f(L) =L & L = e L e 0 VT
composition

J'en conclus que 0 est la seule limite possible de u et comme cette limite existe, nécessairement 11m u, =0.

4. Déterminons toutes les applications f définies et continues sur R telles que : Vx € R , f(x) = (1+x2)
Je remarque que toute fonction constante est solution.

Analyse : Soit f une solution de notre probléme. Alors f est continue sur RetVx ER, f(x) = f (lfxz)

Soit x un réel et u la suite définie par: uy = x et Vn € Nyu, 1 = 1— Alors d’aprés ce qui précede hm u, =0, donc, par continuité de f
eno, lirP f(up) =f(0).Deplus,Vn €N, f(u,) = f (%) = f(un41)- Dong, la suite (f (u,,)) est constante. Alors, Vn € N, f(u,,) =
n—>+00 n2
f(uo) = f(x). Par conséquent, lirp f(uy) =f(x).Je conclus que f(x)=f(0) en vertu de 'unicité de la limite. Cela signifie que f est
n—-+oo

constante.
Cette analyse a prouvé que seules les fonctions constantes sont candidates solutions a notre probléeme. Comme ces fonctions constantes sont
effectivement solutions, je peux conclure que les fonctions constantes sont les solutions de notre probléme.

Ex 28 Nous allons déterminer toutes les applications continues sur R et telles que :
V(x,y) ER? f(x +y) = f(x) + f().

a. Trouver une solution « évidente » a notre probleme.
b.  ANALYSE : Soit f I'une des solutions.

i Calculer £(0) .

iii. Montrer que f est impaire.

iii. Montrer que Vn € N, Vx € R, f(nx) = nf (x).

iv. En déduire que VB € Q, f(B) = Bf (D).

V. Montrer que Vx € R, f(x) = xf (1).
c. SYNTHESE. Donner toutes les solutions de notre probleme.
d. Déterminer toutes les applications continues sur R et telles que : V(x,y) € R?, f(x + y) = f(X)f ().

Déterminer toutes les applications continues sur R** et telles que : V(x,y) € R+*2,f(xy) =f(x) +f().

Ex 29 On note E I'ensemble de toutes les applications f de R dans R, continues et telles que :
v, y) ERL f(x + M)f(x —y) = (F(Of())*.
a. Montrer que E est non vide.
b.Soit f EE.
i. Trouver les valeurs possibles de £(0).
ii. Montrer que : f(0) = 0 = f = 0. On suppose désormais que f(0) # 0.
iii. Imaginons un instant que: 3x, € R/f(x,) = 0. Montrer que Vn € N, f (;‘—g) = 0 et aboutir a une contradiction.
iv. En déduire que f est de signe constant. On suppose désormais que Vx, f(x) > 0.
c.Onpose Vx € R, g(x) = ln(f(x))
i Montrer que g(0) = 0, g est paire et continue sur R.
ii. Montrer que Vx € R,Vn € N, g(nx) = n?g(x).
iii. En déduire que Vn € Z, g(n) = n2g(1).
iv. Montrer que Vn € N*, g (%) = %g(l) puis que V7 € Q, g(r) = r?g(1).
V. En déduire que Vx € Q, g(x) = x2g(1).
d. Déterminer tous les éléments de E.

Ex 30 Soit f: (x - xsm( ) ) et =[0,1]. Déterminer f(1).

f est continue sur l‘intervalle I = [0,1] donc f(I) est un intervalle dont je ne connais pas la nature ( ouvert, fermé , semi-ouvert ???) mais
dont je connais les extrémités qui sont infig 1[f et supjq1[f éventuellement infinies.

Or, f est bornée sur I car Vx € [0,1[,0 < x < 1et — 1 < sin(x) < 1donc — 1 < f(x) < 1. Par conséquent, infio1(f et supjo,y(f sont finies.
Montrons gue supp(f = 1. Par définition, supjo 1(f = sup {f(x)/x € [0,1[}. Je sais que 1 majore f(I). Montrons que 1 est la limite d’une

fn
suite d’éléments de f(I). Je cherche alors une suite (u,,) d’éléments de [ telle que lim fluy,) = 1.

Si une telle suite (u,) existe alors u,, < 1 et sin (ﬁ) < 1 donc pour que f(u,) =u, sm( ) tende vers 1, je vais construire une suite
n

(uy) telle que: lim u, =1~ et sin( L ) =1
n—+o 1-uy,

. 1 1 1 1
Or,sm( )=1<= =E+2nrr<=1—un=n—<=un=1—,, .
1-uy, 1-uy 2 ;+2n7r ;+2nn
1 . _ . 1
Posons Vn,u, =1 —#——. Alors,Vn € N,u,, € [0,1[ et lim u, =1~ et sm( ) =1.
;+2nn n—+oo 1-uy

Dong, f (u,) = uy, sin (ﬁ) =Up = 1. Ainsi, suppoq(f = 1.



Montrons gue infia o f = —1. Par définition, infjo1;f = inf {f(x)/x € [0,1[}. Je sais que —1 minore f(I). Montrons que —1 est la limite
f

d’une suite d’éléments de f(I). Je cherche alors une suite (v,,) d’éléments de [ telle que lirP fv) =-1.
n—+oo
. . . . 1 . 1 I . .
Si une telle suite (v,,) existe alors v, < 1 et sin (1—v) > —1 donc pour que f(v,) = v, sin (ﬁ) tende vers —1, je vais construire une suite
—Yn “Vn
. . 1
(v,) telle que: lim v, =1~ et sin (—) =-1.
n-+oo 1-vy,
1 1 = — —1 = _r —_ = —1 = — 1
Or, sin (E) =-1« - > +2nr<=1-v, Tnn =v,=1 T
1 . _ . 1
PosonsVn > 1,v, =1 ————Alors,vn>1,v, € [0,1], lim v, =1 et sin (—) =-1
—;tenm n-+o 1-vn

Dong, f (v,) = v, sin( ! ) = —v, — —1. Ainsi, infjo1f = —1.

1-vy n-+oo

De plus, Vx € [0,1[,—1 < f(x) < 1donc — 1 et 1 n’appartiennent pas a f (I).J’en conclus que f(I) =] — 1,1[.



