VACANCES DE FEVRIER

e Travaillez vos cours sur la dérivation, intégration et les exercices en lien
avec le cours : vous devez savoir quel point de cours vous appliquez a
chaque étape.

e Préparezle DC de larentrée. Préparez vos colles. Exercez-vous encore sur
les exercices corrigés suivants :

e CherchezleDL
DERIVATION

Rolle : Soit f dérivable sur[a, b] telle que f'(a) = 0 et f(a) = f(b) . Démontrer qu’il existe un réel ¢ dans Ja, b[ telle
—(Xi [@ i x €la, b] )
L adéterminer six =a

.OnposeSnz( k=1 ) In (n).

que: f(c) — f(a) = f'(c)(c — a).Décrire ggométriquement ce résultat. |ndication : utiliser ¢: (x - {

Egalité des accroissements finis : Montrer que : Vp € N\{0, 1} — < In (p;—l) < %
Démontrer la convergence de (S,,).

Egalité des accroissements finis : Montrer que : Vx € R™, < Arctan(x + 1) — Arctan(x) <

(x+1)2+1 — 2+1 :

1
Arctan(x+1) _ 4 +—+ 0y ( ) et calculer lim (w)
Arctan(x) x—+00 \ Arctan(x)

Egalité des accroissements finis : Soit f € D! (R, R) . Montrer que : Vx >0,3c > O/f(x) f(=x) =x(f'(c) + f'(—c)).
Inégalité des accroissements finis : Soit f 'application définie sur R par: f(x) = — et (uy) la suite de réels vérifiant :
u,=0etvneN,u, ., = f(u,).

Montrer que Vn € N, u,, exsisteetvVn > 1,u, € E, 1].

En déduire Arctan(x + 1) — Arctan(x)~, xiz puis

o 9

)
) Déterminer les limites possibles des suites (u,) , (Uz) €t (Ugpni1)-

) Justifier que (u,,) et (uy,41) sont adjacentes. On note a leur limite commune. Qu’en déduit-on sur (u,) ?
)

Montrer que : Vxe[ 11, 1f ()l <‘

o 0

e) EndéduirequeVvn €N, |u, — a| < (5) . Retrouver la convergence de u .
f) Soite € R*". Donner une valeur approchée rationnelle de v/5 a € prés . Créer un programme pour la calculer.
2,2
Taylor-Lagrange : Montrer que : Vh € [-1;1],Vx > 0, |e ™™ — 1 4+ hx| < thex.

1

Critére de classe C”: Soit f(x) = {e xsix >0 Montrer que f estdeclasse C* surRetvn € N, f(x) = o,(x™).
0six<0

INTEGRATION

T &
Inégalités : Soit ¢ € ]0,%[.Vn € N, onpose u,, = foz_z sin™(t)dt et v, = fn gsmn(t)dt
a) Justifierquevn e N,0< v, < 2
&

b) Justifierque Vn € N,Vt € [0,% - 2] ,0 < sin™(t) < sin™ (g - z) Que peut-on dire de la suite (sin” (g - 5)) ?
neN

c) Endéduireque:3Inyg EN/Vn=>n,y, 0<u, < %

T
d) Conclure que lim Jg sin™(t)dt = 0.
n-+oo
Sommes de Riemann : Calculer les limites quand n — +code wy, = |[10., (1 + s) et s, = Ziﬁnk%

Lemme d’annulation : Soit f et g deux fonctions réelles et continues sur [0,1] telles que : folfz(t) +f(t)g(t) +
g?()dt = 0. Montrer que Vt € [0,1], f(t) = g(t) = 0.

Théoréme fondamental de Uintégration et théoreme fondamental de calcul intégral : Soit f: (x |—>f ln(t) t).

1) Justifier que f est définie, continue et dérivable sur |1, +oo[ et sur ]0,1].
2) Déterminer les variations de fsur]0,1[U ]1, +oo].
Croissance de Uopérateur intégral. Limite par encadrement et accroissements finis (fin de U'exo précédent)

3) Déterminer les limites de f en 0 puis +oo.
4) Soit x €]1,+o0[. Montrer, grace & I’égalité des accroissements finis, que Vt € [x, x2]. xiz < l:_(?
5) Endéduire lalimite de f en 1%,
6) Déterminer lalimitede fen1™.
Inégalité de Cauchy-Schwarz Soit u et v deux fonctions continues sur [0,1],réelles, positives et telles que : Vx €

[0,1], u(x)v(x) = 1. Montrer que [folu(x)dx] X [folv(x)dx] > 1.

1.




Corrigé
DERIVATION :

Rolle : Soit f dérivable sur [a, b] telle que f'(a) = 0 et f(a) = f(b) . DEmontrer qu’il existe un réel ¢ dans Ja, b[ telle
que: f(c) — f(a) = f'(c)(c — a). Comment décrire géométriguement ce résultat ?
f-fl@ _.
Indication : utiliser ¢: (x - { a " €la,b] )
L a déterminer six = a

M si x €]a, b]

Posons (p:<x —>{
LSLx =a

Comme f est dérivable donc continue sur [a, b], g est continue et dérivable sur ]a, b] et par suite, ¢ est continue et
dérivable sur ]a, b] . Je vais choisir L de sorte de ¢ soit continue en a. Je sais que lim g(x) = f'(a) = 0 puisque f est
x—-a

f)-f (a)

)ouLestachmswet posons Vx €]a, b],g(x) = —

dérivable en a ; je vois prendre L = f'(a) = 0. Alors ¢ est continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b] donc sur ]a, b[ et
go(b) — f(b)-f(a)

o 0 = ¢(a). Alors le théoréeme de Rolle assure qu’il existe un réel ¢ €]a, b[telque: ¢'(c) =

car f(B)=f(a)
0.0r,Vx €la,b[,p'(x) = g'(x) =
[l ©(c-a)-(f(©)-f(a))

£ ) (x—a)=(f (x)- f(a))

(x-a)?

Ainsi, oy = 0 et finalement, f(c) — f(a) = f'(c)(c — a).
Onadonc % f'(c) . Les deux pentes étant égales, la droite (AC) et la tangente en C sont

N —
pente de la tanagente
au point C(c,f(c))

paralléles et comme elles passent par C, la droite (AC) et la tangente en C sont confondues.

N
pente de la droite (AC)
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Egalité des accroissements finis :
1

1. Montrer que : Vp € N\{0,1}, p—Jlrl <In (p;1) =5 .Onpose S, = (Zk 1 ) In (n). Démontrer la convergence de (S,,).

Tn
On doit prouver que Vp € N\{0, 1} —= < Inp+1)—In(p) < %
Posons f(x) = In(x). f estde classe C°°sur 10; 4+ool.
Soit p € N\{0,1}. f estcontinue sur [p,p + 1] et dérivable sur ]p,p + 1[ donc l’égalité des accroissements finis assure

gu’ilexiste unréel ¢ E]p p+1[telque: f'(c) = % = f(p + 1) — f(p).Onadonc:

_ 1 L1 1 L _ - p+1y 1
In(p+1) —In(p) = 1+C. Or,0<p<c<p+1ldonc e <- P o Donc, - <In(p+1)—In(p) = ln( ) < - (*%).
Prenons n € N\{0,1,2}. Alors, en sommant (x*),j*' obtiens Zg;%p—il <¥pZiln(p+1) —In(p) < X323 %. Donc,

somme télescopique

l n— _1 n 1 _ 1 n 1 L
3, <In(n) —In (2) < ¥jZ;-;donc, —1 S+ Yp=1 . <In(n) —In(2) < -1+ ZP=1p et ainsi,
Tn Tn

1-In(2) <1+ % —In2)<S,=T,—-In(n) <In(2) + % La suite (S,) estdonc bornée.

Deplus, Spy1 — Sy = Tpy1 — T, —In(n + 1) + In(n) = — — [In(n + 1) — In(n)] < 0. Donc La suite (S,,) estdonc
décroissante. J’en déduis que (S ) estdonc convergente
2. Montrer que : Vx € R, < Arctan(x + 1) — Arctan(x) <

1
(xe+1)2+1 — 2+1 :

Arctan(x+1) _

1
Arctan(x+ 1))x_2
Arctan(x)

Arctan(x)

En déduire : Arctan(x + 1) — Arctan(x)~+(x,x—12 puis =1 T+ 040 ( ) et calculer lim (

X—+



e Soitx > 0.Arctan est continue sur [x,x + 1] et dérivable sur |x,x + 1[. Donc l’égalité des accroissements finis
1

assure qu’il existe ¢ €]x,x + 1[ tel que : Arctan(x + 1) — Arctan(x) = Arctan’(c)(x + 1 — x) =

1+c?’
Commec €]x,x + 1[,1+(xl—+1)2. < ﬁ < ﬁ Ainsi, m Arctan(x + 1) — Arctan(x) < 2+1 b
Enfin,% %— Arctan(1) — Arctan(0) < =. Ainsi, Vx = 0, m < Arctan(x + 1) — Arctan(x) < 2+1
e Soitx > 0. ﬁ < x*[Arctan(x + 1) Arctan(x)] = Arcmn(“z Arctan() o :_2+1
r, x:—il~+m x—z =1 et, (x:;)zzﬂ = x2+x;x+2 ~ i i—i =1 . Donc les deux fonctions qui encadrent Arcmn(HliZ_Arcmn(x)
tendentvers 1 quand x — +o0 ; j’en déduis que xlirllw Arcmn(“lf_mcmn(x) =1.
- =z
J’en conclus que Arctan(x + 1) — Arctan(x)~, xiz )
o Arctan(x+1) — Arctan(x)~+ooxl—2donc % - ~+°°W' Or, xETmm 721 # 0. Donc

1 2 , Arctan(x+1) 2 .. Arctan(x+1) 2 2 1
——~, o —etparconséquent, ——— 1~ —.Ainsi,——=1+—+o0 = 1+ +o =).
arctan(x) T®rx P g > Arctan(x) 0 rx? ’ Arctan(x) mx? T \ a2 oo \ 42

1
car xllr_'p nx2+ +°o( ) 0
1 Arctan(x+1) 1 et In(1+u)=u+og(w) 2
(7”““"("“))’62 = X2 (et ) — ez n(t+tore(ss) ) = erlmrtoreo(Z)] — p2toreo ] pinsi
Arctan(x) ’

1
. Arctan(x+1)\x2 Z
i (Aanter ) _ 2

x—+00 \ Arctan(x)

3. Soitf € D}(R,R).Montrerque:Vx > 0,3c > 0/f(x) — f(=x) = x(f'(c) + f'(=c)).

g est continue sur R donc sur [0, x] et dérivable sur R donc sur ]0, x[. Alors le théoréme d’égalité des accroissements finis
assure qu’il existe ¢ €]0, x[ tel que : g(x) — g(0) = g'(c)(x — 0) (**)

Or, g(0) = 0et Vt,g'(t) = f'(t) — (=f'(=1)) = f'(&) + f'(=1). Ainsi,, (+*) sécrit : f(x) = f(=x) = x(f'(c) + f'(=¢)).

Inégalité des accroissements finis : Soit f Uapplication définie sur R par: f(x) = :1)( et (u,) la suite de réels vérifiant :
uy=0etvneN, u,,; = f(u,)-
g) Montrerque Vn € N,u, exsisteetvn > 1,u,, € E, 1].

h) Déterminer les limites possibles des suites (i), (Uz,) et (Uzne1)-
i) Justifier que (uy,) et (u,,+1) sont adjacentes. On note a leur limite commune. Qu’en déduit-on sur (u,) ?

i) Montrer que: Ver, 1], If ()] < g.
n
k) Endéduire queVn € N, |u, — a| < (g) . Retrouver la convergence de u .

) Soite € R*". Donnant une valeur approchée rationnelle de V5 a € prés . Créer un programme, en lien avec
’étude de (u,,), permettant de donner cette valeur approchée.
a) f est définie au moins sur R* et Vx € R*, f(x) € R*. Comme u, € R*, on peut affirmer : Vn € N, u,, existe etu,, € R*.

De plus, f est strictement décroissante sur R* et f G) = 2 et f(1) = % Par conséquent, Vx € E, 1] ,f(x) € E, 1]. De plus,
uy = f(up) = 1. Doncu, € E, 1]. Donc on peut affirmer : Vn > 1,u, € E, 1].

b) Comme f est continue sur E, 1], les limites possibles de (u,,) sont les réels L de E 1] tels que f(L) = L.

et les limites possibles de (u,,) et (uy,41) sontlesréels L de E 1] tels que f o f(L) = L.

SoitL € El]

L olel+l-1=0sL="C"1
1+L 2

LI SN ﬂ_L@L2+L—1_o=>L_Q.
2+L 2

1+ 1+L

5-1 - . .
Donc, \/—T est la seule limite possible des suites (u,,), (Usy) €t (Uzpt1)-
o 1 . . .
c) Comme f est décroissante sur [E’ 1], les suites (uy,,) et (U,,41) SONt Monotones et de monotonie contraire. De plus,
comme (u,) est bornée, les suites (u,,) et (U,,41) sont bornées. Ainsi, les suites (u,,) et (u,,4+1) convergent vers la seule

- . 5-1 ] : .
limite possible L. Par conséquent, 11m Uyp — Uzneq = 0. Donc (uy,) et (u,,41) sont adjacentes. Comme (u,,) et

\/— V5-1
(uyn41) convergent vers la méme limite — . , (Uuy) converge aussi vers la méme limite a = T'

d) f estdérivable sur[;,l] ethe[E,l],f'(x) =— donc ‘v’xe[ 1] If ')l =

1 2 1 2 o 1\ 2
( +x) ( +x) o (1+E)

ZS(“")le



e) Appliquons I'inégalité des accroissements finis a f sur [l 1] :

f est dérivable donc continue sur [ 1] et Vxe[ 1] lf ()] <? Doncf est— —contractante sur[ 1] c’est-a-dire :

v y) € 5] 1Fe - Fo)l < Eix -y,

Soitn € N; prenonsx =u, ety = a, |f(u,) — f(a) S%lun—ali.elunﬁ—alS%lun—a .
—— ——

=Un+1 =a
. "
Montrons par récurrence surn que : [u, — al < (g) luo — al.
. 4\0
Init®: |u, — al = (;) |ug — al. OK!
. . H\" 4 4\+1
Propagat®: Soit n un entier naturel. Supposons que |u, — a| < (;) lug — al. Alors; lu, —a| < (5) luy — al.
4 e . 4\t
Oor, lupes —al < 5 |u, — a|. Donc par transitivité de la relation d’ordre, |u, ;1 — | < (5) luy, — al.
P . . a\"
Conclus® : Le théoreme de récurrence simple permet alors de conclure que Vn € N, |u,, — a| < (5) lu, — af.

n
Comme lim (%) =0 car% €] — 1; 1]), je peux a nouveau dire que lim u, = a.

n--+oo n—+oo

9 fow)
car a€ 5,1

f) VnEN,|un—($)| s(f)n|a| < (%) . Donc,VnEN,|2un+1—\/_| SZ(%)n.nl_i)rPOOZun+l=\/§etpour

n
que 2u,, + 1 soit une valeur approchée de v/5 a ¢ prés, il suffit de choisir un entier naturel n tel que 2 (g) < &.0r,

In(e)-In(2) 1 (ln(s)—ln(Z))
21n(2)-2In(3) ~ 2 \In(2)-In(3)/ °

2 (S)n <e=InR)+n[ln(4) —In(9)] <In(e) &n[in(4) —In(9)] <In(e) & n =

Posons N = F (7111(8)_1“(2)

2 ln(2)—1n(3))J + 1. Alors 2uy + 1 est une valeur approchée rationnelle de /5 a € prés.

main.
2 Réponse :

from math import* 682/305 est une valeur approchée de racine de 5 & E prés

from fractions import*

>

1

2

3 v def approx(E):
4 u=1

5 n=int((log(E)-log(2))/(2*(log(2)-1log(3))))+1

6 for i in range(1,n+1):

7 u=Fraction(1,1+u)

8 return 2*u+l

9 print(approx(1/10000), ' est une valeur approchée de racine de 5 a E orés')

2P,
Inégalité de Taylor-Lagrange : Montrer que : Vh € [—1;1],Vx > 0, |e ™™ — 1 + hx| < thex.
Soit x > 0.

exp est de classe C? sur [—x,x] et Vt € [—x, x], |exp(2)(t)| = e < e*. Donccomme 0 € [—x, x], I'inégalité de Taylor Lagrange

2
assure que : Vt € [—x,x], |e" — (1 + t)| <ex|t oF %ex

2
En particulier, Vh € [—1; 1], —hx € [—x, x], donc le™"™ — (1 — hx)| < —— = hx) Ch)” o = () ox

2

1
Critére de classe C*: Soit f(x) = {e xsix >0 Montrer que f estdeclasse C® sur RetVn € N, f(x) = 0g(x™).

0six<0
. gx)six >0
Posons Vx > 0,g(x) = e x et Vx > 0,h(x) = 0.Alors, f(x) =4 0six=0 .
h(x)six <0
g™x)six>0
gest C®surR*™ ethest C® sur R™* donc f est C® sur R* et Vn € N,Vx € R, f™(x) = car k™M (x) = 0.

O0six<0

Cherchons la forme de g™ (x):
vx > 0,9@(x) = e x gV == e~ Fet gPx) = (_—2+ i) e % ..
’ ’ x2 X3 x4
Posons H(n): « il existe une fonction polynomiale P, telle que : Vx > 0, g™ (x) = B, (i) e_a_lc. o
Initialisation : Posons Py(t) = 1 et P,(t) = t2
Alors P, et P;sont polynomiales et Vx > 0,9 (x) = P, (i) e_a_lc et gPx)=pr, (i) e_a_lc. Donc H(0) et H(1) sont vraies.

Propagation : Soit n un entier naturel. Supposons que H(n) est vraie Doncg, il existe une fonction polynomiale B, telle que :
1 1 1
\7’x>0,g(")(x)=Pne)e_§.Alorsg("+1)(x)———P ( )e x+ P, (—)—e x = 2[ P, ( )+P ( )]e x,



Posons P, (t) = t*[—P,'(t) + P,(t)].
1
Comme P,, P, et (t = t2) sont polynomiales, P, est polynomiale. De plus, Vx > 0, g®"*Y(x) = P, ( )e x,

Donc H(n + 1) est vraie dés que H(n) est vraie.
Conclusion : Le théoréme de récurrence assure que pour tout entier naturel n, H(n) est vraie.

Soit n € N. Déterminons lim f™ (x). Pour cela, déterminons lim f™(x) = lim g™ (x) et lim f™(x) = lim A™(x).
x-0 x-0F x-0% x-0~ x-0~

x#0

. 1y -1 N nk _1

D’une part, lim f™(x) = 0. D’autre part, Vx > 0,g™(x) = P, (—) e x = YN o (—) e x.
x—0~ X X
en posant
Pn(t)=X o axt¥
n\k _1 kin ( ) 1 2 _kin(x) - (1+kxln(x)) o 1 nk _1
De plus, (;) e x=e e x=¢ x =e . Comme llm xin(x) 20 et llm - =%, 111;1)1 (—) e x=0
X—
Par suite, li M (x) = i M (x) = 0.
ar suite xl)rggrf (x) lim, g (x) =
Jen conclus que }Ci_r)r(l)f(")(x) =0.
x#0
gMx)six>0

Conclusion : le critére de classe C®assure que f est de classe C®sur R et Vn € N,Vx € R, f™(x) = Osix=0

0six<O0

Conséquence : On a montré que Vn € N,f(")(O) = 0. Donc le polyndme de Taylor en 0 de f de rang n est le polynéme nul. Et
la formule de Taylor Young assure que f(x) = 0y(x™).

INTEGRATION :

a) VvneN,vte E—— ] 0 <sin™(t) <1ldonc0 < fn Esmn(t)dt < fn Eldt =-- (g—g) = 2
b) Soitn € N.sin est croissante et positive sur [0 -— —] Donc Vt € [0 ] 0 < sin(t) < sin (— - —) La fonction
« puissance n » étant croissante sur R*, vt € [0,— — —] ,0 < sin™(t) < sin™ (— — g)
La suite (sm (— - —)) est géométrique de raison sin (— - —) Comme 0 < -——- < ,0 < sin (— - —) < 1.Donc la suite

géometrique (sin“ (5 - E)) tend vers 0 quand n — +oo.

c) Parconséquent, In, E — > no, 0 < sin™ (; — E) < -.Donc, par croissance de Uintégrale sur [0,% — g], ona:

&

vn = n,, O<f2 2sm"(t)dt<f2 2 sin® (———)dt<f2 2—dt—;(;—;)£§x§=§.
Ainsi, 3n, € N/Vn = n,, OSun_g.

d) Etfinalement Eln0 €N, vn > no, 0<u, +v, < +— =

or,u, +v, = fz 2sm"(t)dt + f,, esin™(t)dt = fzsm"(t)dt Jenconclusque:3ng €N, vn >ng, 0 < fz sin™(t)dt < e.

2

Ainsi, je peux conclure que Ve €]0,/2[,3n, € N,Vn > n,,

fz sin™ (t)dt| < ¢. Cette phrase est évidemment vrai pour

toutréele > = (punsque vn, 0 < sin™(t) < 1). Nous pouvons donc conclure que hm fz sin™(t)dt = 0 par définition de

la limite d’une suite.

. A n k
Sommes de Riemann : Calculer les limites quand n —» +oo de w,, = o (1 + ;) et s, = Zk nk2+n

1. vn>0,w, > 0doncu, = In(w,) existe et w,, = e¥n.

Vn>0,un=ln<n n(1+5) ):%m( pa(1+5) =2z (1+5) =250, £ (5) o f(0) =In(1 + 1),



Comme f est continue sur [0,1] et u, est une somme de Riemann de f sur [0,1],
lim w, = [, f@®)dt = [ nA+6)dt = [} In@du = [uln@) - u)? = 2in(2) - 1.

n-+oo
CV u=1+t

: _ _ 14
Alors lim w, =e2@)~1 = 2I(@)e~1 = pinWp-1 - 2
n—+oo e

2. Soitn > 0.

_ n p+n _on ( +1) _l¢n (p+1) . G ) -
= Xit nk2+n %Jran:o (p+n)2+n® pzonz[(p+n)2+1] p= 0[( 0241 n Of( ) ou f(t) = [(t+1D2+1] Ainsi,
k—-n

k
p
(%) if(l) Comme p= 3 (E) est une somme de Riemann de f sur [0,1] et f est continue sur [0,1],

1 1 one . .1
nl_l)r&); (g) f f(t)dt et par suite, hm Sp = ;Zgzé (g) (puisque nl_1)r+nm;f(1) =0).
@) 2 u _122u 1 2 2 11 (5\ A . 1 1, (5
Or, fO f(t)dt f (t+1)2+1 fl mdu = Efl md‘u = E [ln(u + 1)]1 = Eln (E) Ainsi, n1—1>1-|1:loo Spn = Eln (E)

Lemme d’annulation : Soit f et g deux fonctions réelles et continues sur [0,1] telles que : folfz(t) + f(t)g () + g*(t)dt = 0.
Montrer que Vt € [0,1], f(t) = g(t) = 0.
o (te fi1)+ f(D)g(t) + g?(t)) est continue sur [0,1]

2
o VEE 01O +FO9O + O = (F©) +590)) +3g7 )20

o [ A0+ 90 + g*(®)dt = 0.
Alors le lemme d’annulation assure que Vt € [0,1], f2(t) + f(®)g(t) + g%(t) = 0.
2
Autrement dit, vVt € [0,1], (f(t) + %g(t)) + %gz(t) = 0 « somme nulle de réels positifs.

N7
>0 =0

2
J’en déduis que Vt € [0,1],Zg2(t) =0et (f(t) + ég(t)) = 0. Alors, Vt € [0,1], g(t) = 0 puis f(t) = 0.

Théoreme fondamental de I'intégration et théoréeme fondamental de calcul intégral : Soit f: (x - f - (t) t).

7) lustifier que f est définie, continue et dérivable sur |1, +oo[ et sur ]0,1].
8) Déterminer les variations de fsur ]0,1[U ]1, +oo].
1) Soitg(t) = %

In(t) existe
In(t) #0
Sur I'intervalle 10,1, le TFI assure que g admet une primitive G,. Alors le TFCl assure que pour tous réels a et b dans ]0,1],

2
fabg(t)dt = G,(b) — G,(a). En particulier, si x €]0,1[ alors x? €]0,1[ donc f(x) = fxx g®)dt = G, (x*) — G, (x) existe !
Sur I'intervalle ]1, +oo[, le TFI assure que g admet une primitive G,. Alors le TECI assure que pour tous réels a et b dans

11, +o0[, f:g(t)dt = G,(b) — G,(a). En particulier, si x €]1, +o[ alors x% €]1, +oo[ donc f(x) = fxxz g®)dt = G,(x*) —
G,(x) existe !!

2) Vx €]0,1[, f(x) = G;(x*) — G,(x). Comme (x — x?) et G, sont de classe C* sur ]0,1[ et Vx €]0,1[,x* €]0,1[,

(x » G;(x?)) est de classe C* sur]0,1[ et finalement f est de classe C* sur]0,1[.

1 1
De plus, Vx €]0,1[, f'(x) = 2xG;(x?) — G{(x) = 2xg(x?) — g(x) = —ln(xz) e = 1nJ(Cx) o 1):1(x)

1 donc In(x) < 0) . Donc f est strictement croissante sur I'intervalle ]0, 1[
De méme, f est de classe C* sur |1, +oo[ et f'(x) =

g)existe & { <t €]0,1[V]1, +oo[. Donc, Dg =]0,1[U]1, +oo[. De plus, g est continue sur Dg =]0,1[U]1, +oo].

>0 (car x <

( ) intervalle ]1, 400 .

Croissance de I'opérateur intégral. Théoréme des gendarmes (encore appelé le théoréeln(t)-In(1)me de LIMITE PAR
ENCADREMENT ) et égalité des accroissements finis
(suite de I'exercice précédent)

9) Déterminer les limites de f en 0 puis +co.
10) Soit x €]1,+o0[. Montrer, grace a I’égalité des accroissements finis, que Vt € [x, x2]. xiz < % <1.
11) En déduire la limite de f en 17.
12) Déterminer la limite de f en 1™.
3) limitede fen +oo:

Soit x > 1. Alors x < x%. Vt € [x,x2],0 < In(x) < In(t) < In(x?) = 2In(x) donc

< 1 <
21n(x) — In(t) T ln(x)

. Alors par croissance

, , . , . , . 1 1 1
de I'opérateur intégral appliqué aux fonctions (t - 21n(x)) , (t - ln(t)) et (t o )) continues sur le segment [x, x?2],



2 2

f s [ s [
2In(x) T J, In(®) " J, In(x)

<F0 <5

x2—x 2 2

2y
= + . Donc, lim = = +o00. Alors, I'encadrement (*) permet d’affirmer que

X .
————~ ——et lim
“2ln(x) T®2In(x)  x5+o0ln (x) X400 21N(x)

lim f(x) = +oo.

1
<f® s (*). Donc lir+n % = +o00. Donc Cf a une branche parabolique de direction

De plus, Vx € |1, +o0 [ oln (x) x S ()

asymptotique (0y)

limitede fen 0:

Soit x €]0,1[. Alors x* < x. Vt € [x2,x],In(x?) < In(t) < In(x) < 0 donc !

- (x) < o <— 21n(x) < 0. Alors par croissance de

’ , . , . , . 1 1 1
I'opérateur intégral appliqué aux fonctions (t - 21n(x)) (t - ln(t)) et (t o )) continues sur le segment [x?, x],

f ln(x) f ln(t) f xﬁ(x)dt

et finalement, — = f(x) =

<@ < .

= 0. Dong, I'encadrement (**) permet d’affirmer que lmg f(x) =0.
X

Donc, Vx € ]0,1[, ——

1()_ 21n(x)( )

x*—x

or, 91333 oo =~ MMy

4) Soitx €]l,+0[ett € [x x?]. In est continue et dérivable sur [1, t]. Donc 'EAF assure qu’il existe ¢ E]l t[ tel que:
In(t)-In (1) ln(t) In(t)

—— = In'(c) = . Comme c €]1,t[,- E]— 1[. —< —=<1.Commet€ [x,xz],—> = A|n5|,—2S — =1
5) limitede fen 17:
D’aprés ce qui précéde, pour tous x €]1,+o[ et t € [x,x%],1 < m <x?et ﬁ < lntt) < x—l (cart —1>0).
Donc par croissance de I'opérateur intégral appliquée aux fonctions (t = — ( - (t))et (tm [x, x7],

N "Lt < fx ——dt < fxxzx—dt = x? fx Ldt et finalement, [In|t — 1|]" <f)< xz[lnlt —1))¥

X t-1 In(t)

Donc Vx €]1,+o0], ln( ) < f(x) <x? ln( )le In(x + 1) < f(x) < x®In(x + 1) (x*x).

Or, llr{l_‘_ In(x+1) = llr?+ x%In(1 + x) =1n(2). Donc, 'encadrement (x**) permet d’affirmer que lir{1+f(x) =In (2).
X— X— xX—

6) Soitx €]0,1[ett € [x% x]. In est continue et dérivable sur [t, 1] Donc 'EAF assure qu’il existe ¢ €]t, 1] tel que :

—ln(t):ln o In'(c) = %.Comme c €], 1],- E]l —[ 1< ln(t) < .Comme t € [x?, x] < = A|n5| 1< —= "(t) x2
7) Alors, pour tous x €]0,1[ et t € [x2,x], x* < — ln( <1 t— lntt) ﬁ
Donc par croissance de I'opérateur intégral appliquée aux fonctions (t it), (t = (t)) et (t— —zt) continues sur [x?, x],
fx —dt = I 2mdt fxzt_—ldt et finalement, [In|t — 1|17 < —f(x) < x*[In|t — 1|]%.
Donc Vx €]0,1[, x*In (11__;) —f(x) = ln( ) i.e. —ln( +1) <flx)<«x ln( +1)
Or, xlg{l_ len( 11) = xllgl"' In (ﬁ) =In G) = —In (2). Donc, je peux affirmer que xlir{l_f(x) = In (2) et ainsi conclure que

lim f(x) =1n(2).

Ainsi,f est prolongeable par continuité en 1 par In(2) et en 0 par 0.

Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soit u et v deux fonctions continues sur [0,1],réelles, positives et telles que : Vx € [0,1], u(x)v(x) > 1.

Montrer que [fol u(x)dx] X [f01 v(x)dx] > 1.

Appliquons I’inégalité de Cauchy-Schwarz aux fonctions vu et Vv qui sont définies set continues sur [0,1] puisque u et v sont
continues et positives sur [0,1] : [folm v(x)dx]2 < [folu(x)dx] X [fol v(x)dx].

Or, vx € [0,1], u(x)v(x) = 1 donc, par croissance de la fonction racine carrée, Vx € [0,1],\/W = 1 donc puisque
u(x)=0etv(x) =0, m\/@ > 1. Alors par croissance de 1’opérateur intégral appliquée aux fonctions vVuvv et 1
continues sur [0,1], fol Ju@)Jv(x)dx = fol 1dx = 1. Alors, j’en déduis que : [folu(x)dx] X [fol v(x)dx] > 1.



