Sup PCSI 2024-2025 Mathématiques A rendre vendredi 28 février 2025 : faire au moins un probléme en entier....mais pas tous le méme !1!!!
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PROBLEME 1 Convexité et sommes de Riemann et inégalité de la moyenne

1. Soit ¢ une fonction convexe sur un intervalle ouvert I .
1.1 Rappeler sans démonstration les propriétés de continuité et de dérivabilité vérifiées par ¢.
1.2 Démontrer, par récurrence sur n € N*, la propriété H(n): "pour tout (x;, x5, ..., x,) € I",

X1+Xz++Xp P+ +.t@en) w . XXt Xngr _ 1 1 Xni1
( ) < n . (indication : remarquer que : - (1 - ﬁ) [(;) Cop+x,+ -+ xn)] + n+1)

n
2. Soit f une fonction continue sur un intervalle J tel que f(J) I . Soit (a,b) € J? tel que a < b.

2.1 Déterminer la limite lim lZ};:lf (a + M)
n-+oon n

et justifier que cette limite appartient a 1.
2.2 Déterminer la limite lim lZLl ) (f (a + M))
n-o+oon n

g N b b
2.3 Déduire de tout ce qui précéde que ¢ (ﬁ fa f(t)dt) < ﬁfa (¢ o f)(t)dt (indication : utiliser 1.2 en choisissant bien les x;).
2.4 Enoncer un résultat analogue au 2.3 dans le cas ou ¢ est une fonction concave sur [.

PROBLEME 2 Encore du Wallis ... une autre version !
X

n
Pour toutn € N, on pose : pourn € N et pour x €[0,1[, f,(x) = fo \/%dt.

1. Soitn € N.
a) lJustifier que f,, est bien définie sur [0,1].
b) Calculer f; et salimite I, en 17,
c) Montrer que la fonction f; est majorée par I, .
d) En déduire I'existence de la limite [,, de f,, en 1".
2. a) Montrer que la suite (I,,) est monotone et convergente.
b) Trouver une relation entre fet f,,_, pour n € N\{0,1}.
c) Endéduire la relation nl, = (n — 1) I,,_, valable pour tout entier naturel n > 2.
d) Montrer que (nl,I,_1) est une suite constante et déterminer cette constante.
e) Montrer que In~n_,+oo\/§ et lim [, =0.

n—-+oo

T
f)  Montrer que Vn € N, I,, = [2 sin™(t)dt par deux méthodes.

PROBLEME 3 Méthode des trapézes d’approximation d’une intégrale
Soit a et b deux réels tels que a < b et f une fonction de classe C? sur [a, b].
A. Justifier que M = sup, )| f"'| existe et est finie.
B. Soit u et v deux réels de [a, b] tels que u < v. (Cffigl)
1. Donner I'expression de la fonction g: [u, v] = R dont la courbe est le segment d’extrémités A(u,f(u))et A’(v,f(v)).
2. Soitx € [u,v]. Onpose h(t) = f(t) — g(t) + K(t —w)(t — v) ou K est une constante.
2.1 Choisissez K de sorte qu’il existe @ €]u, x[ et B €]x,v[telque: h'(a) =0 = h'(ﬁ)g(ar)_
2.2 En déduire qu’il existe ¢, €Ju, v[telque: f(x) —g(x) = f"(cy) (x_u)zﬂ | IH'S
(x—w)(w—x)
2

2.3 Montrer que Vx € [u, v], |f (x) —g(x)| <M
k(b—a)

C. Onpose Vk € [0,n],u, = a + ——et Ak(uk,f(uk)) point de Cf. On définit (cf fig2) @("‘9 ?pf g_.
la fonction g: [a, b] = R dont la courbe est la ligne brisée qui relie les points Ay, 44, ..., 4y. !
3. Montrer que f:lf(x) —gX)|dx <MY} ;’:‘“de. |
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M(b-a)3
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4. En déduire que

LI @) - g()dx| <

vo

D. Prenons la fonction f: (x - exz). Calculer avec Python
une valeur approchée de I'intégrale de f sur [0,1] a la
précision 0,001 en utilisant la méthode des trapézes.







