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DL9
Une équation fonctionnelle

On rappelle que C°(R, R) est ’ensemble des fonctions réelles continues sur R

Onnote E ={f € C°(R,R)/V(x,y) € R f(x +y) + f(x —y) = 2f (x)f ()}
On note F |' ensemble des éléments f € E tels que f ne soit pas la fonction nulle et f s' annule au moins une fois sur R.

PARTIE 1 Exemples et premiéres propriétés des éléments de E.

1.
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Quelles sont les fonctions constantes éléments de E ?

Déterminer une fonction élément de F.

Démontrer que ch est élément de E\F.

Montrer que si f estun élémentde E eta € R, alors (x = f(ax)) estélémentde E.
Soit f un élémentde E.

a. Montrerque f(0) = 0 ou 1.

b. Montrer que si f(0) = 0 alors f estidentiquement nulle.

c. Montrer quesi f(0) = 1 alors f est paire.

PARTIE 2 Description compléte de E et F.
Soit f un élément de E telque : f(0) = 1.
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Justifier qu’il existe unréelr > 0 telque : Vx € [0,7], f (x) > % En déduire que forf(x)dx > 0.
Montrer que Vx € R, forf(x +y)dy = f;”f(u)du.

Montrer que Vx € R, 2f (x) forf(y)dy = f;+rf(u)du + fxx_rf(v)dv.

En déduire que f est de classe C! sur R.

Montrer que f est de classe C* sur R.

Montrer gu’il existe unréelc > Otelque: Vx E R,cf'(x) = f(x +1) — f(x — 7).
Montrer qu’il existe unréel A telque : Vx € R, f"'(x) = Af (x).

En déduire tous les éléments de E qui vérifient f(0) = 1.

Quels sont les éléments de E et ceuxde F ?

PARTIE 3 On se propose de décrire F par une autre méthode.
Soit f un élémentde F. On note U = {x € R**/f(x) = 0}.

15.

PRELIMINAIRE : Soita > 0, onnote D, = {azﬂq/p € Zetq € N}.

Nous allons montrer, dans cette question, que tout réel est la limite d’une suite d’éléments de D,,.
Soit x unréel.

16.

17.

a. Soitn € N*. Montrer qu’il existe q, € Ntelque:1 < al—an".

b. Montrergu’ilexistep, € Ztelque:0 < x — az% < %
c. Endéduire que x est la limite d’une suite d’éléments de D,,.
BORNE SUP DE U

a. Montrer que U admet une borne inférieure finie notée a.

b. Montrer, en utilisant la caractérisation séquentielle de la borne inf, que f(a) = 0.
c. Endéduire quea > 0.

d. Montrerque Vx € [0,a[, f(x) > 0.

QUIESTf?2

Onpose w = i et g: (x » cos(wx)).

a. Soitq € N. Montrer que,f(;iq) +1=2 [f (#)]2

b. Montrerque:Vq €N, f(;iq) =g (;iq)

Soit g € N. Démontrerque : Vp € N, f(az%) =g (az%).
En déduire que Vx € D, f(x) = g(x).

En déduire que f = g.
Retrouver alors tous les éléments de F.

oo o



