Corrigé DL 9 - Une équation fonctionnelle

On rappelle que C°(R, R) est ’ensemble des fonctions réelles continues sur R

onron £ =<

On note F |'ensemble des éléments f € E tels que f ne soit pas la fonction nulle et f s' annule au moins une fois sur R.

PARTIE 1 Exemples et premiéres propriétés des éléments de E.
1. Quelles sont les fonctions constantes éléments de E ?
Déterminer une fonction élément de F.
Démontrer que ch est élément de E\F.
Montrer que si f estun élémentde E eta € R, alors (x ~ f(ax)) est élémentde E.
Soit f un élémentde E.
a. Montrerque f(0) = 0 ou 1.
b. Montrer que si f(0) = 0 alors f estidentiquement nulle.
c. Montrer que si f(0) = 1 alors f est paire.
1. SoitAunréelet f:(x » A).
Alors f estcontinue sur RetV(x,y) ER% f(x +y) + f(x —y) =1+ 1 =21et 2f(x)f(y) = 242 Alors,
f est solution de notre probléme sietssi 24 = 2% sietssi 1 — A% = O sietssiA(1 — 1) = O sietssid =0oul = 1.
Ainsi, les fonctions constantes éléments de E sont les fonctions constantes égalesaOoua 1.

2. Lafonction cos est élément de F car cos est continue sur R, s’annule en % mais ne s’annule pas partout et V(x,y) € R?,
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cos(x + y) + cos(x — y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y) + cos(x) cos(y) + sin(x) sin(y) = 2 cos(x) cos(y).
3. Lafonction ch est continue sur R, ne s’annule jamais donc ch € F etV(x,y) € R?,
eXtyY fe™*V XV eV X 1 1 1 1

ch(x+y)+ch(x—y) = > + > =§e"(ey+e‘y)+§e"‘(e‘y+e3’) = (Ee"+§e") (e +eY) = ch(x)(2ch(y)).
Donc,h € E.

4. SoitfunélémentdeE eta € R. f estdonc continuesurRetV(X,Y) ERZ fF(X +Y) + f(X = Y) = 2f(X)f(Y) (%)
Comme f est continue sur R, alors g,: (x = f(ax)) est continue sur R. De plus, V(x,y) € R?,
9a(x +¥) +go(x —y) = fla(x +¥)) + fla(x —y)) = f(ax + ay) + f(ax — ay) = 2f (ax)f (ay) = 2ga(x) ga(¥)-

on applique (*x)
avec X=ax et Y=ay

Donc g, EE.
5. festdonccontinuesurRetV(X,Y) ER% fF(X+Y)+ f(X—Y) =2f(X)f (V) [EH)

a) Alors,enprenantX =Y =0 et f(0+0) + (0 — 0) = 2£(0)£(0) . Donc £ (0)(1 — £(0)) = 0 et finalement £(0) € {0,1}.

b) Supposonsicique f(0) =0.AlorsVX ER, f(X) + f(X) = 2f(X)f(0) =0i.e.2f(X) = 0. Donc VX, f(X) = 0. f estdonc la fonction
nulle.

c) Supposonsque f(0) =1.AlorsVY ER, f(0+Y)+ f(0—-Y) =2f(0)f(Y) =2f(Y).Donc f(=Y) = f(Y). Ainsi f est paire.

PARTIE 2 Description compléete de E et F.

Soit f un élément de E tel que : £(0) = 1. On montre ici que tout
6. Justifier qu’il existe unréelr > 0 telque : Vx € [0,7], f(x) > % En déduire que forf(x)dx >0. | fonction continue, telle
7. Montrerque Vx € R, forf(x +y)dy = f;+rf(u)du. que f(0) = 1 et vérifiant
8. Montrer que Vx € R, 2f (x) forf(y)dy = f;+rf(u)du + f;_rf(v)dv. (x+) estde classe €.
9. Endéduire que f estde classe C* sur R.
10. Montrer que f est de classe C* sur R.
11. Montrer qu’il existe unréelc > Otelque: Vx € R,cf'(x) = f(x + 1) — f(x — 7).
12. Montrer qu’il existe un réel Atelque : Vx € R, f" (x) = Af (x).
13. Endéduire tous les éléments de E qui vérifient £(0) = 1.
14. Quels sont les éléments de E et ceuxde F ?

festcontinuesurR, f(0)=1etV(X,Y) ERL F(X+Y)+f(X —Y) =2fX)f (V) EH.
6. f estcontinue en 0 donc }(iir(l) fx) =1

Prenons € = % Il existe un réel r>0 tel que Vx € [—7, 7], |f(x) — 1| < % i.e. —% <f(x)—-1< % Donc Vx € [0,7], % < f(x).
Alors, for%dx < forf(x)dx donc, 0 < g < forf(x)dx.
7. Soitx € R.(y = f(x + y)) est continue sur R donc sur [0,r]. Par suite forf(x + y)dy existe.

Lfa+ndy = 77 fdu
u:cay+y
du=dy
y=0u=x
y=reusx+r
cv
u=x-y
du=-dy
De méme, (y = f(x —y)) est continue sur R et par suite, for fx—y)dy = f;_rf(u)(—du) = f;_rf(u)du.

Ainsi, Vx € R, forf(x +y)dy = f;”f(u)du et forf(x —y)dy = f;_r fwdu.
8. Soitx € R.(y » 2f(¥)f(x)) est aussi continue sur R donc sur [0, 7].



De plus, ¥y € [0,7], f(x +¥) + f(x = y) = 2f (0)f (). Donc f f(x + y)dy + [ f(x = y) dy = [ 2f ()f () dy. Alors d'apres 7 ,

7T fydu+ [ f@du = 2f(x) f; f(y)dy etpar Chasles, [ f(wdu = 2f(x) [, f(7)dy.
9. f étantcontinue sur R, f admet une primitive F sur R qui est de classe C* sur R.

Commep = forf(y)dy # 0, je peux affirmer, en utilisant 6., que : Vx € R, f(x) = %f;f:f(u)du = %[F(x +71) = F(x —r)](5).

F étant de classe C! sur R, (x - F(x + r)) et (x - F(x — r)) sont de classe C* sur R. J’en déduis que f est de classe C* sur R comme
combinaison linéaire de fonctions de classe C* sur R.
10. Alors F est de classe C? sur R. Par conséquent, en utilisant (%) , je conclus que f est de classe C2 sur R.
Montrons par récurrence que pourtoutn € N, f est de classe C™ sur R.
Init: f est de classe C2 sur R.
Propag : Soitn € N. Supposons que f est de classe C" sur R. Alors F est de classe C"** sur R. Par conséquent, en utilisant () , je
conclus que f est de classe C™** sur R.
CCL: pourtoutn € N, f est de classe C" sur R ce qui signifie que f est de classe C*® sur R.
1. VX €R,f(x) = [F(x +7) = F(x = nldonc f'(x) = S [F'x + 1) = F'(x =] = f@) = [fx + 1) = fx =7)].
DoncVx € R, pf’(x) = f(x +7) — f(x —1).
12. Alors,Vx €R, f""(x) = %[f’(x +7)—f'(x—1)] =% %[f(x +r4+1r)—flx+r—1)]-— %[f(x —r+r)—flx—r—r)]
Vx € R, f1(x) = % [2f(x) + f(x = 2r) = f(x + 21)] = = [2f () + 2f (x)f (2r)]. Donc, Vx € R, f/(x) = Af (x) ot 1 = %@r”
13. Cherchons tous les éléments de E vérifiant f(0) = 1.
D’apres ce qui précede, si f est élément de E telle que f(0) = 1, alors f est donc solution d’une équation différentielle d’ordre 2
homogéne et & coefficients constants dont ’équation caractéristique est : (e.c): 72 — 1 = 0 et dont le discriminant est A= 4A.

1¢"cas 1 < 0. Posons w = +/|A|. ILexiste deux réels a et b tels que : Vx € R, f(x) = acos(wx) + bsin(wx). Alors a = f(0) = 1 et
wb = f'(0) = 1 [fr)=f(=n)] = 0.Donc Vx € R, f(x) = cos(wx).
P car f e?lt paire

2¢m2cas 1 = 0. Il existe deuxréelsaetbtelsque:Vx € R, f(x) = a+ bx.Alorsa = f(0) =1l et wb = f'(0) = 0. DoncVx € R, f(x) =
1.
3tme cas 1 > 0. Posons w = V. Ilexiste deux réels a et b tels que : Vx € R, f(x) = ach(wx) + bsh(wx).Alorsa = f(0) = 1 et wb = 0.
Donc Vx € R, f(x) = ch(wx).
CCL : les éléments de E qui valent 1 en 0 sont donc de la forme (x ~ cos(wx)), (x = ch(wx)) ou (x—1)
Réciproquement, chacune des fonctions de la forme (x = cos(wx)), (x » ch(wx)) ou(x—1) tq w € R* est élément de E car cos et ch
sont éléments de E alors d’apres 4., (x — cos(wx)), (x » ch(wx)) tq w € R*sont éléments de E. De plus, chacune de ces fonctions vaut 1
en 0.
Ainsi, ces fonctions de la forme (x = cos(wx)), (x = ch(wx)) ou(x—1) tq w € R* sont les fonctions recherchées.

14. Les éléments de E sont donc toutes les fonctions de la forme (x ~ cos(wx)), (x + ch(wx)) ou(x—1) ou (x—0) tq w EMRX.

autrement dit, E est constitué de toutes les fonctions de la forme (x ~ cos(wx)), (x = ch(wx)) ou (x—0) tq w € R( car pour w =
0,Vx, ch(wx) = ch(wx) = 1).

Parmi ces éléments de E, les éléments qui s’annulent sans étre toutes nulles sont les fonctions de la forme (x — cos(wx)) tqw € R*.
Ainsi, F est constitué de toutes les fonctions de la forme (x = cos(wx)) tqw €R*.

PARTIE 3 On se propose de décrire F par une autre méthode.
Soit f un élément de F. On note U = {x € R**/f(x) = 0}.
15. PRELIMINAIRE : Soita > 0, on note D, = {aﬁ/p €Zetq€N}.
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Nous allons montrer, dans cette question, que tout réel est la limite d’'une suite d’éléments de D,,.
Soit x un réel.

a. Soitn € N*. Montrer qu’il existe g, € Ntelque:1 < ﬁZ%.
Pn < i

b. Montrer qu’il existe p,, € Ztelque: 0 < x — Ayen =7
c. Endéduire que x est la limite d’une suite d’éléments de D,,.
1 In(a)+1n (n)
15.a.1 < Jan a2 < In(a)+In(n) <guln(2) & ————

In(2y — ™
Posons q,, = [%J + 1. Ainsi, il existe q, € Ntelque:1 < ﬁz%.

Pn

b.0<x—a
24n

1 x 24n x x 1 . .
S-S pa< 2‘171; Spnt - Posons p, = qu'l ZJ' Alors, p, < an; <pp+t1<p,+ Ean.Alnsu pnpconvient.

1 . . .
c.Posonsvn >0,d, =a P e D,.AlorsvVn > 0,0 < x —d, <- Comme lim 1= 0, je peux conclure que lim d,, = x.
n n n—-+con n—-+co
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16. BORNE SUP DE U
a. Montrer que U admet une borne inférieure finie notée a.
b. Montrer partabstrde que f(a) = 0. En déduire que a > 0.
c. Montrerque Vx € [0,a], f(x) > 0.
16 f est continue sur R non toute nulle donc f(0) = 1 et f paire et f s’annule au moins une fois
etVIX,Y) ERE F(X+Y)+ fF(X —Y) =2f(X)F (V) ED.
a.U={xeR"™/f(x) =0}
U c R** c R. De plus, comme f est élémentde F, f s’annule au moins une fois donc U est non vide. Enfin, U est minoré par 0. Ainsi, U
admet une borne inférieure finie notée a.
b. f est continue en a donc imf(x) = f(a). Comme a est la borne inférieure de U , il existe une suite (u,) d’éléments de U de limite a.

Alors le théoréme de caractérisation séquentielle de la limite, liI_;I_‘l fu,) = f(a).Or,¥n,u, € U donc f(u,) = 0 et par suite
n—+oo



liIP f(u,) = 0.2en déduis par unicité de la limite que f(a) = 0. De plus, Vn,u, >0 donc a = lirP u, =0.Deplus, f(0)=1#0=
n—+oo n-+oo
f(a@).

Ainsi, a # 0 et finalement, f(a) > 0.
c.f(0) =1et f(a) = 0.Deplus, a = inf (U) donc tout réel inférieur & a n’appartient pas a U i.e. f ne s'annule pas sur [0, a[. Comme f
est continue, f ne change pas de signe sur [0,a[. Comme f(0) = 1, Vx € [0,a[, f(x) > 0.

17. QUIESTf?
On pose w = l et g: (x » cos(wx)).
2
a. Soitqg EN. Montrerquef( ) +1=2 [f (2q+1)] .
b. Montrerque:Vqg €N, f (z_q) =g (%)
Soit g € N. Démontrerque: Vp € N, f(az%) =g (azﬂq).
En déduire que Vx € D, f(x) = g(x).
En déduire que f = g.
Retrouver alors tous les éléments de F.

a. Soitq € N.Prenons X = 2q+1 = Y dans (m=). Alorsf(zq+1 zq+1) +f(2;%—%) =2f (#)f(#) i.e.f(z%) +1=

2(r (32)"

b. Comme g vérifie aussi (=), Vq € N, g( ) +1=2 <g (2;“
Init: f(a) =0 = g(a).

Propag : Soit g € N. Je suppose que f (;iq) =g (Za—q) Alors (f (Zfﬂ))z = % [f (Za—q) + 1] = %[g (%) + 1] = (f (2:+1))2.

oo o

))2. Montrons par récurrence sur g que Vg € N, f (;iq) =g (Za—q)

Comme e, € [0,a], f( q+1) >0et zizq‘rl € [0,= [doncg( qﬂ) > 0. J)en déduis quef( qﬂ) = g(;ﬂ).
CCL: V’en conclus, par le théoréme de récurrence simple, que Vg €N, f (z_q) =g (%)
c. Soitq € N. Démontrons par récurrence double surp que:Vp €N, f (az%) =g (azﬂq).
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Hp

f (azo—q) =f0)=g0)=g (az%) et f (%) =g (%) d’aprés b. Donc H, et Hysont vraies

Soitp € N*. Je suppose que H, et H,_; sontvraies . Alors

par (s=)
avec x=2h et v="F;

1 ~
)= r@E+s) 2 2 - -a)

(p-1) -1 L 1
-2 ()7 G2) - (G 20500 ()0 (“G ) = alel)

J’en conclus, par le théoreme de récurrence double, que Vg €N, f (Za—q) =g (z_q)

En considérant Uensemble D, défini au 15. En prenant a = InfU, je peux affirmer que Vd € D, f(d) = g(d).
| |

) -
car Hy_y,Hp et Hy
sont vraies

d. Soitx un réel. Il existe une suite (d,,) d’éléments de D,telle que liT d, = x.Alors ¥n, f(d,) = g(d,,). Etcomme f et g sont
n—-+oo
continues en x, liIP f(dy) =fx) et liT g(d,) = g(x).Alors, en passant a la limite dans m, je peux conclure que f(x) =
n—+0o n—-+oo

g(x). Ainsi, f = g.
e. Lesélémentsde F sont donc de la forme (x — cos(wx)) ol w > 0. Réciproquement, nous savons que toutes les fonctions de la
forme (x ~ cos(wx)) ol w > 0 sont éléments de F. Ainsi, F = {(x » cos(wx))/ w € R**}.



