
Corrigé DL 9 - Une équation fonctionnelle 
On rappelle que 𝐶0(ℝ,ℝ) est l’ensemble des fonctions réelles continues sur ℝ  

On note  𝐸 = { 𝑓 ∈ 𝐶0(ℝ,ℝ)/ ∀(𝒙, 𝒚) ∈ ℝ𝟐, 𝒇(𝒙 + 𝒚) + 𝒇(𝒙 − 𝒚) = 𝟐𝒇(𝒙)𝒇(𝒚)⏟                                
(∗∗)

} . 

On note 𝐹  l' ensemble des éléments 𝑓 ∈ 𝐸 tels que 𝑓 ne soit pas la fonction nulle et 𝑓 s' annule au moins une fois sur ℝ. 
 
PARTIE 1 Exemples et premières propriétés des éléments de 𝑬. 

1. Quelles sont les fonctions constantes éléments de 𝐸 ?  
2. Déterminer une fonction élément de 𝐹.  
3. Démontrer que 𝑐ℎ est élément de 𝐸\𝐹.  
4. Montrer que si 𝑓 est un élément de 𝐸  et 𝛼 ∈ ℝ, alors (𝑥 ↦ 𝑓(𝛼𝑥)) est élément de 𝐸.  
5. Soit 𝑓 un élément de 𝐸.  

a. Montrer que 𝑓(0) = 0 𝑜𝑢 1.  
b. Montrer que si 𝑓(0) = 0 alors 𝑓 est identiquement nulle.  
c. Montrer que si 𝑓(0) = 1 alors 𝑓 est paire.  

1. Soit 𝜆 un réel et  𝑓: (𝑥 ↦ 𝜆).  
Alors 𝑓 est continue sur ℝ et ∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2, 𝑓(𝑥 + 𝑦) + 𝑓(𝑥 − 𝑦) = 𝜆 + 𝜆 = 2𝜆 𝑒𝑡 2𝑓(𝑥)𝑓(𝑦) = 2𝜆2. Alors,  
 𝑓 est solution de notre problème sietssi 2𝜆 = 2𝜆² sietssi 𝜆 − 𝜆2 = 0 sietssi 𝜆(1 − 𝜆 ) = 0 sietssi 𝜆 = 0 𝑜𝑢 𝜆 = 1.  
Ainsi, les fonctions constantes éléments de 𝐸 sont les fonctions constantes égales à 0 ou à 1.  

2. La fonction 𝑐𝑜𝑠 est élément de 𝐹 car cos est continue sur ℝ, s’annule en 𝜋
2

 mais ne s’annule pas partout et ∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2, 
cos(𝑥 + 𝑦) + cos(𝑥 − 𝑦) = cos(𝑥) cos(𝑦) − sin(𝑥) sin(𝑦) + cos(x) cos(y) + sin(x) sin(y) = 2 cos(𝑥) cos(𝑦).  

3. La fonction 𝑐ℎ est continue sur ℝ, ne s’annule jamais donc 𝑐ℎ ∉ 𝐹 et ∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2, 

ch(𝑥 + 𝑦) + ch(𝑥 − 𝑦) =
𝑒𝑥+𝑦 + 𝑒−𝑥−𝑦

2
+
𝑒𝑥−𝑦 + 𝑒𝑦−𝑥

2
=
1

2
𝑒𝑥(𝑒𝑦 + 𝑒−𝑦) +

1

2
𝑒−𝑥(𝑒−𝑦 + 𝑒𝑦) = (

1

2
𝑒𝑥 +

1

2
𝑒𝑥) (𝑒−𝑦 + 𝑒𝑦) =  ch(𝑥)(2 ch(𝑦)).  

Donc, ℎ ∈ 𝐸. 
4. Soit 𝑓 un élément de 𝐸  et 𝛼 ∈ ℝ. 𝑓 est donc continue sur ℝ et ∀(𝑋, 𝑌) ∈ ℝ2, 𝑓(𝑋 + 𝑌) + 𝑓(𝑋 − 𝑌) = 2𝑓(𝑋)𝑓(𝑌) (∗∗) 

Comme 𝑓 est continue sur ℝ, alors 𝑔𝛼: (𝑥 ↦ 𝑓(𝛼𝑥)) est continue sur ℝ. De plus, ∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2, 
𝑔𝛼(𝑥 + 𝑦) + 𝑔𝛼(𝑥 − 𝑦) = 𝑓(𝛼(𝑥 + 𝑦)) + 𝑓(𝛼(𝑥 − 𝑦)) = 𝑓(𝛼𝑥 + 𝛼𝑦) + 𝑓(𝛼𝑥 − 𝛼𝑦) =⏟

𝑜𝑛 𝑎𝑝𝑝𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒(∗∗)
𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑋=𝛼𝑥 𝑒𝑡 𝑌=𝛼𝑦

2𝑓(𝛼𝑥)𝑓(𝛼𝑦) = 2𝑔𝛼(𝑥)𝑔𝛼(𝑦).  

Donc 𝑔𝛼 ∈ 𝐸.  
5. 𝑓 est donc continue sur ℝ et ∀(𝑋, 𝑌) ∈ ℝ2, 𝑓(𝑋 + 𝑌) + 𝑓(𝑋 − 𝑌) = 2𝑓(𝑋)𝑓(𝑌) (∗∗) 

a) Alors, en prenant 𝑋 = 𝑌 = 0  et 𝑓(0 + 0) + 𝑓(0 − 0) = 2𝑓(0)𝑓(0) . Donc 𝑓(0)(1 − 𝑓(0)) = 0 et finalement 𝑓(0) ∈ {0,1}. 
b) Supposons ici que 𝑓(0) = 0. Alors ∀𝑋 ∈ ℝ, 𝑓(𝑋) + 𝑓(𝑋) = 2𝑓(𝑋)𝑓(0) = 0 𝑖. 𝑒. 2𝑓(𝑋) = 0. Donc ∀𝑋, 𝑓(𝑋) = 0. 𝑓 est donc la fonction 

nulle.  
c) Supposons que 𝑓(0) = 1. Alors ∀𝑌 ∈ ℝ, 𝑓(0 + 𝑌) + 𝑓(0 − 𝑌) = 2𝑓(0)𝑓(𝑌) = 2𝑓(𝑌).𝐷𝑜𝑛𝑐 𝑓(−𝑌) = 𝑓(𝑌). Ainsi 𝑓 est paire.  
 
 
 
 
PARTIE 2 Description complète de  𝑬 et 𝑭. 
Soit 𝑓 un élément de 𝐸 tel que : 𝑓(0) = 1.  

6. Justifier qu’il existe un réel 𝑟 > 0 tel que : ∀𝑥 ∈ [0, 𝑟], 𝑓(𝑥) > 1

2
.  En déduire que ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑟

0
> 0.  

7. Montrer que ∀𝑥 ∈ ℝ, ∫ 𝑓(𝑥 + 𝑦)𝑑𝑦
𝑟

0
= ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑥+𝑟

𝑥
.  

8. Montrer que ∀𝑥 ∈ ℝ, 2𝑓(𝑥) ∫ 𝑓(𝑦)𝑑𝑦
𝑟

0
= ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑥+𝑟

𝑥
+ ∫ 𝑓(𝑣)𝑑𝑣

𝑥

𝑥−𝑟
.  

9. En déduire que 𝑓 est de classe 𝐶1 sur ℝ.  
10. Montrer que 𝑓 est de classe 𝐶∞ sur ℝ. 
11. Montrer qu’il existe un réel 𝑐 > 0 tel que :  ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑐𝑓′(𝑥) = 𝑓(𝑥 + 𝑟) − 𝑓(𝑥 − 𝑟). 
12. Montrer qu’il existe un réel 𝜆 tel que :  ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓′′(𝑥) = 𝜆𝑓(𝑥). 
13. En déduire tous les éléments de 𝐸 qui vérifient 𝑓(0) = 1.  
14. Quels sont les éléments de 𝐸 et ceux de 𝐹 ?  

𝑓 est continue sur ℝ,  𝑓(0) = 1 et ∀(𝑋, 𝑌) ∈ ℝ2, 𝑓(𝑋 + 𝑌) + 𝑓(𝑋 − 𝑌) = 2𝑓(𝑋)𝑓(𝑌)(∗∗).  
6. 𝑓 est continue en 0 donc lim

𝑥→0
𝑓(𝑥) = 1.  

Prenons 𝜀 =
1

2
. Il existe un réel r>0 tel que ∀𝑥 ∈ [−𝑟, 𝑟], |𝑓(𝑥) − 1| ≤

1

2
 𝑖. 𝑒. −

1

2
≤ 𝑓(𝑥) − 1 ≤

1

2
. Donc ∀𝑥 ∈ [0, 𝑟],

1

2
≤ 𝑓(𝑥). 

Alors, ∫
1

2

𝑟

0
𝑑𝑥 ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑟

0
  donc,  0 <  

𝑟

2
≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑟

0
.  

7. Soit 𝑥 ∈ ℝ. (𝑦 ↦ 𝑓(𝑥 + 𝑦)) est continue sur ℝ donc sur [0,r]. Par suite ∫ 𝑓(𝑥 + 𝑦)𝑑𝑦
𝑟

0
 existe.  

∫ 𝑓(𝑥 + 𝑦)𝑑𝑦
𝑟

0
=⏟
𝐶𝑉

𝑢=𝑥+𝑦
𝑑𝑢=𝑑𝑦

𝑦=0⟺𝑢=𝑥
𝑦=𝑟⟺𝑢=𝑥+𝑟

∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢
𝑥+𝑟

𝑥
.    

De même, (𝑦 ↦ 𝑓(𝑥 − 𝑦)) est continue sur ℝ et par suite,  ∫ 𝑓(𝑥 − 𝑦)𝑑𝑦
𝑟

0
=⏞

𝐶𝑉
𝑢=𝑥−𝑦
𝑑𝑢=−𝑑𝑦

∫ 𝑓(𝑢)(−𝑑𝑢)
𝑥−𝑟

𝑥
= ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑥

𝑥−𝑟
. 

Ainsi, ∀𝑥 ∈ ℝ, ∫ 𝑓(𝑥 + 𝑦)𝑑𝑦
𝑟

0
= ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑥+𝑟

𝑥
  𝑒𝑡 ∫ 𝑓(𝑥 − 𝑦)𝑑𝑦

𝑟

0
= ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑥

𝑥−𝑟
. 

8. Soit 𝑥 ∈ ℝ. (𝑦 ↦ 2𝑓(𝑦)𝑓(𝑥)) est aussi continue sur ℝ donc sur [0, 𝑟].  

On montre ici que tout 
fonction continue, telle 
que 𝑓(0) = 1 et vérifiant 
(∗∗) est de classe 𝐶∞.  



De plus, ∀𝑦 ∈ [0, 𝑟], 𝑓(𝑥 + 𝑦) + 𝑓(𝑥 − 𝑦) = 2𝑓(𝑥)𝑓(𝑦). Donc ∫ 𝑓(𝑥 + 𝑦)𝑑𝑦
𝑟

0
+ ∫ 𝑓(𝑥 − 𝑦)

𝑟

0
𝑑𝑦 = ∫ 2𝑓(𝑥)𝑓(𝑦)

𝑟

0
𝑑𝑦. Alors d’après 7 ., 

∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢
𝑥+𝑟

𝑥
+ ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑥

𝑥−𝑟
= 2𝑓(𝑥) ∫ 𝑓(𝑦)𝑑𝑦

𝑟

0
 et par Chasles, ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑥+𝑟

𝑥−𝑟
= 2𝑓(𝑥) ∫ 𝑓(𝑦)𝑑𝑦

𝑟

0
.  

9. 𝑓 étant continue sur ℝ, 𝑓 admet une primitive 𝐹 sur ℝ qui est de classe 𝐶1 sur ℝ.  
Comme 𝜌 = ∫ 𝑓(𝑦)𝑑𝑦 ≠ 0

𝑟

0
, je peux affirmer , en utilisant 6., que : ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) = 1

𝜌
∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢
𝑥+𝑟

𝑥−𝑟
=
1

𝜌
[𝐹(𝑥 + 𝑟) − 𝐹(𝑥 − 𝑟)](⁂).  

𝐹 étant de classe 𝐶1 sur ℝ, (𝑥 ↦ 𝐹(𝑥 + 𝑟)) 𝑒𝑡  (𝑥 ↦ 𝐹(𝑥 − 𝑟)) sont de classe 𝐶1 sur ℝ. J’en déduis que 𝑓 est de classe 𝐶1 sur ℝ comme 

combinaison linéaire de fonctions de classe 𝐶1 sur ℝ.  
10. Alors 𝐹 est de classe 𝐶2 sur ℝ. Par conséquent, en utilisant (⁂) , je conclus que 𝑓 est de classe 𝐶2 sur ℝ. 

Montrons par récurrence que pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑓 est de classe 𝐶𝑛 sur ℝ. 
Init : 𝑓 est de classe 𝐶2 sur ℝ. 
Propag : Soit 𝑛 ∈ ℕ. Supposons que  𝑓 est de classe 𝐶𝑛  sur ℝ. Alors 𝐹 est de classe 𝐶𝑛+1 sur ℝ. Par conséquent, en utilisant (⁂) , je 
conclus que 𝑓 est de classe 𝐶𝑛+1 sur ℝ. 
CCL : pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑓 est de classe 𝐶𝑛  sur ℝ ce qui signifie que 𝑓 est de classe 𝐶∞ sur ℝ. 

11. ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) = 1

𝜌
[𝐹(𝑥 + 𝑟) − 𝐹(𝑥 − 𝑟)]donc 𝑓′(𝑥) = 1

𝜌
[𝐹′(𝑥 + 𝑟) − 𝐹′(𝑥 − 𝑟)] = 𝑓(𝑥) =

1

𝜌
[𝑓(𝑥 + 𝑟) − 𝑓(𝑥 − 𝑟)].  

Donc ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝜌𝑓’(𝑥) = 𝑓(𝑥 + 𝑟) − 𝑓(𝑥 − 𝑟). 

12. Alors, ∀𝑥 ∈ ℝ,  𝑓′′(𝑥) = 1

𝜌
[𝑓′(𝑥 + 𝑟) − 𝑓′(𝑥 − 𝑟)] =

1

𝜌
[
1

𝜌
[𝑓(𝑥 + 𝑟 + 𝑟) − 𝑓(𝑥 + 𝑟 − 𝑟)] −  

1

𝜌
[𝑓(𝑥 − 𝑟 + 𝑟) − 𝑓(𝑥 − 𝑟 − 𝑟)]] 

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓′′(𝑥) =
1

𝜌2
 [2𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥 − 2𝑟) − 𝑓(𝑥 + 2𝑟)] =

1

𝜌2
 [2𝑓(𝑥) + 2𝑓(𝑥)𝑓(2𝑟)]. Donc, ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓′′(𝑥) = 𝜆𝑓(𝑥) 𝑜ù 𝜆 = 2(1+𝑓(2𝑟))

𝜌2
.  

13. Cherchons tous les éléments de 𝐸 vérifiant 𝑓(0) = 1.  
D’après ce qui précède , si 𝑓 est élément de 𝐸 telle que 𝑓(0) = 1, alors 𝑓 est donc solution d’une équation différentielle d’ordre 2 
homogène et à coefficients constants dont l’équation caractéristique est : (𝑒. 𝑐): 𝑟2 − 𝜆 = 0 et dont le discriminant est ∆= 4𝜆.  
1er cas 𝜆 < 0. Posons 𝜔 = √|𝜆|.  Il existe deux réels 𝑎 et 𝑏 tels que : ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑎cos(𝜔𝑥) + 𝑏𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑥). Alors 𝑎 = 𝑓(0) = 1 et  
 𝜔𝑏 = 𝑓′(0) =

1

𝜌
[𝑓(𝑟) − 𝑓(−𝑟)] =⏟

𝑐𝑎𝑟 𝑓 𝑒𝑠𝑡 𝑝𝑎𝑖𝑟𝑒

0. Donc ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) = cos(𝜔𝑥). 

2èmz cas 𝜆 = 0.  Il existe deux réels 𝑎 et 𝑏 tels que : ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑎 + 𝑏𝑥. Alors 𝑎 = 𝑓(0) = 1 𝑒𝑡 𝜔𝑏 = 𝑓′(0) = 0. Donc ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) =
1. 
3ème cas 𝜆 > 0. Posons 𝜔 = √𝜆.  Il existe deux réels 𝑎 et 𝑏 tels que : ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑎ch(𝜔𝑥) + 𝑏𝑠ℎ(𝜔𝑥). Alors 𝑎 = 𝑓(0) = 1 𝑒𝑡 𝜔𝑏 = 0. 
Donc ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) = ch(𝜔𝑥). 
CCL : les éléments de 𝐸 qui valent 1 en 0 sont donc de la forme (𝑥 ↦ cos(𝜔𝑥)), (𝑥 ↦ ch(𝜔𝑥)) 𝑜𝑢 (𝑥↦1) 

Réciproquement, chacune des fonctions de la forme (𝑥 ↦ cos(𝜔𝑥)), (𝑥 ↦ ch(𝜔𝑥)) 𝑜𝑢(𝑥↦1) tq 𝜔 ∈ ℝ∗ est élément de 𝐸 car 𝑐𝑜𝑠 et 𝑐ℎ 

sont éléments de E alors d’après 4., (𝑥 ↦ cos(𝜔𝑥)), (𝑥 ↦ ch(𝜔𝑥)) tq 𝜔 ∈ ℝ∗sont éléments de 𝐸. De plus, chacune de ces fonctions vaut 1 
en 0.  

 Ainsi, ces fonctions de la forme (𝑥 ↦ cos(𝜔𝑥)), (𝑥 ↦ ch(𝜔𝑥)) 𝑜𝑢(𝑥↦1) tq 𝜔 ∈ ℝ∗ sont les fonctions recherchées.  

14. Les éléments de 𝐸 sont donc toutes les fonctions de la forme (𝑥 ↦ cos(𝜔𝑥)), (𝑥 ↦ ch(𝜔𝑥)) 𝑜𝑢(𝑥↦1) ou (𝑥↦0) tq 𝜔 ∈ ℝ∗ . 

autrement dit, 𝐸 est constitué de toutes les fonctions de la forme (𝑥 ↦ cos(𝜔𝑥)), (𝑥 ↦ ch(𝜔𝑥))  ou (𝑥↦0) tq 𝜔 ∈ ℝ( car pour 𝜔 =

0, ∀𝑥, ch(𝜔𝑥) = ch(𝜔𝑥) = 1).  
Parmi ces éléments de 𝐸, les éléments qui s’annulent sans être toutes nulles sont les fonctions de la forme (𝑥 ↦ cos(𝜔𝑥))  tq 𝜔 ∈ ℝ∗ . 
Ainsi, 𝐹 est constitué de toutes les fonctions de la forme (𝑥 ↦ cos(𝜔𝑥))  tq 𝜔 ∈ ℝ∗ . 
 
PARTIE 3 On se propose de décrire 𝑭 par une autre méthode.  
Soit 𝑓 un élément de 𝐹. On note 𝑈 = {𝑥 ∈ ℝ+∗/𝑓(𝑥) = 0}. 

15. PRELIMINAIRE : Soit 𝑎 > 0,  on note 𝐷𝑎 = {𝑎
𝑝

2𝑞
/𝑝 ∈ ℤ 𝑒𝑡 𝑞 ∈ ℕ} .  

Nous allons montrer, dans cette question, que tout réel est la limite d’une suite d’éléments de 𝐷𝑎.   
Soit 𝑥 un réel.  

a. Soit 𝑛 ∈ ℕ∗. Montrer qu’il existe 𝑞𝑛 ∈ ℕ tel que : 1 ≤ 1

𝑎𝑛
2𝑞𝑛 .  

b. Montrer qu’il existe 𝑝𝑛 ∈ ℤ tel que : 0 ≤ 𝑥 − 𝑎 𝑝𝑛

2𝑞𝑛
≤
1

𝑛
. 

c. En déduire que 𝑥 est la limite d’une suite d’éléments de 𝐷𝑎. 

15.a. 1 ≤ 1

𝑎𝑛
2𝑞𝑛 ⟺ 𝑎𝑛 ≤ 2𝑞𝑛 ⟺ ln(𝑎) + ln (𝑛) ≤ 𝑞𝑛ln (2) ⟺

ln(𝑎)+ln (𝑛)

ln (2)
≤ 𝑞𝑛.  

Posons 𝑞𝑛 = ⌊
ln(𝑎)+ln (𝑛)

ln (2)
⌋ + 1.  Ainsi, il existe 𝑞𝑛 ∈ ℕ tel que : 1 ≤ 1

𝑎𝑛
2𝑞𝑛 . 

b.0 ≤ 𝑥 − 𝑎 𝑝𝑛

2𝑞𝑛
≤
1

𝑛
⟺ 𝑝𝑛 ≤ 2

𝑞𝑛
𝑥

𝑎
≤ 𝑝𝑛 +

2𝑞𝑛

𝑎𝑛
. Posons 𝑝𝑛 = ⌊2𝑞𝑛

𝑥

𝑎
⌋. Alors, 𝑝𝑛 ≤ 2𝑞𝑛

𝑥

𝑎
< 𝑝𝑛 + 1 ≤ 𝑝𝑛 +

1

𝑎𝑛
2𝑞𝑛 . Ainsi, 𝑝𝑛convient.  

c. Posons ∀𝑛 > 0, 𝑑𝑛 = 𝑎
𝑝𝑛

2𝑞𝑛
∈ 𝐷𝑎. Alors ∀𝑛 > 0, 0 ≤ 𝑥 − 𝑑𝑛 ≤

1

𝑛
. Comme lim

𝑛→+∞

1

𝑛
= 0, je peux conclure que lim

𝑛→+∞
𝑑𝑛 = 𝑥. 

16. BORNE SUP DE 𝑼 
a. Montrer que 𝑈 admet une borne inférieure finie notée 𝑎. 
b. Montrer par l’absurde que 𝑓(𝑎) = 0. En déduire que 𝑎 > 0.  
c. Montrer que ∀𝑥 ∈ [0, 𝑎[, 𝑓(𝑥) > 0.  

16 𝑓 est continue sur ℝ non toute nulle donc  𝑓(0) = 1 et 𝑓 paire et 𝑓 s’annule au moins une fois  
et ∀(𝑋, 𝑌) ∈ ℝ2, 𝑓(𝑋 + 𝑌) + 𝑓(𝑋 − 𝑌) = 2𝑓(𝑋)𝑓(𝑌)(∗∗).  
a. 𝑈 = {𝑥 ∈ ℝ+∗/𝑓(𝑥) = 0}.  
𝑈 ⊂ ℝ+∗ ⊂ ℝ . De plus, comme 𝑓 est élément de 𝐹, 𝑓 s’annule au moins une fois donc 𝑈 est non vide. Enfin, 𝑈 est minoré par 0. Ainsi, 𝑈 
admet une borne inférieure finie notée 𝑎. 
b. 𝑓 est continue en 𝑎 donc lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎). Comme 𝑎 est la borne inférieure de 𝑈 , il existe une suite (𝑢𝑛) d’éléments de 𝑈 de limite 𝑎. 

Alors le théorème de caractérisation séquentielle de la limite, lim
𝑛→+∞

𝑓(𝑢𝑛) = 𝑓(𝑎). Or, ∀𝑛, 𝑢𝑛 ∈ 𝑈 donc 𝑓(𝑢𝑛) = 0 et par suite 



lim
𝑛→+∞

𝑓(𝑢𝑛) = 0. J’en déduis par unicité de la limite que 𝑓(𝑎) = 0. De plus, ∀𝑛, 𝑢𝑛 > 0  donc  𝑎 = lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 ≥ 0. De plus, 𝑓(0) = 1 ≠ 0 =

𝑓(𝑎).  
Ainsi, 𝑎 ≠ 0 et finalement, 𝑓(𝑎) > 0. 
c.𝑓(0) = 1 𝑒𝑡 𝑓(𝑎) = 0 . De plus, 𝑎 = inf (𝑈) donc tout réel inférieur à 𝑎 n’appartient pas à 𝑈 𝑖. 𝑒.  𝑓 ne s' annule pas sur [0, 𝑎[. Comme f 
est continue, 𝑓 ne change pas de signe sur [0, 𝑎[. Comme 𝑓(0) = 1, ∀𝑥 ∈ [0, 𝑎[, 𝑓(𝑥) > 0. 
 

17. QUI  EST 𝒇 ?  
On pose 𝜔 = 𝜋

2𝑎
 𝑒𝑡 𝑔: (𝑥 ↦ cos(𝜔𝑥)).  

a. Soit 𝑞 ∈ ℕ . Montrer que 𝑓 ( 𝑎
2𝑞
) + 1 = 2 [𝑓 (

𝑎

2𝑞+1
)]
2

.  

b. Montrer que : ∀𝑞 ∈ ℕ,  𝑓 ( 𝑎
2𝑞
) = 𝑔 (

𝑎

2𝑞
). 

c. Soit 𝑞 ∈ ℕ. Démontrer que : ∀𝑝 ∈ ℕ,  𝑓 (𝑎 𝑝

2𝑞
) = 𝑔 (𝑎

𝑝

2𝑞
).  

d. En déduire que ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑎, 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥).  
e. En déduire que 𝑓 = 𝑔.  
f. Retrouver alors tous les éléments de 𝐹.  

a. Soit 𝑞 ∈ ℕ. Prenons 𝑋 = 𝑎

2𝑞+1
=  𝑌 dans (∗∗). Alors 𝑓 ( 𝑎

2𝑞+1
+

𝑎

2𝑞+1
) + 𝑓 (

𝑎

2𝑞+1
−

𝑎

2𝑞+1
) = 2𝑓 (

𝑎

2𝑞+1
) 𝑓 (

𝑎

2𝑞+1
) i.e. 𝑓 ( 𝑎

2𝑞
) + 1 =

2 (𝑓 (
𝑎

2𝑞+1
))
2

. 

b. Comme 𝑔 vérifie aussi (∗∗), ∀𝑞 ∈ ℕ,  𝑔 ( 𝑎
2𝑞
) + 1 = 2 (𝑔 (

𝑎

2𝑞+1
))
2

. Montrons par récurrence sur 𝑞 que ∀𝑞 ∈ ℕ,  𝑓 ( 𝑎
2𝑞
) = 𝑔 (

𝑎

2𝑞
). 

Init : 𝑓(𝑎) = 0 = 𝑔(𝑎). 

Propag : Soit 𝑞 ∈ ℕ. Je suppose que  𝑓 ( 𝑎
2𝑞
) = 𝑔 (

𝑎

2𝑞
). Alors (𝑓 ( 𝑎

2𝑞+1
))
2

=
1

2
[𝑓 (

𝑎

2𝑞
) + 1] =⏟

𝑐𝑎𝑟

𝑓(
𝑎

2𝑞
)=𝑔(

𝑎

2𝑞
)

1

2
[𝑔 (

𝑎

2𝑞
) + 1] = (𝑓 (

𝑎

2𝑞+1
))
2

.  

Comme 𝑎

2𝑞+1
∈ [0, 𝑎[, 𝑓 (

𝑎

2𝑞+1
) > 0 𝑒𝑡  

𝜋

2𝑎

𝑎

2𝑞+1
∈ [0,

𝜋

2
[ donc 𝑔 ( 𝑎

2𝑞+1
) > 0 . J’en déduis que 𝑓 ( 𝑎

2𝑞+1
) = 𝑔 (

𝑎

2𝑞+1
).  

CCL : J’en conclus, par le théorème de récurrence simple, que ∀𝑞 ∈ ℕ,  𝑓 ( 𝑎
2𝑞
) = 𝑔 (

𝑎

2𝑞
). 

c. Soit 𝑞 ∈ ℕ. Démontrons par récurrence double sur 𝑝  que : ∀𝑝 ∈ ℕ,  𝑓 (𝑎 𝑝

2𝑞
) = 𝑔 (𝑎

𝑝

2𝑞
)⏟            

𝐻𝑝

.  

  𝑓 (𝑎 0

2𝑞
) = 𝑓(0) = 𝑔(0) = 𝑔 (𝑎

0

2𝑞
) et   𝑓 (𝑎

2
) = 𝑔 (

𝑎

2
) d’après 𝑏. Donc 𝐻0 𝑒𝑡 𝐻1sont vraies 

 
Soit 𝑝 ∈ ℕ∗. Je suppose que 𝐻𝑝  𝑒𝑡 𝐻𝑝−1   sont vraies . Alors  

𝑓 (𝑎
𝑝 + 1

2𝑞
) =   𝑓 (

𝑎𝑝

2𝑞
+
𝑎

2𝑞
  ) =⏞

𝑝𝑎𝑟 (∗∗)

𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑋=
𝑎𝑝
2𝑞
 𝑒𝑡 𝑌=

𝑝
2𝑞

2𝑓 (
𝑎𝑝

2𝑞
) 𝑓 (

𝑎

2𝑞
) − 𝑓 (

𝑎𝑝

2𝑞
−
𝑎

2𝑞
  )

= 2𝑓 (
𝑎𝑝

2𝑞
)𝑓 (

𝑎

2𝑞
) − 𝑓 (

𝑎(𝑝 − 1)

2𝑞
  ) =⏟

𝑐𝑎𝑟 𝐻𝑝−1,𝐻𝑝 𝑒𝑡 𝐻1 

𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒𝑠 

2𝑔 (
𝑎𝑝

2𝑞
)𝑔 (

𝑎

2𝑞
) − 𝑔 (

𝑎(𝑝 − 1)

2𝑞
  ) =⏞

𝑝𝑎𝑟 (∗∗)

𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑋=
𝑎𝑝
2𝑞

𝑒𝑡 𝑌=
𝑝
2𝑞

𝑔 (𝑎
𝑝 + 1

2𝑞
).   

J’en conclus, par le théorème de récurrence double, que ∀𝑞 ∈ ℕ,  𝑓 ( 𝑎
2𝑞
) = 𝑔 (

𝑎

2𝑞
).  

En considérant l’ensemble 𝐷𝑎 défini au 15. En prenant 𝑎 = 𝐼𝑛𝑓𝑈, je peux affirmer que ∀𝑑 ∈ 𝐷𝑎, 𝑓(𝑑) = 𝑔(𝑑).  

d. Soit 𝑥 un réel. Il existe une suite (𝑑𝑛) d’éléments de 𝐷𝑎telle que lim
𝑛→+∞

𝑑𝑛 = 𝑥. Alors ∀𝑛, 𝑓(𝑑𝑛)=⏞
∎

𝑔(𝑑𝑛). Et comme 𝑓 et 𝑔 sont 

continues en 𝑥, lim
𝑛→+∞

𝑓( 𝑑𝑛) = 𝑓(𝑥)  𝑒𝑡 lim
𝑛→+∞

𝑔(𝑑𝑛) = 𝑔(𝑥). Alors, en passant à la limite dans ∎, je peux conclure que 𝑓(𝑥) =

𝑔(𝑥). Ainsi, 𝑓 = 𝑔. 
e. Les éléments de 𝐹 sont donc de la forme (𝑥 ↦ cos(𝜔𝑥)) où 𝜔 > 0. Réciproquement, nous savons que toutes les fonctions de la 

forme (𝑥 ↦ cos(𝜔𝑥)) où 𝜔 > 0 sont éléments de 𝐹. Ainsi, 𝐹 = {(𝑥 ↦ cos(𝜔𝑥))/ 𝜔 ∈ ℝ+∗}.  
 


