Corrigé TD 14
Propriétés de I’intégrale d’une fonction continue sur un segment.

Trouver toutes les primitives de f sur [, intervalle ou f est continue :

1)  f:(x > xArccos(x)). 3)  f:(x o tan3(x)). 5) f:(x » sin(In(x)))
Vitx+ . 1
2) f: (x \/1+_x 1) sl (X e (x))'

1) f est continue sur [—1,1] donc admet une primitive sur cet intervalle et F : (x ~ f;c tArccos(t)dt) est la primtive de f s’annulant en 0.
X

x t? 1)

. X _ t_z _ x*
Soit x €] — L1[.F(x) = [ t Arccos(t) dt =1 Z Arccos(t) 03 ﬁdt = Arccos(x) += fo \/W
v(®) uetvsont Lu(t) 0
Clsur]-1,1]

donc sur So x

xt2-1+1 x 1 X x 1
dt={ dt=f0—x/l—t2+ﬁdt=—foV1—t2dt+f0ﬁdt

0 fx t?
" Jo Vi-t2

i 0 Vi-eZ 7

fgc\/%dt = - f:rcsm(x) 1 — sin(u)? cos(u) du + Arcsin(x)
t=sin(u)
u=Arcsin(t)

5 ) ;
fox\/%dt =— f:rcsm(x) cos?(u) cos(u) du + Arcsin(x) = — f:rcsm(x) cos?(u) du + Arcsin(x)

2 : : Arcsin(x)
fox _Tt—tz dt = — f(;msm(x) oS oy 4 Arcsin(x) = — [—Smizu) + %]O + Arcsin(x)

5 ) ) )
fgc 1t _dt =~ sm(2A1:sm(x)) __ Arcsin(x) + Arcsin(x)

x _ 2xy1-x*  Arcsin(x) _ _ xy1-x? Arcsin(x)
fO Vi-t2 dt = T T - . T2
Ainsi,Vx €] — 1,1[,F(x) = X;Arccos(x) - %_xz + Ar%”](x).
2 Tz .
Comme F et (x = x—Arccos(x) - sz + Ar%”“”) sont continues sur [—1,1] et coincident sur ] — 1,1], elles coincident sur [—1,1].
] . 2 — :

Ainsi,Vx € [-1,1],F(x) = —Arccos(x) i —_—+ A—rcsin(x) = % - x—14 X + —Arcsin(x) (1 —2x2).

Arccos(x):%—Arcsin(x)
>0 >-1

2 stef 7% x 2
) reedsest L = o

intervalle et y admet donc une primitive et F : (x ~ f f(t)dt) est la primtive de f s’annulanten 1.

Donc, Df =] — 1,0[U]0, +oo[. Plagons-nous sur I'intervalle ]0, +oo[ . f est continue sur cet

_rxVi+t+1 _ V1i+x u+l V1+x u? +u Vitxu(u—-1)+2(u—-1)+2
F(x)_f1m_1dt E_T'/ fﬁ —2d —2f — —Zf — du
=i+t
1
du:mdt
dt=2udu
t=1su=2
t=xou=v1+x
Vitx
F@ =200 ut2+ 2du= 2[“—2+2u+21n|u—1|] =2(3+2vT+a+2mNT+x—1]) +cste.
3) f est continue sur | —% ;—r[ donc admet une primitive sur cet intervalle et F : (x f tan® (t)dt) est la primitive de f s’annulant en 0.
Soitx €] — = g[.
X X X
F(x) = f tan3(t) dt = f tan?(t) tan(t) dt = f (tan?(t) + 1 — D tan(t) dt = f (tan?(t) + 1) tan(t) — tan(t) dt
0 0

tan? (x)

F(x) = [mn © + In|cos (t)I] + In|cos (x)| + cste.

4) f est continue sur| —— —[ donc admet une primitive sur cet intervalle et F : (x =, 1+Sm(t)dt) est la primitive de f s’annulant en 0.
Soitx €] — —,n[.
2 ®
1 _ tan(3) 1 2du _ tan(3) 2 _ _L]ta“ 2 _ 2
F) = fO 1+sin(t) t - fo =, B fo (1+w)? dt = 1+ulg - 1+taﬂ(§) Feste
Le-rm 2
2 4°2
u:tanG)

du:%(1+tan2 (2))dt
2du

at=2%
1+u
n _ 2 2 .
Vx €] — E‘”[’ F(x) = —1+tan(z) +c.DemémeVx € ]n [ F(x) = —1+tan(5) + d. Comme F est continue en T,
xln;rrl F(x)=c=d= 11m F(x).DoncVx €] — z 37r[\{n} F(x)=— 2 (x)+cetF(7t) =cC.
- tan( =
2

5) f est continue sur I'intervalle R**donc admet une primitive sur cet intervalle et F : (x — flx sin (In(t))dt) est la primtive de f s’annulant
en 0.



Soit x €] — L1[.F(x) = [ sin(In(t)) dt

il

f(:n(x) sin(u) edu = foln(x) lm(e(l“)“)du = Im [J-(:n(x)e(ui)udu] =F(x) =

cv
u=In(t)
t=e¥
dt=e%du

Im{[ﬁe(l“)u]lonm} =Im {ﬁ e(+DIn() 4 ctse} =Im {E - %] [xcos(In(x)) + ixsin(In(x))] + ctse}
F(x) = %[sin(ln(x)) — cos(In(x))] + ctse.



Péle-méle
1) Soit f définie que [0,1] par: f(x) = 2xsix € [ ] etf(x) =2—2xsix € [ 1] Montrer que pour toute fonction g continue sur [0,1] ,
Jy 9(f(0)dx = [, g(x)dx .

Soit g une fonction continue sur [0,1] . Tout d’abord, on remarque que Vx € [0,1], f(x) € [0,1]. De plus, (x = 2x) est continue sur

[O,%[ et (x » 2 — 2x) est continue sur ]%, 1] et lim2x = 1 =lim2 — 2x.Donc f est continue sur [0,1]. J'en déduis que g © f est
*73 =f@ *72
continue sur [0,1]. Par conséquent, fol g(f(x))dx et folg(x)dx existent.
relation cv
1 de Ci:_(\zsles 1 u= E:Zx 1 dt 0 1

f9(f@)dx = [Fa(fe)dx+ [ g(f()dx = f3 : g(20)dx + [g@-20dx 2 [Jg@F+ [ 9@ (-3)du
cv
t=2x

1
fy a(f(0)dx = [ g S+ [; g5 = [ g(t)dt.
2) Montrer quesi f et g sont deux fonctions réelles continues sur [a, b] alors pour tout réel a € [—2,2], f[a b]fz —afg+ g% = 0.Etudier

le cas d’égalité.
Soit f et g sont deux fonctions réelles continues sur [a, blet a € [—2,2]. Alors, f2 — afg + g? est continue sur [a, b]. Donc,

f[a‘b]fz —afg + g2 existe.
2 2
De plus, ¥x € [a, b], F2() — af (g () + g7 () = () ~£9 @) — 59200 + g @)

2 2
- (rm-50w) + (55) cw zo
=0

>0 =0
car ag[-2,2]

Donc, f[ab]fz —afg + g% = 0 par positivité de I'intégrale.
D’aprés le lemme d’annulation,
Jamf?—afg+g* =0 f?—afg+g*=0

a 2 4 — 2
S Vx € [a.b],<f(x)—§g(x)) +< )gz(x)=0

2

2
o Vx € [a,b],(f(x) —%g(x)) =0et <4 —40( >g2(x) =0

=4 [0(= +2etVx € [a,b],(f(x) _g(x))z = O]Ou [a# +2etg(x) =0et f(x) =%g(x) =0l
ola=12etf=gloufa#t2etf =g =0]

3) Soit feC°([0,1],[0,1]) telle que :folf = folf Z  Montrer que f est constante égale a 0 ou 1.
ona:0=[ f-[ F= Iy F®) = F2(0dt = [} £(£) (1 F(£))dt. Or Vt € [0,1],0 < £(t) < 1 donc f(£)(1 — f(£)) 2 0. f(1 — f)est

donc une fonction continue, positive et d’intégrale nulle sur [0,1]. Le lemme d’annulation assure alors que Vt € [O,1],f(t)(1 - f(t)) =
0.Donc, Vt € [0,1], f(t) = 0 ou f(t) = 1. Autrement dit, f([0,1]) < {0,1}. De plus f est continue sur l'intervalle [0,1], donc f([0,1]) est un
intervalle non vide inclus dans {0,1}. Il en découle que :

£([0,1]) = {0} ou f([0,1]) = {1} . Cela signifie que f est soit constante égale a 0 ou constante égale a 1.

4) Soit f continue sur R et a un réel tel que f(a) > 0. Justifier que: 3r > 0/ fa+rf(x)dx > 0et fa f(x)dx > 0.
lim f(x) = f(a) > 0. Comme — f( ) < f(a), le cours assure qu'il existe unréel r > O telque: Vx € [a—r,a + 7], f(x) = —= f(a)

Alorsf " f(x)dx >fa+rf(a)d f(a)r>0etf f(x)dx>fa 1@ gy f(a)r>0

a-r 2
Ex 3 Sommes de Riemann

. N2+ a+.4+ V2" n k
1. Calculer les limites quandn - +ode u, = — Wy = % (1 +;) , Zk "k2+n ,
1 . km 1 k
== Xiliksin(o) et xp, = Z=1W .
NZ+Va+.4NV2E 1 k k
- un=T=;Z’,§:12n - l 7’;Lzlf(ﬁ)'
fe)=2r=eXn® e Riemann
de f sur [0,1]
f étant conti [0,1], li —flf(t)dt—[l 2] =L (2-1)=—
étant continue sur [0,1], lim u, = J; gl okl Rl =B -
n k n k 1 k 1 k
. ow, = h=1 (1 + ;) > 0.Posons v, = In(wy,) = ln( he1 (1 + ;)) = ;Zﬁzlln (1 + ;) = ;Z’,}zlf (Z)
f)=In(1+x) somme de Riemann
de f sur [0,1]
f étant continue sur [0,1], lirJP u, = f f®)dt = f In (1 + t)dt = f In(w) du = [uln(uw) —ul? =2In(2) — 1 .
n—-+oo
(n+p) n(1+) 1 (1+7) 1 Py _1,1 P
- s, =3 n =y W —lyn ) lym p(R)_lylym e(2
k= nk2+n P=0 (n4p)2+n? p OnZ[(1+%)2+1] n“P 0[(1+%)2+1]f(x)t:2+31 P Of(n) n n“P 1f(n)

1 2t
+_
t24+41  2t%+1

m_ In(2)

. . . 1 1
f étant continue sur [0,1], lim u, = f f(o)dt = fo dt = [Arctan(t) -1+ tz)]o =L



. rn=%2 ksm( )—4 San 1—sm(2n2k—n) 4 iz,ﬁl (zk_n) =452n01‘15n=% ﬁzlf(g)

somme de Riemann
de fentreOet1

f étant continue sur [0,1], liT t, = fol f(t)dt. Alors, (1) étant une suite extraite de (t,), (1) tend aussi vers folf(t)dt.
n—-+oo

f(x):x?in(an)

De plus, fol f)dt = f01 tsin(2mt) dt = [ —cos(Znt)] 1 CU;S”O dt = + [S";(;ft)] = —%T. Ainsi, nl—i>Too T, = —i.
k
1 k 1 n . . ) 1
. Xn = 7’2=1n_ek == o1 = ;Z}(l:lf(;) . f étant continue sur [0,1], nl_l)men = [, f(t)dt.
v n 7
e F(x) =% somme dé Riemann

de f entre 0 et 1
or, [ f(t)dt = [} te~tdt = [—te‘t]%J — [ —etdt = -2 + [et)i=1—

2. Justifier que Vx € [0 ] x — ? < sin(x) < x. En déduire la limite de la suite (u,,) définie par : u,, = Y3 sin (%) sin (%)

QN

. Ainsi, 11m Xp = 1——

D’apres la formule de Taylor reste-intégral,

0 2
20 car Vxe[o,f],we[o,x],
- r)

Vx € [0. g], sin(x) = x + féc (x_zt)z (=cos(t))dt = x — I @ os (Hdt <x.

———20 et cos (t)=0

(x— t) x (x— t)

VxE[O ] sm(x)—x——+fx cos(t)dt—x——+f cos (t)dt Zx—xg.

>0 car Vxe[o,f],we[o,x],

G t) ———20etcos (t)=0

3
Ainsi,Vx € [0,%] ,X — % < sin(x) < x.

Soitn € N*.Vk € [[1,n]],% € [0, g] donc % — %(%)3 < sin (%) < % De plus, sin (E) > 0 donc

%sin(%)—%(%)ssm (n) < sm(k)sin(%) Sism( ) Alors, ¥ir_q zsm(k) _E(%) sm( )<un < Xk=1 zsm(k)

[ L= 1—sm [ HE 3sm (5)] <u, < [%Zﬁzlgsin (s)]
[ﬁzzzlf(;)] = [1 e 19( )] <up < [130 F(5)] ot £ = xsin(x) et g(x) = 2% sin(o).

f et g étant continues sur [0,1], nlirfw%Zﬁzlf (%) = folf(t)dt et nl_i)rllw%Z}}:lg (s) = folg(t)dt € R. Par conséquent,
K\ _ 1 _ . 1 o
dim 2y (5) =0x Jyg(0dt =0et lim vy, = [ f(Ddt = lim w,.

Le théoréme de limite par encadrement assure alors que nliTw Uy = folf(t)dt = f01 tsin(t) dt = [t(— cos(t)]} — fol —cos(t) dt =
—cos(1) + [sin()]} = sin(1) — cos (1).

H _ \'2n—-1 *
3. SoitT, =Xy 507 IlEN ) ) )
z -yn - yn-1_-=
a.  Démontrer que: 2351 < Th <3Yp=or;
b. En déduire la Iimite de I quand n- +oo
2n—-1 n— n-1 n-1 n-1
W= Z Z 12 o IS N TS L
= == r
1 ’ 1=
2k+1 2(p+n 2p+2n+1 2 =) +3 p=0p+n+1 Shptnty p=0n+p
n n-—1 n—-1 n n—-1
1 1 1 3 1 1 1 1
Lez +nS 1S oy Parconsequen,Ez:n+ STHSE —y
p=1p p=opt+tn+s5 p=o p p=1 p p=0 p
n-1 1 _lyn-1 1 _ Iyn-1,(P n 1 _ 1lyn P i im Lymn P\ =
b) X350 v n2P=° - nZP=° (n) et Zp:1n+p ~Yp=1f (n) . Comme f est continue sur [0,1], nlieranzlf (n)
ou f(x)=m somme de Riemann somme de Riemann
de f entreOet 1 de f entreOet 1

lim X n-t (%) = folf(t)dt = In (2). Ainsi par encadrement, nl—i>Too T, = @

n—-+oon p

—1\k-1
4. SoitS, = 2=1%, n € N*,
ro (14 +14p. 1) Lol ool
Montrer que : pour toutn € N*,S,,, = (1 to+gt .+2n) 1 to+st .+n).
Calculer lirP Son - On reconnaitra une somme de Riemann .
n—+oo

C. Endéduire que la suite (S,) est aussi convergente et déterminer sa limite.

2n
as_z(—l_Y‘*_zﬂ+zﬂ_z—_l+zl__zl+ l_zl
o k k k k k k k k
k=1 1<k<2n 1<k<2n 1<k<2n 1<k<2n 1<k<2n 1<k<2n 1<k<2n
k pair k impair k pair k impair kpair k pair



S =2 1 + 1 2 1 + 1 1 + 1
= k k- 2p kK~ D k
1<ks<2n 1<k<2n 1=2p<2n k=1 1=2p<2n k=1
k pair
n 2n
Spn = Zl+ 1—<1+1+1+ +1) (1+ +=+ +)
m = D k- 2 3 2n 23
p=1 k=1
=y2zn 1_yn 1 _1ym 1 _leyn-11 1 _ Lyn-1c(k L i
Son = Zk=nk = Yk=o0 oom = k=0T = 5 Xk=0% to- = ) nZk=O (n) + 5. Comme f est contiue sur [0,1],
f(*¥)=; somme de Riemann

de f entreOet1

K\ _ 1 _ L1 . _
nl—1>r41-100n2 (—) = J, f(©)dt = In (2). De plus, lim —-=0.Donc, lim Sy, =1In (2).
1 _1)2n+i-1
52n+1 = in-{lL SZn (Z)T

Alors comme lim S,,,; =1In(2) = lim S,,, lim S, =1n (2).
n—-+oo n—-+oo n—+oo

1 .
=5Snt+ T Donc, ngrpooSZn-'.l = In (2).

. S T . e . L1 K\ (L
5. Soit f une fonction réelle et M-lipchitzienne sur [0,1] ou M € R™*. But :calculer nl_l)l}_loo nzzlskslsnf (n)f (n) .

a. Justifier que f admet une unique primitive F sur [0,1] s’annulant en 0 et que les réels folf(t)dt, follf(t)ldt et

fl f(t)F(t)dt existent.
1 .. k 1 k n
b. Compléter =%y cycienf (5) £ (3) = 220a £ (5) [2 2 £ (B)] - onpose ey = 2 [Shey £ (B)] - [ F(O)at].
c.  Montrer que: Vn € N*, VI € [1,n], |e,| < % .(Cf preuve du théoréme des sommes de Riemann) .
- . L 1 _
d. Endéduire que nll‘szzlﬂf (;) &n=0.
, .1 k 1 1

e. Démontrer que nlirfmﬁzlskslsnf (;)f (;) = [, FOF®)dt.
a. f estcontinuesur [0,1] donc |f| est continue sur [0,1] et f admet une primitive F sur I'intervalle [0,1]. Alors F est de classe

Cldonc continue sur [0,1]. Donc fF est continue sur [0,1] . Aisni, les réels fol f(t)dt, follf(t)ldt et fol f(t)F(t)dt existent.

b, wZiskatsnf (3) £ (5) = mZia Bhe f (5) £ (5) = 2200 f (5) [3 2k f ()]

®)-1 5f(t)dt| = ‘zzﬂlf (%) -zis fi1f<t)dt| = |za:1 [%f ®)- e f(t)dt]

B 1[fk SE )dt—fkl (t)dt] = [Zhes [féf(ﬁ)—f(t)dt]
i :

LT
dans R

|£l,n| g chzl

C. |£ln|= l

The 1[fk f dt - fk . f (t)dt]

lmtégral
~

< Zizlfé
n

£ (3) - o]

et (5) - roe

car f est

L koo m(i-t)’
|€l.n| g ch:lféM|;_t|dt =Z;¢:1fé1\/1(;—t) dt =E§<:1 i
n n k-1
M—lischitzienne

2 2 2
! M(l) _M(l) M(l) M _M
< — (= =—(= < —(-= < —-—< -
|£l'“|_zk=12 n W)L s 3 )

d. |lZ” (L) €z,n| < %Z?ﬂ |f (%)| |€z,n| < %Z?zl |f (%)|% = % E =1 |f (%)” Comme |f| est continue sur [0,1],
1

lim Z |f (%)| = follf(t)ldt € R. Par conséquent, nl_i,Tm%[%Z?ﬂ |f (;)” = 0.l s’en suit : hm Z 1f( )sl,n =0.

o s ] [frou] -2 O]
Bt (1) = 220s O O =51 ()] =350 Q23200 (7 ()

Comme fF est continue sur [0,1], llm llm Z 1f( ) (l) = fo f@®)F(t)dt € R. Alors, en utilisant la limite obtenue au d.,

+oon—-+

Jim =% e f (5) £ (5) = [ foF@

Suites d'intégrales

1. Pourtoutn € N ,on pose I,, = fol—\/%dt .

a. Calculery, I etl,.
b. Etudier la monotonie et la convergence de (I,). Trouver sa limite.
c. Déterminer la limite quand n — +oo de (nl,,) grace a une IPP. En déduire un équivalent simple de I, en +oo.
d. Exprimer I, 4 en fonction de I, et vérifier la cohérence avec les limites obtenues aux questions b et ¢
2. Pourtoutn € N, Onpose I, = ff x(Inx)"dx.
a. Calculer Iy, I et I, .
b. Etablir une relation de récurrence entre I, et [, .
c. Montrer que la suite (I, ) est convergente.
d. Déterminer la limite de I,,.

3. SoitvVn€N,I, = foZ tan®"(t)dt.
1) Etudier le sens de variation de (I,). En déduire que (I,)est convergente.

2) Calculer I, + I,,11. En déduire la valeur de la limite de (I,,).
3) Déterminer un équivalent de [,, quand n — +oo0.



Plus théorique...

1. Soit f une fonction continue sur [0,2]. Objectif : calculer nliTw” fol (f (x 4 %) - f(x)) dx

Un
a. Justifier que Vn € N*, u,, existe et u,, = n [f11+%f(t)dt - f()%f(t)dt].
b. En utilisant une primitive de f, déterminer la limite de la suite u.
2. Soit f une fonction réelle et continue sur [a, b]. Montrer qu'il existe ¢ € [a, b] tel que : f;f(t)dt = fcb f®de.
3. Soit f une fonction réelle et continue sur [0,1]. Calculer nl—i>I-Poo folf(x")dx.

1a. Soit f une fonction continue sur [0,2].

= (4 ) = 1) = o 1 o+ D] - s = [n 1 ] - n ) @
Chg:fles[ ﬁ fwdu + nf fwdu + nf nf(u)du] - nf f)dx=n [f nf(t)dt — f"f(t)dt]

1b, 1¢re methode : Soit F une primitive de f sur [0,2].
(1+)

Alors, u, =n [F (1 + %) - F(1)] - n[ ( ) F(O)] [ % ] [ ] Comme F est dérivableenOeten 1,

LGHRIC)

:Iwﬁlu

:\H\_/

lim F(t)-F(1)
t—1 t—1

Ainsi, nl—i>Toou" = f(1) = £(0).

2éme méthode : L’égalité de la moyenne assure qu'il existe ¢,, € [1,1 + %] etd, € [0%] tel que :

[Hrp@©de = fen) (1+2-1) =2 fle) et [ F(O)de = £(d) (2=0) =2 f£(dy). Done, un = Flen) — F(dn)
Commec, € [1 1+ ] etd, € [ ] ngrfwcn =1et llm d,, = 0. Alors par continuité de f en O et en 1, je peux conclure que, llm U, =
f@) = £(0).
2. Soit f une fonction réelle et continue sur [a, b]. Soit G (x) = f;f(t)dt - f:f(t)dt.
Alors G(x) = f;f(t)dt + f;f(t)dt = 2F(x) — F(a) — F(b) oU F est une primitive de f sur [a, b].
G est continue sur [a, b] (puisque F I'est) et G(a) = F(a) — F(b) et G(b) = F(b) — F(a) = —G(a). Donc G(a) et G(b) sont de signes
opposés. Alors le TVI assure qu’il existe ¢ € [a, b] tel que : G(c) = 0. Alors f:f(t)dt = fcb f(adt.
3. Soit f une fonction réelle et continue sur [0,1]. Montrons nlirllw folf(x")dx = f(0). Posonsu,, = fol f(x™)dx.
Soit ¢ € R*™. Soita €]0,1[.vn € N,
— £ = [ FGx™dx = £(0) = [} fx™dx — [} f(0)dx = [} f(x™) — f(0)dlx
— £(0) = [£ FG™) — F(O)dx + [ F(x™) — f(0)dx .
lun = FO) S |fy ™ FG™) — f(O)dx| + ™) — f(0)dx| £ FIUFG™) = F(Oldx + [ 1f (™) — £(0)dx .
IT )

intégral
f est continue sur le segment [0,1] donc f est bornée sur ce segment. Il existe donc un réel M tel que Vvt € [0,1], |f(t)| < M.
DoncVx € [a, 1], |f(x™) — F(O)] < |[fF(x™)| + |f(0)] < 2M. Alors, par croissance de I'opérateur intégral,

1 1

L™ = f(O)|dx < [, 2Mdx = 2M(1 — a).

Choisissons a tel que : 2M(1 — a) < § Posons donc a = max (1 — ﬁ,%). Alors fallf(x") —f(0)|dx < g

f est continue en 0 donc il existe r > 0 tel que Vt € [0,7],|f(t) — f(0)]| < i Or,Vx € [0,a],0 <x <a <1donc

0 <x™<a™ Commelal <1, liIP a™ = 0. Alors il existe N € Ntelque:Vn = N,0 < a™ < r et par conséquent, Vn = N,Vx € [0,a],0 <
n—+oo

F(X)-F(0
= F'(1) = f(1) donc par composition, lilll = f(1), de méme, lilllw# = f'(0).

x™ < r.JendéduisqueVn = N,Vx € [0,a], |f(x™) — f(0)| < i Alors par croissance de I'opérateur intégral, je peux affirmer que Yn >

N, [1f G = f(Oldx < [ Zdx =<

Ainsi, vn = N, |u,, — f(0)| < 5 + E = €. Je peux ainsi conclure que lirP fol f(x™)dx = f(0).
n—+oo

, 1 3
Suite (ZZ=1p)n21 ouax ER
. 1
A. Convergence ou divergence (Zﬁq@)nzr

Soit @ € R et la suite (Z,,) définie par: Z, = ZZ=1$ .

1. Montrerquesia < Oalors lim Z, = +o
n-+oo

J-k+1idt

2.  Montrer que sia > 0 alors pour tout entier naturel k non nul, (k+1)‘1 <

a. Endéduire la limite et un équivalent de (Z,,) quand a < 1.
b. Montrer que la suite (Z,) converge quand a > 1.
1

Soit n entier naturel. Z,,,.1 — Z, = reveyrs

> 0. La suite (Z,) est strictement croissante.
1 -
1. Vn, ZnZn—a=n @,
Or,sia < Oalors lim n™% =

n—-+oo

Sia = 0alors Z,, = Y3—; 1 = n.Dong, IIT Zp=4+0 sia=0.
n—-+oco

+00. Par conséquent, lir+n Zy=+40 desquea <0.
[o0]



1 . . . *
2. Prenonsa >0 .Posons f(t) = —. Commea > 0 f est strictement décroissante sur R*™*,

Soitk >0.Vte€ [k,k+1],f(k+1) < f(t) < f(k) donc (k+1)‘1 < tla < F Alors par croissance de l'intégrale, fkﬂ(k:l)a dt < fkﬂidt <
k+1 1 k+1 1
fk —dt Ainsi, —— e 1)a _f —dt
Alors pour toutn > 0,2k:1W5 1fk+1 1 < yn l_a Donc, ¥1+1 1a <Y F(k+1)—F(k) < ¥I_ 1ka
_t—a+1 1
Ainsi, Z, + ———1<F(n+1) — F(1) < Z, ou F est une primitive (t )sur R F(t) = {—a+1 sta#
o ) t In(t)sia=1
Ainsi,sia = lalors In(n+1)<Z, <Iln(n+1) —ﬁ +1
[ 1 —a+1 _ 1 —a+1 _ _ 1
sia # 1alors —a+1 [(n+1) =2y = —a+1 [(n+1) 1] (n+1)a +1.
Sia =1alors lim In(n+ 1) = 4oodonc lim Z, = +co.
n-+oo 1 n-+oo
Deplusin(n+1) ——+1 ~too In(n+1) ~to In (n)
n+1 e e :
(—L+1)est bornée ln(n+1)=1n(n)+1n(1+l) 0siA1<0
- 1 " lim n* 1sil=0
et (In(n+1)) tend vers+oo ot (ln(1+;))tend vers 0 Ly
tandis queIn(n)tend vers +oosid >0
2a.Sia=1alors lim In(n+1) = +4ocdonc lim Z, =
n-+co n-+oo [ ) ]
__1 _ In(nt1) _ 7y In(n+1)——+1 Z
De plus, In(n + 1) —+1 +oin(m+1) =In(n) +In (1 + ) oo IN(N) . Et =2 o S _ln(n) S Donc, nl_l)lllooln(n) 1 et

ainsi, Zp~4o In(n).
Si0 < a<1alors lim ;[(n -+ 1)“’“r1 —1] =4 donc,nlim Zp = +o0.

De plus, —[(n + 1) “an1 —-1]- (n+1)“ ——+ 1~ +001%n‘“+1~+m =y [(n+ 1)~%*1 — 1. Par conséquent, Z,,~ +mnn‘“+1

_1 a+l _ __1 1 a+l _
2.b.Sia> 1 alors nl—1>I-Poo — [(n+ 1)~ 1] - (n+1)"‘ +1=1 - € ]Rdonc( [(n + 1)~ 1] -

conséquent, (Z,,) est majorée. Comme (Z,,) est croissante, (Z,) est convergente.

(n+1)‘1 + 1) est majorée et par

s 1 1
B. Limitede (Z’)}ﬂp)nzr On pose S, = Zﬁzl?

Justifier que la suite (S,) converge.

2. Prouver quesi f est une fonction réelle de classe Csur [a, b] alors liT f;f(x) sin(nx) dx = 0
n—+oo

3. Montrer que : ¢: < {Sm ® sit €]0, ]
1sit=0

4. Trouver une fonction polynomiale h de degré 2 et telle que h(0) = 0 et Vn € N*,f:h(t) cos(nt) dt = %
5. Soitn € N. Montrer que : Vt € [0, ], h(t) X5~ cos(kt) = (— - 1)@( )sm (Zn+1 t) - l(ﬁ - t) .

2 2 \2m

s .
) est de classe C1 sur [O‘E]’ on donnera une expression ¢’ .

6. Endéduireque:S, =2 2 (——1)(p(u)sm((2n+1)u) du——f (——t) dt.

7. Endéduire que nl_i)rllef"ﬂ%:n—z. DI- 11

6

A. Dérivation de fonctions définies par un intégrale .

1. Montrer quela fonctlon (x > fg&t(x) dt)est dérivable sur R et déterminer cette dérivée.

2. Calculer 11m—f1 —

3. Montrer que f : (x = fo Arcsin(\/?)dt + focoszxArccos(\/f)dt) est constante (par deux méthodes).

sin(xt) ~t_,0x7t = x. Donc lir% 9x(t) = x, autrement dit, gyest prolongeable par

1. Soitxunréel. g,: (t I @)est continue sur R* et
continuité en 0 par la valeur x. Donc l'intégrale de g, sur le segment d’extrémités O et x existe.
Posons I(x) = fodt. Alors I(0) = 0.

X sm(xt)

Prenons x # 0. Alors, I(x) = [

2
dat = f;‘ sin(u) (—) = f;‘ S G Comme G est continue sur R, g5 admet une primitive
& () u
u=xt
du=xdt

t=0su=0

t=xSu=x2
sur R notée G qui est de classe Ctsur R. Alors Vx # 0,1(x) = G(x?) — G(0). Comme G est de classe Clsur R, I est au moins de classe

Clsur R* et Vx € R*, I'(x) = 2xG'(x?) = Zx%"(x) 2 sin(x). Donc, 11m1 (x) = 0. De plus, 11m G(x*)—G(0)=6(0)—-G(0)=0=

x

%20
1(0) donc I est continue en 0. Ainsi le critére de classe Classure que I est de classe C'sur Ret I’(0) = 0 et Vx € R*,I'(x) =

2sin(x) i.e. Vx € R,I'(x) = 2sin (x).

4, Calculonslmll—f * gt

1 1+¢t8 11468
f est continue sur R donc admet une primitive F sur R. Alors Vx # 1, A(x) = [F(x) F(1)].

——dt.Posons A(x) = —

Posons f(t) = rpve

——,
taux d'accroissement
deF entreletx



Comme F est dérivable en 1, je peux conclure que ’lcl_>n% AX)=F'(1)=f1) = %
5. Montrer que f : (x - fosm " Arcsin(VE)dt + f;*° xArccos(\/f)dt) est constante (par deux méthodes).
u: (t - Arcsin(\/?)) et v: (t - Arccos(\/f)) sont continues sur [0,1]. Or, Vx € R, [0, sin?(x)] < [0,1] et [0, cos?*(x)] < [0,1]. Donc

fosmzx Arcsin(Ve)dt et fowszx Arccos(Vt)dt existe. Donc Df = R.

De plus f(—x) = fosmz(_x) Arcsin(\Ve)de + focosz(_x) Arccos(Vt)dt = fosmzx Arcsin(Vt)dt + fowszx Arccos(Vt)dt = f(x) et

flx+m) = fosmz(xﬂ) Arcsin(vt)dt + focosz(xﬂ) Arccos(Vt)dt = fosmzx Arcsin(\t)dt + focoszx Arccos(Vt)dt = f(x).

Ainsi, f est paire et T —périodique. Nous pouvons donc étudier f sur [0, g]

1% méthode par dérivation:

Comme u et v sont continues sur [0,1], u et v admettent chacune une primitive U et V sur [0,1].

vx ER, f(x) = f;mzxArcsin(\/f)dt + fOCOSZXArccos(\/E)dt = U(sin?(x)) — U(0) + V(cos?(x)) — V(0). Comme U, V, sin?et cos* sont de
classe C1sur leur propre domaine de définition, f est de classe C! sur R et

Vx € R, f'(x) = 2sin(x) cos(x) U’ (sin?(x)) — 2 sin(x) cos(x) V' (cos?(x))

f'(x) = sin (2x)[Arcsin (\/W(x))- Arccos (\/m)] = sin (2x)[Arcsin(|sin (x)])- Arccos(|cos (x)[)]

Alors, Vx € [0,%] ,f'(x) = sin (2x)[Arcsin(sin (x))- Arccos(cos (x))] = sin(2x) [x — x] = 0.Donc f est constante sur [0,%]. Et par parité

et périodicité, j'en déduis que f est constante sur R.
T

1 1 1 1
Vx ER, f(x)=f (g) = J¢ Arcsin(Vt)dt + [z Arccos(Vt)dt = [Z Arcsin(Vt) + Arccos(Vt)dt = fg%dt =7
28¢me méthode par changement de variables:
Soit x € [O,g]. fosm * Arcsin(Vt)dt = fosm * Arcsin (\/sinz(u)) .sin(2u) du
t=sin?(u)
dt=2sin(u) cos(u)du
u=x=t=sin*(x)

U=0=t=0

fosm * Arcsin(Vt)dt = f: Arcsin(sin (w)).sin Qu)du = fox u.sin (2u)du .

De méme, fows * Arccos(Vt)dt = Jr Aresin(sin(w)). (= sin(2u))du = JZu.sin u)du.
t=cos?(u) 2

dt=-2sin(u) cos(u)du
u=x=t=cos*(x)
u:g=>t:0

Donc, f(x) = f;u. sin(2u) du + fxgu sin(2u) du = fogu. sin(2u) du = [u (— %) cos(2u)]§ - f(? (— %) cos(2u) du

_nmn, 1 sin(Zu)g_E
f(x)_4+z[ 2 ]0_4'

B. Limite d’'une fonction définie par un intégrale .
4. Etude de la limite en 0 des fonctions (x - f;x@dt) et (x > f;xwdt) .

5. Soit f une fonction continue sur [0,1]. Calculer ling)if;f(t)dt.
X—

C. Etude de fonctions définies par un intégrale .

6. Soit f la fonction définie sur R* par: f(x) = fxzx - (ﬁzz) .
a. Montrer que f est impaire.

b. Etudier les variations de f.

Cc. Montrerque: lim f(x) =4 et lim f(x) = +o .
x—0% x—+00
. . . 2x et . . * . . .
7. Soit f lafonction définie sur R* par: f(x) = fxxe?dt. Montrer que f est strictement croissante sur R*“et déterminer sa limite en
0 et sa limite en +co.

3 1 e-(1+62)x
Soit @ la fonction définie par : @(x) = | e

Déterminer Dget calculer @(0).

Montrer que :Vx > O,%e‘z" <d(x) < %e‘x .En déduire la limite de @ en +oo et la branche infinie C4 en + .
Faites de méme en —oo.

Etudier les variations de @ et représenter son graphe.

Soit f(x) = flxm%‘m(t)dt.
e. Déterminer Df. Etudier la parité de f.
f.  Etudier la dérivabilité de f et donner une expression de f’(x). Reconnaitre f.

© a0 T ®

Etude d’une primitive
Soit f et I les fonctions définies par: f(t) = w et I(x) = foxf(t)dt
1. Calculer ltirr&f(t) .

2.  Montrer que I est définie, impaire et dérivable sur R et déterminer une expression de I’ (x).
Dans la suite, on cherche a justifier I'existence et calculer lirp I(x)
X—+o00

3. Montrer que I est strictement croissante sur R*. Que peut -on en déduire sur liIP I(x) ?
X—+00



4. Montrer par IAF que Vx = 0, Arctan(2x) — Arctan(x) < o
5. Endéduire que I est majorée sur R*. Que peut -on en déduire sur lilll I(x) ?
X—+00
6. Soitx € R™ . Montrer que : f f@®)dt = fzxwdt
7. Prouver, par encadrement, que 111}_1 f;xwdt = E’”(z)'
X—+00
8. Endéduire liIP I(x) .
X—+00
1) auvoisinage de 0, je sais que : Arctan(u) = u + u&(u) .Donc Arctan(2t) = 2t + 2t €(2t).
—— —_—
e =
par
composition

Donc, f(£) = 2t+2ts(2tt) t—te(t) _

prolongement. f étant continue sur R*, f est continue sur ]R.

2) Alors f admet une unique primitive sur R qui s’annule en 0 : il s’agit de I.Par conséquent, | est de classe Clsur Ret Vx € R, I'(x) =
- Arctan(2x)—Arctan(x) six %0
fx) = { x .
1six=0
3) Vx> 0,2x > x donc Arctan(2x) > Arctan(x) et

=1+ 2&(2t) — &(¢t) . Donc, llmf(t) = 1 et f est donc prolongeable par continuité en 0. Notons f son

Arctan(2x)—Arctan(x)

>0.

Vx < 0,2x < x donc Arctan(2x) < Arctan(x) et Arctan(2x)—Arctan(x) , )

Par conséquent, Vx € R, I'(x) > 0.1 est donc strictement croissante sur 'intervalle R. Alors le théoréme de limite d’une fonction

monotone assure que I admet une limite en +co.
1 1

4) Soit x > 0.Arctan étant continue sur [x, 2x]et dérivable sur]x 2x[ et Vt E]x 2x[, |Arctan’(t)| = SESTA I’inégalité des
accroissements finis assure que : I
cette inégalité est encore vraie pour x = 0.
T 1+x?
5) Alors, que Vx > 1, w <o —_doncI(x) — I(1) = fxwdt < f1 —dt = Arctan(x) — 5 < == % = %‘
Ainsi, Vx > 1,1(x) <= + 1(1) La fonction I est donc bornée au voisinage de +oo. J’en déduis que llm I(x) est finie.
Arctan(zt) Arctan(t)
6) Soitg(t) = { t SLE#0 oy h(t) = { t sit+0 . g et h sont continues sur R.
2sit=0 1sit=0

Donc, Vx € R, [ f(Ddt = [ g(t)dt — [} h(t)dt
D’apres le théoreme de changement de variable, en posant u = 2t dans la premiére intégrale, on obtient :
fy e =" g (5) 5= [ hyar

2x Arctan(u) du x Arctan(t)
f f(t)dt - f u/2 2 fo t dt

2x Arct 0 Arctan(t 2% Arctan(t

I(x) = fo f(tdt = fox rc Zn(u)du‘l'fx rc :m( ) dt = fxx rc :zn( e
relation
de Chasles

7) Soitx € R™*.Vt € [x; 2x],
Arctan(x) < Arctan(t) < Arctan(2x)
Arctan(x) < Arctan(t) < Arctan(2x)

t t t
o(t) h(t) B(®)
Donc par croissance de I'intégrale appliquée aux fonctions continues a, ¢, g sur le segment [x ; 2x],
2 2 2
J- x Arctan(x) dt < f x Arctan(t) dt < f x Arctan(2x) dt. Donc,
x t X t X t
Arctan(x) fxzx%dt < fxzxwdt < Arctan(2x) fxzx%dt. Donc,

Arctan(x)[In (£)]?* < fjxwdt < Arctan(2x)[In (t)]%* . Donc,

Arctan(x)[In(2x) —In (x)] < fxzxm%‘m(t)dt < Arctan(2x)[In(2x) — In (x)] . Donc,

fz" Arctan(t)
t

Arctan(x) x In(2) < dt < Arctan(2x) X In(2).

X
or lim Arctan(t) ==, donc, par composition, lim Arctan(2x) ==
t—>+00 2 xX—+o00

2 . . . -
Et ainsi, fxxwdt est encadrée par deux expressions de méme limite ;—rln (2) quand x tend vers +oo.

8) PuisqueVx > 0,I(x) = fxzx‘qr%an(t)dt, j’en déduis que lirP I(x) = gln(Z).
X—+00

Etude de deux primitives
On pose: Vx € R*,I(x) = fxl s gt et J(x) = fxsm(t) dt.

1. Justifier que I et ] sont defmles, continues et dérivables sur R* et donner une expression de I'(x) et de J'(x).
Démontrer que I a une limite finie L en +oo.
Démontrer que V(x, &) € (Rt J(x) — J(e) =
En déduire /(x) en fonction de I(x), cos(x) et x .
Conclure que : J(x) tend aussi vers L quand x — +oo.

1-cosx) _ 1_%5(8) + I(x) — I(¢€). Pourquoi a -t-on introduit £?

s PN



1-cos(t)

= Sit#0 Sln(t)slt;to

1. Soit f(t) = 1 etg(t) = . f et g sont continues sur R. Donc le cours assure que | et J sont les primitives
=sit=0 1 sit=0
2

sur R de respectivement I et J qui s’annulent en 0. Donc, I et /] sont définies, continues et dérivables sur R et

1200s@ six £ 0
vx,I'(x) = f(x) = x12 . etdeJ'(x) = {

-six=0
2

sin (x)

szx;tO
151x—0

2. Vx,I'(x) = 0.Donc [ est croissante sur R. alors le théoréme de limite d’une fonction monotone assure que I admet une limite L en +co.
vx > 1, I(x) fll cos(t)dt_l_fxl cos(t)d

1- cos(t)

Oor,Vx>1\Vte[1,x], 0< =.Donc, 0 < f“ cOs(t)dt<f —dt— [——] —%

Vx> 1,1(x) = fl - COs(t)dt + fxls(t)dt < I(1) + 2.1 est donc majorée et par conséquent, L est finie.
3. Soit (x,€) € (R™)? tel que € < x.

TG —J(&) = fexsin_t(t)dt = [(1 — cos(b)) ] Exl cos(t)dt _ 1= c;s(x) 1— coS(S) +1(x) — I(e).
u(t):lffcos(t)

v(t):%
u et v sont
C* sur [&x]

v n’est pas de classe Clsur [0, x] mais I'est sur [, x] . C’est pour cette raison qu’on a introduit &.

4. Iet] sontcontinuesenOi.e. lin&](s) =J(0)=0 et lin})l(e) =1(0) =0 ;alorsen passant a la limite quand € — 0 dans I'égalité
£ &>

os(s) 1 /*\

précédente, j'obtiens : J(x) — J(0) = — 0+ I(x) —1(0) (puisque llm £

1— cos(x)

cos’'(0) = 0).

1-cos(x)
x

Ainsi, Vx > 0,](x) = + 1(x).

5. (x> 1—cos(x))est bornee et lim 2 =0.Donc, lim =22W —
x>+ X x—+o00

xl_l)I_POO J(x) = L=x1—1>r-|1—loo 1(x).

= 0. De plus, lermI(x) = L. Par conséquent, xliToo](x) existe et

INTEGRALES DE WALLIS

T

A. Pourtoutn € N, on pose. W, = foz(cos @®)"dt
Etablir une relation de récurrence entre Wy,et W,,_,.
En déduire une expression de I,,, et de I, avec de factorielles puis de coefficients binomiaux.
Montrer que nW,,W,,_; est indépendant de n et préciser sa valeur.
Montrer que la suite (I#;,) est monotone et convergente.
Déterminer sa limite . (on démontrera autrement ce résultat dans le chapitre « suite »).

. . g . 2
Démontrer que lim vnW, = Z En déduire que lim @< p) =1.

n-+oo 2 po+oo 4P \ P

1. vneN,(tw (cos(t))") est continue sur [O,g] donc W, existe.

Soitn € N.Vt € [O, g],cos(t) €[0,1] donc, 0 < (cos(t))wr1 < (cos(t))n <1

R

Par conséquent, 0 < fof(cos(t))nﬂdt < fg(cos(t))ndt < Jzldtie 0 S Wy SW, < g

J'en déduis que la suite W est décroissante et bornée donc convergente.
2. Soit & €]0,7[ .Je cherche ny € N tel que : Vn = ng, |W,| < .
us

Soitn €N. |W,| =W, = fg(cos(t))ndt + fgz(cos(t))ndt.

D' une part, V't € [0 ] 0< (cos(t)) < 1ldonc, 0< [z (cos(t)) dt < fz 1dt =

Nlm

N | M

)) .0r,0< cos( ) <1 doncnhm (cos (2))71 =0t

D'autre part, Vt € [ ] 0 <cos(t) < cos( ) < 1ldonc0< (cos(t)) < (cos(

= (Cos (5)>n <=

n
Par conséquent, il existe ny € N tel que : Yn = n,, |(cos (E))

Alors, Vn = n,, Vt € [ ] 0< (cos(t)) et par croissance de I'intégrale, 0 < ff(cos(t))n dt < fg%dt < fg;dt = g
Jen déduis que Vn = ng, |[W,| < §+ E = &. Je peux ainsi conclure que “T W, =0.
n—+oo
3. Soitn€eN.
Whin = fg(cos(t))n”dt = fg(cos(t))n(cos(t))zdt = [Z cos™(t) (1- sinz(t))dt
Witz = fO?cos”(t) dt + fo —sin(t) cos"(t)} sin(t) dt = W, + [w sm(t)] f_Ll(t)cos(t) dt = %
u'(t) v(t)
1 +1
Donc, (1 + m) Wiy2 = Wy et ainsi, Wy, = n—+2Wn.
4. Soitn € N.
1¢ cas:npairie.n=2p
2p—1 2p—1 2p—3) (2p—1)(2p—3)(2p—5) (2p—1>(2p—3) 31
Woy =———Wyopy o =|——— )| z——= | Wsp_4 = Wop_g == =W
o 2p  #? ( 2p )(Zp—Z Zp-4 2p J\2p—2/\2p—4) %P8 2p J\2p—2/"42"°

_ (2p-1)(2p-3)..3 T

- T
20 7 (2p)(2p-2)..4.2 2 car Wo = fOZ ldt = 2



— (2p—1)(2p—3)...3£= (2p)(2p—1)(2p—2)(217—3)...4)(3)(2E= (2p)! T _ (2p)! T . Ainsi, W, _i Zp 3
20 7 (2p)(2p-2)..4.2 2 (2p)2@P-2)2_42x22 2 aP[p(p-1).2x1]22  4P(pH22 22 "4\ p )2
28mz cas - impairie.n=2p +1
—_2p — (2P )\ (2p=2 — (2P (2p=2)(2p=4 — .= (2P \(2p22) 42
Wap+1 = 2p+1 Wap-1 = (2p+1) (Zp—l) Wap-3 (2p+1) (Zp—l) (2p—3) Wap-s (2p+1) (Zp—l) 53 Wy
_ (2 \(2p=2) 42 -z = sin (%) = sin(0) =
Wapt1 = (2p+1) (Zp—l) w5 car Wy J& cos (t)dt = sin (2) sin(0) = 1
_( 2p 2p-2\ 4 2 _ (2p)?(2p—2)°..4%x222 _ 4P[p(p-1)..2x1]* _ 4P(@H? . . _ 4P
Waps1 = (2p+1) (Zp—l) 573 7 (2p+1)(2p)(2p-1)(2p-2)(2p-3)..4X3X2 (2p+1)! ~ @p+))!” Ainsi, Wayp = (2p+1)(21’)'
P

5. PosonsVn € N*, t, = nW,W,_; et montrons que la suite t est constante.

Soitn € N*.tp 1 = (n+ DWWy, =(n+ 1) Wy Wy, = nW,_ W, = t,.

La suite t est donc constante égalea t; = W1W0 = ;. Ainsi, Vn € N*, nW,,_;W,, = g
6. D’apres a., on sait que W est convergente. Notons L sa limite.

Alors en passant a la limite dans I'égalité W,,_ W, = % ,on obtient L? = 0 soit L = 0.

7. W est décroissante donc Vn € N*, W, < W, < W,,_; et nWyWyyq < nW;2 < nW,W,_, = g
Or, nW,W,_, = [L] [(n+ DWW,_1] = [ﬁ]%’ﬂw Z. Donc, lil’ll nW,Wpyq = g Alors, 'encadrement ci-dessus, permet de conclure
[oe]
que 11m nW,2 = = . Par conséquent , nW}, 2~ o = . Alors, W2~ % et par conséquent, W, ~, » /%
2p\n [ 4P
Alors, 4—p( ) =Won~ioo f Donc ~+°°ﬁ'
1
¥ —
B. Pour toutn € N*, on pose J,, = 11+00fO (1+t2)nd
1. Justifier que Vn € N*,J,, existe et est finie.
2. Etablir une relation entre J, et [ 41-
3. Démontrer Vn € N*, J, = Wy,,_1) et en déduire la limite de (/).
1. Soit n un entier naturel non nul.
1 . ’ PR .
Posons g, (t) = RFTOT Jn est continue sur I'intervalle R donc d’apreés le cours, f,: (x » fo (1+t2)" dt) est la primitive de g, sur R qui

s’annule en 0. Ainsi, f,, est définie et dérivable donc continue sur [0,1] et f;; = g, sur [0,1].
vt € [0,1], fi, (t) = g (t) > 0 . Donc, f;, est strictement croissante sur R. Alors le théoréme de limite d’une fonction monotone, f, a une
limite I, en +oo finie ou infinie.

* * —_— x—1 =
De plus, Vvn € N* ,vx > 0,Vt € [0,x],0 < —(th)n < th doncvn € N*,vx > 0,0 < fo (1”2)" dt < fo (1+t2)1dt Arctan(x) <
E' Comme f,, est majorée, cette limite J, est finie.
2. Soitnun entier naturel non nul.
X 1+t? x 1 1,x 2t
VXE]RIO (1+L‘2)” —fomdt—fomdt‘l'—fomtdt
R = fen(+] Hle D) ], 0 (D) o ] = a0 + (50 e + o0
Donc, ( )fn(x) far1(x) + (— —) Ty . Alors, passons a la limite quand x — +oo dans cette égalité,
_L;~ — L) yt-2n — S D ; ) =
( Zn) (1x0)" x—>+oo( Zn)x .Comme1l—-2n<0, xl_l}rpQQ( n) o) 0 et par conséquent, (1 2n)]” Jn+1-
L 2n-1
Ainsi, Jy+1 = ( = )]n
3. Initialisation .fl(x) fo D ——dt = Arctan(x) .Donc, J; === W,.

(E) Wan-z = (Zn—l)]n = Jn+1-

. 2n 2n
Tes

Propagation : Soit n € N*. Supposons que [, = W1y AIors, Won
d!

Q
2L

CCL:Vn € N*, ], = Wy(;,_q) par le théoréme de récurrence simple.
Comme lir_{l w, =0, lirp Wan—1) = 0 (car (Wy_1)) est extraite de W).Jen déduis que : lirP Jo=0
n—-+oo n—-+oo n—-+oo

x t"
C.Pourtoutn € N, on pose : pourn € N et pour x €[0,1[, f,(x) = fo ﬁdt

1. Soitn € N.

a) Justifier que f,, est bien définie sur [0,1].

b) Calculer f; et sa limite Iy en 1~.

c) Montrer que la fonction f,,est majorée par I .

d) En déduire I'existence de la limite I,, de f,, en 1-.
2. a) Montrer que la suite (I,) est monotone et convergente.

b)  Trouver une relation entre f,et f,,_,, pour n € N\{0,1}

c)  Endéduire la relation nl,, = (n — 1) I,_, valable pour tout entier naturel n > 2.

d) Montrer que Vn € N, I, = W, par deux méthodes.

1a) Posons g, (t) = est continue sur l'intervalle [0,1] donc d’apreés le cours, f,, est la primitive de g, sur [0,1] quis’annule en 0.

t'ﬂ
T In
Ainsi, f;, est définie et dérivable donc continue sur [0,1] et f, = g, sur [0,1].

1 . .
1b) Vx €[0,1], fo(x) = f;cmdt = Arcsin(x).Donc, Iy = )}LI’Ill_fo(x) ==




1c) Soit x €[0,1[.Vt € [0,x],0 < — Donc, par croissance de I'opérateur intégral, 0 < t< dt .Donc, 0 <
) [01[.¢ € [0,2],0 < - < ~=— Donc,p p gral, 0< [ e < f7 =

fnx) < Arcsin(x) < E . Ainsi, la fonction f;, est majorée par I, .
1d) Vt € [0,1], fp (t) = gn(t) = 0 et f, (t) ne s’annule qu’en0 . Donc, f;, est strictement croissante sur [0,1[. Alors le théoréme de limite
d’une fonction monotone, f;,, a une limite I, en 1-finie ou infinie. Comme f,, est majorée, cette limite I,, est finie.

2a)Soitn € N. [, = lim fa@)etly = lim frs1 ().

Tl.+1
m \/_alor50<f\/1_7dt<f0\/_

0< frii(x) < ful) < ;. Donc, par passage a la limitequand x - 17,0 < I, ;1 (x) < I, (x) < g
La suite (I,) est donc décroissante et minorée donc convergente.
2b) Soitn € N\{0,1}.
" 1 (-2t
vx €[0,1], fn(x)zf;‘ﬁ =— fyent 229 4r = {[t" W1—1t2 ] — =Dt dt}

vx €[0,1[, vt € [0,x], t € [0,1] donc, 0 < t'”'1 <thret 0< dt Jen déduis que : Vx €[0,1],

2\/1 t2
2 —t ) 1 5 ( ) X gn-— 2 tn

fu(x) = x™ 1\/1—x2+(n—1)f tn x 11—« +n—1f - dt
" v— Vi-2 Vi@
fu() =21 =22 + (n = D[fn—2(x) — ()]
Ainsi, Vx €[0,1], nfp(x) = x" W1 —x2 + (n — 1) f_o ().
2c) Donc, par passage a la limite quand x = 17, nl, = 0+ (n — 1)I,,_,. Ainsi, I, = 1)I
2d) 1% méthode : Effectuons une récurrence double pour prouver queVn € N, [, = Wn .
Ip =W

t x1 -2t x .
vx €[0,1], f1(x) = fo Wdt o Eﬁdt =—-[V1i- tz]o =1-+v1-x2DoncI; = J}erll_fl(x) =1=W,.
Soitn € N. Je suppose que Wy, = I, et Wy 1 = [,41. Alors, I o = (Z:) I, = %Wn = Whsa.

CCL : le théoreme de récurrence double assure alors quevn € N, I, =W, .
28me méthode : Effectuons un changement de variable

Vx €[0,1], fu(x) = f;‘%dt = f;msm(x)sin"(u)du = F(Arcsin(x)) — F(0).
cv F étant
te[0,x]c[0,1] une primitive
t=sin(u) de (u-sin™(w))
u=Arcsm(t) sur [0 E]
du= Jl_zdt 2

Donc, I, = )}erll_ fa(x)=F (;—r) —F(0) = f02 sin™(w)du = W,

Inégalité de Cauchy-schwarz
A. Soit f une fonction de classe C* sur [0,1] a valeurs réelles et telle que f(0) = 0.

a) Soitx € [0,1] .Montrer que : f(x)? < xf:f’(t)zdt.

b) En déduire que : folf(x)zdx < %folf’(x)zdx.
B. Soit f et g réelles et continues sur [0,1] et telles que folf =0.

2

Montrer que (flf(x)g(x)dx) < (flf(x)zdx) (flg(x)zdx - (flg(x)dx) 2)

C. Soita et b deux réels tels que a < b. Montrer que 1nf{(f f) (f )/f € C°([a,b], ]R“)} =(b—a)?

1.Soitx € [0,1]. f(x) = f(x) — £(0) = [ f' ().

C.S(*x)
Done ()2 = (f§ F'®)de)” = ([{1x f'0de) 2 (fF12de) ([(F' @) dr) =x([F(F©) de) . € - Det (¢
f'(t)) étant continues sur [0,x], 'inégalitéde Cauchy — Schwarz s'applique)
2.vx € [0,1], f(x)?> < x (fox(f’(t))zdt) .Deplus, Vx € [0,1],f:(f’(t))2dt = fol(f’(t))zdt - fxl(f’(t))zdt et comme f'Z est positive sur
[0,1] doncsur [x, 11, [1(f'(£))dt = 0. Donc vx € [0,1], [X(f'(£)) dt < [ (f'(D))"dt et par suite, Vx € [0,1], f()? < x [(f' () "de <

2
x fol(f’(t)) dt .Comme f? et I'identité sont continues sur [0,1], la croissance de I'opérateur intégral sur [0,1] assure que folf(x)zdx <

constante notée C1
1 Cx? c_1pl7,, 2
fO Cxdx = [T]O = B = Efo (f (t)) dt .
B. Posons ¢(x) = g(x) — folg(t)dt = g(x) — C. Alors ¢ est continue sur [0,1] car g I'est. Comme f I'est aussi, I'inégalité de Cauchy-Schwarz

-
constante C

assure que (flf(x)q)(x)dx)z < (LU ) () (p()) dx).
or, [ Fe(dx = [} F)(g(x) - Odx = [} F0)g(x)dx — € [ fea = [ FGgeods,

Et, fo ((p(x)) dx =f0 (g(x) — €)%dx —f (g(x)) —2Cg(x) + C%dx —f (g(x)) dx—ZCf g(x)dx+C2f 1dx

2
=f (g(x)) dx — 2C2 4 C2 =f (9(0) dx—C2=f (9(0) dx—<f g(t)dt)
0 0 0 0



ven déduis que ([} f(g0dx)” < (I a0, (g@) ax - (I g(0rd)
p. Notonsa={([f) (/! )/f € C(la,b LR}
Soit f € C°([a,b ], R*™). A/ors,; € C"([a,b],R™) donc f:f et f:% existent. Donc 'ensemble A est bien défini. Par suite,

A estun sous-ensemble de R et A est non vide puisque f; 1 X f;% =(0b-a)ieA

2
De plus,Vf € C’([a,b ], R**),\/f € C’([a,b |, R**) et‘/i_ € C°([a,b ],R™™) donc €.S assure que( (fb\/f X i) < (f: f) (f: %) ie.
(b-a)? = (f: 1) (f f) (f ) Donc A est minorée par (b — a)?. Comme, de plus, (b — a)? € 4, (b — a)?

(b—-a)? = min{(Lbf> (Lb;> /f €C’([a,b ],]R{Jf*)} et par suite, (b — a)? = inf{(fabf> <Lb%> /fEC([ab], R“)}.

Une preuve de l'irrationnalité de e
1 01
Pour toutn € N, on pose u,, = Efo (1—1t)"etdt.
1. Trouver une relation entre u,, et un+1

En déduire que:vVn € N,u, = e — p 0

1
n —
2 .On note v, = Zp=0p|
. . . 1
3. Démontrer que la suite v converge en cronssant vers le réel e. On a donc 11111 2?:0; =e
n—-+oo .
4. Supposons un instant que e soit rationnel. Posons alors e = i tel que m et g entiers naturels non nuls et premiers entre eux.

Montrer que q! (e — v,) € N™.
1 1 1

(q+1)*  (q+1)3 tet (q+1)™4°

b. Montrer que pourtoutn € Ntgn > q,0 < q! (Un = vq) < —
c.  Endéduire que pourtoutn € Ntgn>gq, 0<q! (v, — vq) <7
d. Endéduire que 0 < q!(e—vq) S;.

e. Conclure.

1.Soitn € N.
1
Uns1 = ooy Jo (L= O etde = +1),{[(1 t)"+1 - Jy —~(n+ 1D - Oretdt)

__~1 n+1 _n\n,t _ n.t — -1
Unt1 = s (n+1)rf (1 teldt = _(n+1)' f (1 —t)"etdt. Ainsi, un+1 G e
2p €N upy —up = +1), Donc, Vn € N* 3% O(upJrl up) = In2h 0(p+1)‘ Et aprés simplification , j obtiens :
41 ) 1 1
Up —Up = — 235 oD ie. Uy =uy— Zp:lﬁ' Or, ug = fo efdt =e—1.Ainsi, u, =e—1 —373_ 1, =€~ ;,‘:0;.

|
R

3. C'estun résultat de cours obtenue grace a I'inégalité de Taylor-Lagrange: pour tout réel x, nL‘Tw szo—
1
Doncpourx =1, lim Y% _,— =e
p ’ i@ Zp_() p!
N m N N o
4. Supposons un instant que e = 7 ou m et q entiers naturels non nuls et premiers entre eux.

1 q!
a. Alors, q! (e — vq) =q! (——Zp Op') m(q—1)! — p 0; =m(qg—1)!— ZZ 09(@—1)(@—2)..(q —p +1). Comme lasomme et le
produit d’entiers sont entiers, q! (e — vq) est entier. De plus, g! (e - vq) > 0 car la suie v tend en croissant strictement vers e donc e — Vg >
Oetq!> 0.JVen conclus que q! (e — v;) € N".

b.Soitn € Ntqn > q .Alors v, — v; > 0 car v est strictement croissante. De plus,
n

q! q! q! 1 1 1 1
Hvg —vy) = q! Z —= + +ot—= + + ot
4t (v =) T L @Dl @) n g+l (@+D@+2) @+DE@+2@+3) @+D@G+2D)n
U S SR S 1
Tq+1 (q+D?* (@+1)37 (gDl
1

1 1
Ainsi, 0 < ¢! (vn = vq) < @ T T T e
1 \q-1+1 1\ 4
1 1 1 1 1‘(@) 1 1‘(@) 1 ) i 1
d. tertart Yo T T o g < Parconséquent, 0 < g! (v —vy) < p

q+1

somme géométrique de raison #
e. Or, il n’existe aucun entier strictement compris entre 0 et p Donc I'hypothése « e rationnel » aboutit a une contradiction. J’en conclus que

e est irrationnel QUF !11!



