CORRIGE TD 15 Polyndmes

_1\k—
Le cours assure que In(1 + x) = 7([:1( 1; x* 4+ 0y(x™) et —— (1+ 5= k=o(=DFx* + 0o(x™) et
P(x) Q(x)

f(x) = somme des termes de degré inf an de P(x)Q(x) + 0o(x™).

o
sij=1

0sij=0
Donc, ¢ = ugvo = 0 et Vk € [1,n], ¢, = X. (1)] —— (- =3k (1)_ = (D rYh

In(1
Ainsi, f(x) —%—Z" (=D 1akxk+oo(x”) ol ay —Z}-=17—2p=1;

Or, P(x)Q(x) = X2, cxx¥ oty = Z;Y:Oujvk_j et u = { et v; = (—1)/

Le polynéme nul est solution.
Analyse : Supposons qu’il existe un polynéme P € R[X] non nultel que : P(X?) = (X? + 1)P(X).
Posons d = deg(P).
Alors, deg(P(X?)) = deg((X? + 1)P(X)).0r,degP x deg(X?) = 2d et deg((X? + 1)P(X)) = deg((X? + 1)) + deg(P) = 2 + d.
Donc,2d =d + 2doncd = 2.
Ainsi les solutions non nulles de notre probléme sont nécessairement de la forme P(X) = aX? + bX + ctelsque a, betcréelseta = 0.
Ces polyndmes sont-ils tous solution ? Prenons P(X) = aX? + bX + ctels que a, b et c réels eta = 0. Alors,
—c—a=0 c=-a

P(XZ)=(X2+1)P(X)<=>aX4+bX2+c=(X2+1)(aX2+bX+c)<=>—bX3+(b—c—a)X2+bX=0<=>{b b =0 b=0-

Ainsi, les solutions de notre probléme sont tous les polynémes de la forme a(X? — 1)tq a € R ( pour a = 0, on retrouve le polynéme
nul).

={

1. Soit P une fonction polynomiale réelle.
1" cas P = 0. Alors P n’est pas solution de (E).
2¢me cas P # 0. Posons d = deg(P).

Alors deg(x? + 1) P"(x) = deg(x? + 1) + deg(P"(x)) = {
Et le cas échéant, codom(x? + 1) P"'(x) = codom(x? + 1)codom(P"") = d(d — 1)codom(P).

2+d—-2=dsid=2
—oosid<2 ’

1° ss-cas sid < 2. Alors deg((x? + 1)P"(x) — 2P(x)) = d = deg(P(x)). Donc pour que P soit solution de (E) il faut que
d = deg((x? + 1)P"(x) — 2P(x)) = deg(—x) = 1. Posons P(x) = ax + b.
Alors Vx, (x?2 + 1)P""(x) = 2P(x) = —x & Vx,—2(ax +b) = —x S a = %et b = 0.Donc P: (x - %x) est la seule solution polynomiale
de degréinfa .

2° ss-cas sid > 2. Alors d(d — 1)codom(P) — 2codom(P) = (d? — d — 2)codom(P) = (d — 2)(d + 1)codom(P).

Donc sid = 2 alors deg((x? + 1)P"(x) — 2P(x)) < d = 2. Posons P(x) = ax? + bx + c.
Alors Vx, (x? + 1)P"(x) — 2P(x) = —x & Vx, (x2 + 1)(2a) — 2(ax? + bx + ¢) = —x & 2a — 2¢ = Oet — 2b = —1.
Sa=ceth= % Donc P: (x >a(x?+1) + %x) tq a # 0 sont les solutions polynomiales de degré 2 .
Donc sid > 2 alors deg((x? + 1)P" (x)) = deg (—2P(x)) mais codom((x? + 1)P"'(x)) # codom (2P(x)) .Donc, deg((x? +
1P"(x) —2P(x)) = deg(P) > 2. Par conséquent, Vx, (x2 + 1)P"(x) — 2P(x) # —x . Donc, (E) n’a pas de solution polynomiale de
degré supérieur a 3.
Ainsi, les solutions polynomiales de (E) sont les fonctions (x B a(x?+1)+ %x) tga € R.

2. @:(x » x? + 1) est une solution polynomiale non nulle de (EH) .

Eneffet,Vx,x2+1=(x2+1+> |- Z donc @ est la différence de deux solutions f; et f, de (E). Or la différence de deux solutions
f1(%) g sz.é )
=fi(x =fr(x

d’une équa. linéaire est une toujours une solution de ’équation homogene associée.
3. Comme (x - ) est une solution particuliére de (E). Il reste a déterminer toutes les solutions de (EH).

Soitf: R = R fonctions deux fois dérivable sur R et k: ( ’{( )) Alors k est deux fois dérivable sur R et
Vx €ER, f(x) = k(x)(x? + 1), f'(x) = k' (x)(x? + 1) + 2xk(x), f""(x) = k" (x)(x? + 1) + 2xk’(x) + 2k(x). Donc,
f solution de (EH) & Vx € R, (x% + D[ k"' (x)(x? + 1) + 2xk'(x) + 2k(x)] — 2 k(x)(x2 +1) =0
S VxeR, (x?+ Dk (x)(x? + 1) + 2xk'(x)] = —x < k'est solution de l'edl1 (EH1): (x% + 1)y’ + 2xy = 0.
mRésolution de (EH1):



1
(x2+1)"

2x
1+x2

In—t—
Alors A: (x ~ In(x2 + 1)) est une primitive de a sur R et e 4(%) = = ING*+1) = o "GZ41) =

Posons a(x) =

c
1+x2

Donc les solutions de (EH1) sont toutes les fonctions de la forme (x = ) ou c constante réelle.

mRetour a (EH):
f solution de (EH) < il existe une constante c telle que Vx, k'(x) = 1+sz

& il existe deux constantes réelles c et d telle que Vx, k(x) = cArctan(x) + d.
& il existe deux constantes réelles c et d telle que Vx, f(x) = cArctan(x)(1 + x?) + d(1 + x?).

Ainsi, les solutions de (E) sont toutes les fonctions de la forme (x > cArctan(x)(1 + x?) + d(1 + x?) + g) tg ¢ et d constantes

réelles.

1)Soit P € R, [X]. Alors il est évident que f(P) € R[X]. De plus,
deg((X2 + X)P”(X)) =2+degP"<2+deg(P)—2=deg(P)et deg((ZX +1P'(X)) =1+ deg(P’) <1+deg(P—1=deg(P)
Donc, deg (f (P)) < max (deg ((X? + X)P"(X),deg ((2X + 1)P'(X)) < deg (P). Donc, f(P) € R,[X].
2)P =Y¢_,a; X*¥ # 0telque d = deg(P) donc ay # 0.
a) Alors, P = {Zz:]- akk)'(k—l sid=>1 etP" = {Zﬁzz akk(k — 1)Xk—zsi d> 2
0sid=0 0sid<1
1¢cas:d = 0.Alors, f(P) =0=0P.Donc 1 =0.
28mcas:d = 1. Alors, f(P) = X+ Daget AP =az X +ag_4.
Comme f(P) = AP, (2X+ 1)a; = Aa; X + Aag.Donc A =2 =d(d + 1) et a; = Aag = d(d + 1)a,. OK!!

3*mecas:d = 2. Alors,
d

Z agk(k — 1)X*2

d k=2 d d d
= z agk(k — DX* + z agk(k — DX*1 + Z 2a,.kX* + z agkxk-t
k=2 k=2 k=1 k=1

d d-1 d d-1
= Z agk(k — DX + Z ik (k + XK + Z 2a,kX* + Z gy (k + XK
lé:i k=1 k=1 k=0

= Z[akk(k — 1)+ agpk(k + 1) + 2aik + agq (k + D] X* + agd(d — )X + 2a,X + 2a,X + 2dagX? + a; + 2a,X
k=2

d

Z akak_l

k=1

f(P) = (X*+X) +(@2X+1)

d-1
= > [agk(k + 1) + agyq(k + 1)?] X* + agd(d + DX + a;, + 2(a; + 2a,)X

=2
Alors, f(P) = AP & ay + 2(ay + 2a,)X + Y82 agk(k + 1) + agq (k + 1)1 X5 + agd(d + DX = ¥¢_, Aa, X* et les coefficients d’un

a; = Aay
- 2(a; + 2a;) = Aay
vk € [2,n], apk(k + 1) + agy1(k + 1)% = Aay’
add(d + 1) = )lad
A=d(d+1)car az # 0,
_ (d=0)(d+0+1)

a, = d(d + 1)a0 - Tao
d(d+1)-2 d?+d-2 (d+2)(d-1)
A a=—7 1= &= 7
_ (d(d+1)-k(k+1)) _ (d*-Kk*+d-k) _ (d—k)(d+k+1)
vk € [2,n], axyr = D2 U=y W T ey M

(d-k)(d+k+1)
sAl=dd+1)etVke{0,1,..,d— 1},ak+1 = e

Ainsi, A = d(d + 1) et Yk € {0,1, ..., d — 1}, ays;s = %ak.
(d+k)!

b)vk € {0,1,...,d},|a, = ————=a .

[(:)' (d-I)I(kD)? OLH(k)

(@)!(0n?

Propagation: Soit k € {0,1, ...,d — 1},.]e suppose que a; =

Initialisation: ay = ay. Donc H(0) est vraie.
(d+K)!

(d-k)!(kD? 0"



Al _ @-@+ktD)  _ @-0@+k+D) @) @k EEDEEe (@
O Gt =z W T T Gz @0k 0 T (@—k- D@k genzaeEn® X T @—k-niaeEnn? 1

Donc H(k + 1) est vraie.

CCL: Le théoréme de récurrence finie assure que Vk € {0,1, ..., d}, a, = % 0-
c) En raisonnant par équivalence dans la question 2a. , on a, d’une part, montré que les polynémes P = ZLO apX*tel que: a, € R*

_ (d+k)! R . _ @ . 1
vk €{0,1,..,d},a; = o %0 sont les polyndmes non nuls vérifiant f(P) = d(d + 1)P. En prenantay = @ %= lie.ag= @,
le polynéme Qg = Xi_o axX*tq ay = % etvk € {0,1,...,d}, a; = %ao est Uunigue polynéme unitaire vérifiant £ (Q4) =

()

d(d+1)Qg.

1. Les polynémes P constants vérifient P(X + 1) = P(X).
Soit P un polynéme non constant. Imaginons un instant que P(X + 1) = P(X). DoncVz € C,P(z + 1) = P(2).
P étant non constant, le théoréme de d’Alembert Gauss, P admet au moins une racine complexe a. Alors P(a) = 0. Alors P(a + 1) =
P(a) = 0.Donc, a + 1 estracine de P . Alors P(a + 2) = P(a + 1) = 0.Donc, a + 2 est racine de P . On montrer alors facilement par
récurrence que Yk € N, a + k estracine de P. Ainsi, P a une infinité de racines donc P est le polyndme nul ce qui contredit le fait que P
n’est pas constant. Ainsi, il n’existe pas de polyndme non constant vérifiant P(X + 1) = P(X) et les polyndmes constants sont les
solutions de notre probleme.
2. Le polynéme nul est solution et c’est le seul polyndme constant solutioncarsil € Ralors X +3)A=X1<31=0< 1=0.
Analyse : Soit P un polynéme non constant.
Supposons que XP(X + 1) = (X + 3)P(X). DoncVz € C,zP(z + 1) = (z + 3)P(2).
En particulier pour z = 0, 0P(1) = (3)P(0) et ainsi, P(0) = 0.
=0
En particulier pourz = —1, (—1) Iz@ = (2)P(—1) et ainsi,P(-1) = 0.
=0
En particulier pour z = —2, (=2) P(—1) = P(=2) et ainsi, P(=2) = 0.
=0
Donc 0,—1 et —2 sontracines de P . Alors il existe Q € R[X] telque : P(X) = X(X + 1)(X + 2)Q(X).
Alors XP(X +1) = (X +3)P(X) sécrit X(X + DX +2)(X +3)QX + 1) = (X +3)X(X + (X + 2)Q(X) . Donc,
XX+ DX +2)X+3)[Q(X +1) —Q(X)] = 0.Comme le polyndme X (X + 1)(X + 2)(X + 3) n’est pas le polynéme nul ( puisque ‘il
est de degré 4) et que la multiplication interne de R[X] est intégre, je peux affirmerque Q(X +1) —Q(X) =0i.e.Q(X + 1) = Q(X).
Alors d’apres ce qui précede, Q est un polyndme constant. Ainsi, P(X) = AX(X + 1)(X + 2) tel que A € R* ( car P non sconstant)
Donc. les solutions de notre probléme sont de la forme AX (X + 1)(X + 2) tel que A € R (en ajoutant le polynéme nul).
Synthése : Soit P = AX(X + 1)(X + 2) telque A e R. Alors XP(X + 1) = XAX + 1)(X + 2)(X + 3) = (X + 3)P(X). Donc P est bien
solution.
Ainsi, les solutions de notre probléme sont tous les polyndmes de la forme AX (X + 1)(X +2) tg A € R.

Le théoréme de la division euclidienne assure qu’il existe deux uniques polynémes R et Q tels que : P = BQ + R et deg(R) < deg(B) =
2.Donc deg(R) < 1li.e. il existe deux scalaires u et v tels que R = uX + v.
Deplus,B = (X —a)(X — b).Donc,P =X —a)(X —b)Q + uX + v.
Nt L 2
T
1¢"cas:a # b.

Pla)=T(a)+ua+v=ua+v Al { P(a) —P(b) =ua—ub (L; « Ly —Ly)

Alors, comme a et b sont racines de 7, {P(b) =T(b) +ub+v=0+ub+v bP(a) — aP(b) = bv — av (L, « bL, —aL,)"

Ainsi,
_ P(a)-P(b)
- a—b __ P(a)-P(b) bP(a)—aP(b)
", = br@-arey SR =T XA TR
b—a

2¢mecas:a = b.
) ) P(a)=T(a)+ua+v=ua+v {v = P(a) — P'(a)a
Alors, a est racine au moins double de T. { P(@)=T(a)+u=u .Alors, w=P(a) .

Ainsi, R = P'(a)X + P(a) — P'(a)a.



Soitn € N tqg n = 2. Montrer que 1 est racine de P = X?* — nX™*1 + nX""1 — 1 et déterminer son ordre de multiplicité.
Factoriser P par (X — 1)2.

P(X) =X*" —nX™"1 + nX" 1 —1doncP(1)=1-n+n—-1=0

P'(X) = 2nX?"1 —n(n+ DX+ n(n— DX"2donc P’V =2n—n?—n+n?—n=0

P'(X) =2n2n—DX?" 2 —n*(n+ DX" 1 +nn—1D(n - 2)X"3doncP'(1) =4n? —2n—n® —n?+n®—3n2+2n=0
P"(X)=2n2n—-1)C2n-2)X>"32 —n*(n+ )(n—- DX 2 +n(n—1)(n - 2)(n—-3)X"*donc P""(1) = (n — 1)n(8n — 4 — n? —
n+n?-5n+6)=nn-—1)4n+2) # 0.

Donc 1 est racine de P de multiplicité 3 dans P.

2n-1 2n—1
PX)=X"—-1-(X?2-DnX"1=(X)-1) ( Z X") - X-DX+Dnx"1=X-1) — (X + Dnxnt
k=0 k=0
2n—-1 2n—1
=(X-1) Xk + Xk —nXm —nx*1=X-1) Xk —x"1+ Xk —xm)
ZO 2nzl Z Zn;
=X-1 Xk(1 —xn17k) 4+ Xk —DXY| =X -1) Xk(1 —xn170) 4+ Xk —1)x"
) 2 > 2,
n-2-k 2n-1 k-n-1
=X-1 Xk1-Xx) X+ xn xX-1
> 2 V) 2,0

=X -1?*- Z ikxﬁk + Z Zn: xi+n

k=1 Jj=0 k=n+1 j=0
n—1 -2 2n-1 [k—
= (X -1)?|- Xl) + dx
k=1 \Il=k k=n+1 \l=n
n-2 /m-1 2n-2 ,2n-1
:(X—1)2[ ( Xl)+z<z Xl>
= =l l=n \k=l+1

2n-2

n-2
- X - 1)2[ Z((n—l)Xl)+ Z (2n—1- DX

B»—-

-2

= (-1 [ (= DX + Z(n pxien

-
[

n— 2

3
N

=X -1D?*|-

((m=DXH+ > (n—Dxtn

= (-1 [Z((n - D™ - XY
=

— (X —1)? [Z((n — D — DX

=X —-1) [2((71— DX — 13 (ni )Xl
el

Xl

Montrer que P = X* + 2X?% + 4X — 1 n’a que des racines simples.

P=X*+2X?+4X —1donc P’ =4X3+ 4X + 4 = 4(X3 + X + 1). 0 n’est pas racine de P.
Soita € C.



P(@)=0 {a4+2a2+4a—1=0@{a +2a% +4a—1 =0

i i =
a est une racine multiple de P {P’(a) -0 4@+a+1)=0 ad =

{axa +2a*+4a—-1=0 { —a?—a+2a?+4a—1 =O@{a2+3a—1 =0 { a’?+3a—-1 = -
ad=—-a—1 ad=—-a—1 axa?=—-a-1 a(l-3a)=-a-—1
2 2 2 cr=_3_\/ﬁouoz=ﬂﬁ
{a +32a_—1=0(:){a2+3a—1=_0 - {a +3a—1_=0(:) 2 ] 2
a—-3a‘=—-a-1 3a —20{—1—0L2(_z;-'_3L1 —1la+2=0 eta==
Impossible

Ainsi, P n’a que des racines simples.

ka—l n xk-1 n— 1Xp
P, =Xk Ok' doncP k=1 = k=1 = Yp= 15

Si a estracine de P, et P, alors a estracine de P, et P,_;.Or, P,_; — P, = X™. Donc si a estracine de B, et P,,_,alors a est racine de X™.
Comme X™ n’admet que 0 comme racine, alors la seule racine commune possible de B, et P,,_,et donc de P, et P, est 0.

Pnl

. . s . L Xk .
Mais 0 n’est pas racine de de P, car P,(0)=1. Donc P, et P, n’ont aucune racine commune et ainsi B, = Z;ﬁ:ogn’a que des racines
simples.

X*—X+b X2 +aX +1
_(y4 3 2 - -
(X +aX"+ X X2 —aX+a? -1
—aX?—X?—X+b
—(—aX?® - a?X? + aX)
(a>-1X*—(a+1DX+b
—((@®>-1X?>+a(a®>-1)X+a?-1))
(@®—2a—1DX+b—-a*+1
Donc (a® — 2a — 1)X + b — a® + 1 est le reste de la division euclidienne de P = X* — X + b par Q = X% + aX + 1. Pour que Q divisie P,
3_9,_1=
il faut et il suffit sue ce reste soit nul c’est-a-dire que {a Za-1=0

b—a?+1=0"
or,a®—2a—1 = (a+ 1@ -a-1) (a+1(a—a)(a—ay).Commea;?—a;—1=0,by =a;>—1=

. -
1est racine A=5
évidente 1-V5
a;=
2
1+V5
a2=—‘r

2
a,; de méme b, = a,?> — 1 = a,Donc les couples (a, b) solutions sont: (1,0), (aq, as)et (az, a,).

1. Notons P = (X —3)?™ + (X — 2)" — 1. Alors, P(2) = (-1)?" + g_’i —-1=0etP3) = pj +(1)"—1=0.Donc2et3
=0carnz=1 =0car nz1

sont racines de P . Le cours assure alors que (X — 2)(X — 3) divise (X —3)?" + (X — 2)" — 1.
2. P=(X=3)"+((X-3)+1)" 1= -3)"+ 20, () (X =30 = 1= (X =3) + 3, () (X = 3)*

n-1
- (X -3) =(X-3) (x—3)2n-1+2(kil)(x—3)k]
k=0

(X —3) 1+ (" (X —3)k1
>

n-1
=x-3)|[(x-2-1)""+ Z (L= 3)’<]

= x-3) [Z T - 2y ’<+<
-o-o | ()
_x—3) (Zj:;l (an— 1

—(x-3) _(ZZH (2”]_ 1) x—2) (—1)2'1—1—1') + | (%) (5‘) (—1)% | x = 20 -

n—1

k=0

RAICEE]
(X = 2 (171K + Z er )| 2 () -2

) 2l
)

@ - z)f(—1)2"-1—f) + (4 ) () x-2ienr

j=0




L (R A [ ) T b e e e

or, (" ) ez (i ) () G0 = 1= 2 () C0F = -1 - (B () (0F - 1) = -1 - @ -t - D =0,
Donc,
n-1 _ . nl . . 2n-1 — ) .
P=(X-3) Z,-=1 (an 1) (=11 + ; (k :l_ 1) (f‘) DT J(x-2) |+ <Zj=n (an 1) (=1)2=1-i (x — 2)1)
P=(X-3)(X-2) (27;11 ((an— 1) (_1)2n—1—i b Z,';;]l (k i 1) (f) (—1)k—i> X - 2)1'—1) + (2127:1;1 (Zle— 1) (_1)2n—1—j X - z)j—l)

le quotient recherché!

B=X?2+X+1)%2=X-j)*X —j?)?*.Donc,
B divise P & les racines de B sont racines de P avec une multplicité dans P au moins égale a celle dans B
S jet j?(=)) sont racines de P de multplicité au moins 2.

e j estracine de P de multplicité au moins 2.
car P est A coef réels (théo 84) RAPPEL :
nn _ in __ — _i2yn _ jn _ — . T . . _
e =P =0el o e Tt s oy | A==
n(l+j) - =0 =) —-J =0(2) 1,j et j2sont les racines 3émes de l'unité.
7 . . —_ N — —_ . —_ N— j i2 i 2
Or, équation(2) & (—jH)V 1 — 1 = 0 o (- 12D _jn-l -0 o ]1e.t|.]]' -si_o;tl:soraclnes del+X+X
(DD —1 =0 & 0D = (-1t Vk €N, j* =1, = j ez = 2,
1 sin impair

o j0-D =1 1 sinpair © nimpairet j®D =1
Nl s
impossible.
© nimpair et n — 1 est un multiple de 3

© il existe k et p entiers naturelstq:n=2k+letn=3p+1.
©3IpeN/n=6p+1.

Soitp € N et n = 6p + 1. Regardons si autre équation (1) est vérifiée:
2yn _ in — (—;i2)6p+1 _ i6p+1 — _jl12p+2 _ j6p+1 — _il2p;2 _ i6p; - 2 _ g -
(" =" =1 = (j9)PF — jOPTE — 1 = —jePTe — jOPTE — 1 = —jPj2 —jOPj -1 = —j*—j—-1=0.0K!
VEEN,j3k=1
Donc les solutions de notre probleme sont tous les entiers de la forme 6p + 1 tels que p € N.

1. Df =R\{1} et f estde classe C®sur Df puisque son expression n’est constituée que de fonctions de classe C®sur leur propre de

domaine de définition.

2. Pourtoutn € N, posons H(n) : «

T —_ £(0) e _ e*Py(x) .
Initialisation : Vx € R\{1}, f(x) = fPx) = Tt S aooo Donc, H(0) est vraie.
Py(X)=1
Propagation : Soit n € N ; supposons H(n) vraie. Alors il existe un unique polynéme P, € R[X] telque : Vx € R\{1},f®(x) = (ii}::‘)(:?l =

e P, () (1 —x)™ 1.
Donc, Vx € R\{1}, f®*V(x) = e*(B,(x) + ?:’(x))(l — )"+ (n+ 1)e*P,(x)(1 — x)™2.

s (FW P ) a0+ @]
(1-x)n+2

Posons Py, (X) = (B,(X) + B,/(C0D)(1 = X) + (n + DP(X) = (1 = X)P,/'(X) + (n + 2 = X)P,(X).




e¥Ppi1 (%)
(1_x)n+2

réels). Donc H(n + 1) est vraie des que H(n) est vraie.

Alors, Vx € lR\{l}f("“) (x) = et P, 41 estun polyndme a coefficients réels ( puisque produit et somme de polyndmes a coeff.

CCL: Le théoreme de récurrence assure que pour toutn € N, H(n) est vraie.
Py(X) =1
{Vn EN, Py =10 -X)P,/X)+ (n+2—-X)B,(X). ~
= Déterminons le degré et le coefficient dominant de P, par conjecture et preuve par récurrence.

PX)=1Q-X)P/'X)+(0+2-X)P)(X)=2—-X
LX) =(1-XP'XN+A+2-X)P,X)=0-X)-1D+B-X2-X)=X*+6X+5
PX)=(1-XP, XN +R+2-X)P,X)=1-X)2X+6) + (4 —-X)(X?+6X+5) = —X3 +---.
Donc deg(Py) = 0 et codom(Py) =1
deg(P;) = 1et codom(P3) = —1
deg(P,) =2 et codom(P;) =1
deg(P;) = 3 et codom(P;) = —1
Conjecture : deg(P,) = net codom(P,) = (—1)™ Montrons par récurrence cette conjecture.

H(n)

Initialisation : H(0) est vraie
Propagation : Soit n un entier naturel tel que H(n) vraie i.e. deg(B,) = net codom(pB,) = (—1)". Montrons H(n + 1) :
Onsaitque P (X)) = (1 —X)P/'X) + (n+ 2 — X)P,(X)
or, deg((n+2—X)P,(X)) =deg(n+2—X) +deg(B) =1+n
Et deg((1 - X)B,/' (X)) =deg(1—X) +deg(P,) =1+ (n—1) =n < deg((n + 2 — X)P,(X)).
Donc deg (Ppy1(X) = deg((1 = X)B,/'(X) + (n+ 2 = X)P,(X)) = deg((n+ 2 — X)P,(X)) =n+1
Etdeg codom(P,,1(X)) = codom((n + 2 — X)P,(X)) = codom(n + 2 — X)codom(P,(X)) = (-1)(-1)" = (—1)"*1,
Conclusion : le théoréme de récurrence simple assure alors que : ¥n € N, deg(B,) = n et codom(B,) = (=1)".
»  Posons a, =P,(1). Alorsay = let Vn € N,aps; = Pors(D) = (1= DB, (D + (n+2 - 1B, (1) = (n+ DB,(1) =
(n+ Da,.
Par conséquent, Vn € N,a, # 0 et a, = Z—’; =[1RZ3 a;: =[IPzi(k + 1) = [1E=, k = nl. Ainsi,¥n € N, B,(1) = nl.

e*(x-1)—e* _ e*(x-2) _

_ (x-2)
x-1D2 ~ (x-1)2  x-1 feo.

Donc f est solution de 'équation différentielle linéaire homogene : (x — 1)y’ — (x —2)y =0

4. VxeDf,f'(x) =

u(x) v(x)
vx € Df,(x — 1) f'(x) = (x — 2) f(x). D’une part, ¢ et 6 étant C* sur Df et égales, vn € N, o™ = 8™ D’autre part,
@(x) w(x)

la formule de Leibniz assure que : Vx € Df,Vn € N,

M (x) = (g) u(x)0™ (x) + (1;) uw' ()0 D (x) + (721) u ()0 D () +. ...+ (Z) u™ ()0 (x) .
=0 car Vk=22,u®=0

e™(x) = (x = DF D (x) + nf™ (x). De méme, 8™ (x) = (x — 2)f M (x) + nf D (x).

Ainsi, Vn € N,vx € Df, (x — Df ™D () + nf ™ (x) = (x — 2)f® (x) + nf @D (x).

Ainsi, Vn € N,Vx € Df, (x = Df ™D (x) + (n — x + 2)f W (x) —nf "D (x) = 0.

1) € P (™) _ () e P (%) _

DOnC, (x 1) (1—X)n+2 + (n x + 2) (1_x)n+1 (1—){)" -

_ Py (%) _ Pp(x) _ _ Pnoa(x) _
Donc, FESTT n—x+2) R n(l-x) oy = 0.

Donc, =P, (x) + (n —x + 2)B,(x) —n(1 — x)P,,_1(x) = 0.

Ainsi, Vi € N,Vx € Df, — Py (x) + (n — x + 2)B,(x) — n(1 — x)P,_;(x) = 0.

Soitn € N. Posons H(X) = — Py (X) + (n — X + 2)P,(X) — n(1 — X)P,_1(X). D’aprés ce qui précéde, ,Vx € Df, H(x) = 0. Donc H
admet une infinité de racines. J’en déduis que H est le polyndme nul .

Yenconclusque: Py (X)) = (m—X + 2)B,(X) —n(1 — X)P,,_1(X).

5. Soitn=>1.

Jesaisque: P (X)) =1 —X)B,/(X)+ (n+2—X)P,(X) etPp (X)) = (n — X + 2)P,(X) — n(1 — X)P,_1(X).

Alors, (1-=X)B,/(X)+ (n+2—-X)B,(X) = (n — X + 2)B,(X) —n(1 — X)P,_1(X) .

Donc, (1 — X)[BR,'(X) + nP,_,(X)] = 0.

Comme (1 — X) n’est pas le polyndme nul et que le produit polynomial est intégre, nécessairement, P, (X) + nP,_,(X) = 0. Ainsi,
pour toutentiern = 1, B,(X) = —nP,_1(X) .

6. Soitn = 1.Supposons que a soit une racine au moins double de P,. Comme P, (1) # 0,a # 1.

Alors B, () = B, (@) = 0.Donc, P, (a) = —%ﬁ;’(a) = 0. Donc « estracine de P,,_;.

De plus, B (@) = (1 — )Py (@) + (n + 2 — )Py (@) ;donc, Py (@) = “’”(“)‘("(;2_;‘)‘)"”*(“” = 0.Donc

a est racine au moins double de P,,_;.
Nous venons de prouver que : a est une racine au moins double de P,,= «a est une racine au moins double de P,,_;.



Alors, en appliquant cette propriété a P,,a P,_1,..., P;, on obtient successivement :

a est une racine au moins double de P, = « est une racine au moins double de P,_;

= a estuneracine au moins double de P,,_, = «a est une racine au moins double de P,_;

........ = a estune racine au moins double de P,.

Mais Py n’a aucune racine donc B, ne peut pas avoir de racine double.

7. Soitnetkentierstelsque:0 <k <n.P,(X) = —nP,_1(X) donc B,'(X) = —nP',,_1(X) =n(n — 1)P,,_»(X). Donc, B, (X) =

n(n—1P,_,(X) = —n(n — 1)(n — 2)P,_5(X). Ainsi, par itération (ou récurrence finie sur k), on obtient :

—_1)k ~ ~ _1\k
PO (x) = ((nl_)k;‘ Paie (). Par conséquent, B¥(1) = (=1)*P,_.(1) = ((nl_)k;’ (n—k)! = (=1)knl.

8. Appliquons laformule de Tayloren1a P, :

n PO

(-1)kn!
PuX) = Tioo = (X = D =X —

k!

V3 )
K= DF == (- 0% =n! (1+ 1 —x) + 2 4 EX0)

2! n!

11l Relation i 5 - Form indée - Relati
coefficients/racines.

Déterminer tous les polynémes de degré 3 multiple de X — 1 et dont les restes des divisions euclidiennes par (X — 2), par (X — 3) et par
(X — 4) sont égaux.

Analyse : Supposons qu’il existe un tel polyndme P de degré 3 multiple de X — 1 et dont les restes des divisions euclidiennes par (X —
2), par (X — 3) et par (X — 4) sont égaux.

(deg(R) <deg(X —2) =deg(X —3) =deg(X —4) =1
P=(X-2)Q,(X)+R(X)
P=(X-3)Qs(X)+R(X)

P =(X-4)QsX)+R(X)

Alors P(1) = 0 et il existe Q,, Q3, Q4 et R des polynémes tels que

Alors, deg(R) < 0i.e.R est un polyndme constant. PosonsR = a € R.

PosonsT = P — R = P — a. Alors deg(T) = deg(P) = 3 puisque deg(P) > deg(R).

Deplus, T = (X —2)Q,(X) = (X —3)Q3(X) = (X — 4)Q4(X). Donc 2, 3 et 4 sont racines de T. Comme deg(T) = 3, ce sont les seules
racines de T et sont simples dans T et T est scindé sur R.

ILexiste doncunréelAnonnultelque:T =A(X —2)(X = 3)(X —4)etP=AX —-2)(X—-3)(X —4) + a.

Alors,0 =P(1) =2(1-2)(1-3)(1—-4)+ a = —-61+ a.Donc, 61 = a.

Ainsi, P=AX —2)(X —=3)(X —4) + 61 = A[(X — 2)(X — 3)(X —4) + 6].

Synthése : Soit AunréelnonnuletP = A[(X — 2)(X — 3)(X — 4) + 6].

Alors deg(P) = 3 et P(1) = —6A1+ 61 = 0i.e. 1 estracine de P ; par conséquent, X — 1 divise P.

Deplus, P =X —-2)[AX -3)X -] +61=X-3NAX -2)X -]+ 61=X—-4)[AX —-2)(X —3)] + 61etdeg(6A) =0< 1 =
deg(X — 2) = deg(X — 3) = deg(X — 4). Donc 64 est le reste commun des divisions euclidiennes de P par (X — 2), par (X — 3), par
X —4).

Ainsi, P est solution.

CCL : Les solutions de notre probléme sont tous les polynémes de la forme A[(X — 2)(X — 3)(X — 4) + 6] telque A réel non nul .

Déterminer tous les polynémes P de R[X] de degré 5 tels que P + 10 soit divisible par (X + 2)3 et P — 10 soit divisible par (X — 2)3
(indication : considérer P’).

Analyse : Supposons qu’il existe un tel polynéme P.

Alors deg(P) = 5 etilexiste Aet Bdans R[X]tqP + 10 = (X +2)3 AetP — 10 = (X — 2)3 B. Donc —2 est racine au moins triple de

P + 10 et 2 estracine au moins triple de P — 10. Alors —2 est racine au moins double de (P + 10)' = P’ et 2 est racine au moins double
de (P — 10)' = P'. J’ai donc trouvé 4 racines de P’ comptées avec leur multiplicité. Comme deg(P’) = 4, P’ est scindé sur R et

5
Donc il existe 1 € R* tq P’ = A(X — 2)2(X + 2)? = A(X? — 4)% = A(X* — 8X2 + 16) et par suite P = A (X?— §X3 + 16X) +BouBER.

—-32 64
A(Z2+2-32)+p+10=00D)

De plus, P(—2) + 10 = 0 et P(2) —10 = 0.Donc, . Et par conséquent, (L1) + (L2) donne: B =

32 64
A(Z-2432)+p-10=0(2)

0.Par suitel(_—sz+ & 32) =—10donc 1 = — 2>
5 3 128

5
Ainsi, P = — %. (X? - §X3 + 16X) est la seule solution possible de notre probléme.
5
Réciproquement : Prenons P = 1Z>5<s [X? - §X3 + 16X]. Alors P(2) — 10 = 0 = P(—2) + 10.Donc -2 estracine de P + 10 et 2 est

racine de P — 10.

Deplus, (P +10) = (P —10)' = P' = %[X4 —8X2+16] = %[(X + 2)2(X — 2)?]. Donc —2 estracine double de(P + 10)’ et2
sont raicnes doubles de (P — 10)" . J’en conclus que (—2) est racine triple de P + 10 et 2 est racine triple de P — 10 et par suite, que
P + 10 soit divisible par (X + 2)3 et P — 10 soit divisible par (X — 2)3. Donc P est solution.

75 [XS 8

——-x3+ 16X] est unique solution possible.
16x8l5 3

En conclusion, P =

Soit P un polynéme de degré 2023 tel que P(0) = 1 et Vk € [1,2023], P(k) = k. Calculer P(—1).
PosonsT =P — X.



Comme degP > deg(X),deg(T) = 2023. De plus, Vk € [1,2023],T (k) = P(k) — k = 0. Dong, les entiers 1,2,3, ...,2022,2023 sont 2023
racines distinctes de T. Comme le nombre de racines est égal au degré de T, T est scindé a racines simples et il existe un réel A non
nul tel que : T = A(X — 1)(X — 2) ... (X — 2023) = A[[2°23(X — k). en déduis que: P = /11]2023()( k) + X.De plus, 1 = P(0). Donc,

1
1= P(O) — AHZOZS( k) +0= ).( 1)2023 H2023k /1(2023)| . Ainsi, A =— oz3)! et = (2023)'1'[2023()( k) + X.

Par conséquent,

Bl_1) — _ 2023 _ _ _ 2023 1 — 2024 _ _ _

P(-1) = (2023)'1‘[ B(-1-k)-1= (2023), 1‘[ Bk+1)—-1= (2023),(1‘[ k)—1= —ZOZ (20240 —1 = 2024 —1 = 2023.

R->R
tot34t241
x 2

—0 —= 0 + o0

3

1. Etudions P: ( ) .P estdérivable sur Ret P'(t) = 3t2 4+ 2t = 3t (t + g) D’ol les variations de P :

P'(x) + - +

P (x) B - — \ /+w

~ ~( 2 R i . p L, P
CommeP (0)=1>0,P (— 5) = 1. Grace aux variations et valeurs, et limites de P et la continuité de P, P s’annule une et une seule

fois sur R enunréel a eta; €] — oo, —% [.
Comme P est de degré 3, P a trois racines complexes comptées avec leur multiplicité et dont une seule réelle ( d’apres ce qui précede)
. Les deux autres racines sont donc complexes non réelles. Et comme P est a coefficients réels, ces deux racines complexes sont
conjuguées. Soit a, et a3 = @, ces deux racines complexes non réelles.
2. D’apreslecours,ennotantay = 1,a; = 0,a, = 1,a; = 1 les coefficientsde P, a1 + a, + a3 = —Z—z = —letyaya; = (—1)3 Z—: =
—1.
Deplus, P =X3+X?+1=X—-a)X —ap)(X —a3) = X3 — (a; + ay + a3)X? + (@ a; + aya3 + a;a3)X + aya,a5. Donc par unicité
des coefficients, je peux identifier ces derniers et j’obtiens aa, + a,a3 + aaz = 0.
RQUE: a; + a, + @; = ay + 2Re(a,) et a1a,@; = aqla,|?et aya, + a,@; + aya; = 2a,Re(ay) + |a,|?. Donc,
ay + 2Re(ay) = —1
aplaz|* = -1
2a,Re(ay) + |az|?> =0
3. Alors,a? +a? + a3 = (ay + ay + a3)? — 2(a1a, + apa5 + aia3) = 1.
Puis, @ + a3 + a3 = (a? + a2 + a?)(a; + ay + a3) — (@Pa, + d2as + a;%a; + @ a3 + a,a3 + a,a2)
=—1—(a1az(a; + @) + azaz(ay + az) + qyaz(@+az))
=1 —(a1az(ay + ay + az — az) + aza3(a; + ay + a3 — aq) + a3 (@ +a, + az — ay))

=—1—(qa(—1—a3) + ;az(—1 —ay) + ;az(—1 — ay))

=—1—(—aqa, — a3 — a1a3 — 3a10,a3)

=-1—-(04+3)=—-4.

a?+az? | aitas® | a’+ay?  aitan’+az?-a,’ n a’+az?+az?—a,’? n a?+az?+az?—as?

Enfin
T2 a,? as? a,? a,? as?
1-as? 1

2 2
T m g =—+—+——3

a,? az? as? a2 ap? aslay?as? (ayazas3)?
_ T2a1@pa3(ataptas) 3= —2(-D(= 1) —3=_5
1 1 :
Effectuons la division euclidienne :

X’ X34 X241
=(X7"+ X5+ X" X*—X3+X2-2X+3

a’as’rafazrayfa,® 3= (@10, +apas+aya3)?—2(a; a,05° +a @ as+a,*a,as) 3

>

—(—X6 — X5 — X3)
X5 — X*+X3
_[XS X4+X?)
—2X*+X3-X?
—(=2X*—2X3 — 2X)
3X3-X2 +2X
—(3X3+3X% +3)
—4X% +2X -3
Alors —4X?% + 2X — 3 est le reste de la division euclidienne de X7 parX3 + X?+ 1 etQ = X* — X3 + X? — 2X + 3 est le quotient.

OnaX’ = P(X)Q(X) —4X? + 2X — 3. Donc, pour chaque racine a de P,a’” = P(a) Q(a) —4a? + 2a — 3 = —4a? + 2a — 3.
—
=0




Donc,a;” + a,” + a3’ = —4(ay% + ax? + az?) + 2(ay + a +az) —3=-4—2—-3 =-5.

Soit k € [1,n]. Le monéme Up,(X) = (—1)pw = %HZ;;(X —j) Admet k comme racinedésquep —1 > ki.e.p >

k(k 1) k(k-1)(k—-2) i k(k=1)...(k—k+1)

ﬁ(k)=1—2n=1l7p(k)=1—2 1U(k)—1 o o ++ (=1 o
k! ki k! _
P() = 0'(k k)' e T 2 3'(k 3)I +t ( D ol p=0 (p) Drir = -n=o.

Donc, les entiers 1,..,n sont n racines réelles distinctes de P. Or deg(P) = deg(U,) =n car Vp € [0,n — 1]],deg(Up) < deg(U,).
Donc P est scindé sur Ret P = codom(P) [13=;(X — k) avec codom(P) = codom(U,) =

(1)

Soit z un complexe. Comme P(1) = n # 0, je suppose que z = 1.

n—1
=0 z"—1=0 & zestracine niéme de l'unité et .

P =0e=1+z+2%2+-+2"1=0 e 5=

carz==1

odked,n—1]/z = eZikg.

Donc les complexes eZik% tq k € [4,n — 1] sont les racines de P. Ce sontn — 1 racines distinctes de P. Comme P # 0 et deg(P) =n —

1, ce sont les seules racines de P et sont toutes simples dans P. Ainsi, la forme scindée de P surCestP =1 ]'[’,};%(X — eZikg) =
";%(X _ ezl'ki.

Alors,n',:;i(e¥—1) - ";1(—1)( —e'n ) (D" Iz ( —e'n ) = (D™ 1B = (D" In

2ikm ikm

.\ n—1 ikm
De plus, H" (e n = 1) H 2isink—n e = (2i)"‘1( i }smkn)( lew ) = (2615) ( [ %smk )ez"‘1
n— (n 1)1 inn(n—-1) (n 1) in(n—1)
(Hn Ismk ) Ek ik — =2n"1e i (Hn 1Slnkn) en 2z =2M" 1el (Hn 1glnkn) e 2z =
on-1,i(n-Dm (Hn 1smk") = 2n=1(gimyn= 1(Hn_1 sin® )_ 2n-1(=1)- 1(Hn 1smk )

Par conséquent, 2" 1(—1)"" 1( lsin— )—( 1) 1n. Ainsi, ( a= 1smk”) =2:_1.

_anl

{P(z) =0
P'(z)=0
{ 100 4 10 _ 1 { 219 4710 =1etz# 0 {zl"(z90+1) =letz#0 (z°(-S+1)=Tletz#0
99 _ 9(,90 4, 1\_q & 9 _ _ 1 = 1 =
100z% +10z° =0 100z (Z + 10) 0 7% = —— 490 — -+
20=2ctz2£0
720=2¢tz£0 9
K 1 = (10)9 _ 1 .Donclesracines de P sont toutes simples.
20 - =—=
27 ="7 9 10
FAUX +3
3. Posonsu = —donc zp = " .
Zg+ —ug



_ ., 100 _ up+3 u+3)100 up+3\10 L
Or, P(z0) = 2, + 2, = 1 = 0 donc , P (22 uk) = (1—uk) + (1—uk) 1=o0.
Alors (uk + 3)100 + (uk + 3)10(1 - uk)90 — (1 uk)loo = 0.
Donc uy,..., Uygo SONt des racines de Q@ = (X + 3)1%° + (X + 3)1°(1 — X)%° — (1 — X)10.
Up+3

Or deg(Q) = 100 . De plus, uy,..., U199 sont tous distincts puisque zy,..., Z19o sont tous distincts ( u, = u,r = z = T =
~Uk

3 . .

A Z,r). Donc uy,..., ujgpsont les seules racines de @ et sont simples.

1-Up,
100 _ coeff de X deq
Alors Y323 uy codom(Q) "’
o Q= (X + 3)100 (X +3)°1 - X)% - (1 - X1
FBN

2 X190 4100 x 3 X X% + (X1 4 30X° + T(X))(X° — 90X% + R(X)) — X*°° + 100X°° + S(X)
avec degS < 99,deg(T) < 9 et deg(R) < 88

Q = X004+ 100 x 3 x X*° + X100 — 90X + 30X° — X1 + 100X°° + H(X) avec deg H < 99

Donc, codom(Q) = 1 et coeff de X°° de Q = 300 + 30 — 90 + 100 = 340. Ainsi, Y12 j" =3 = 340,

+1

Version compléte
1. Soiti € [0,n].
Li € ]Rn [X]
Li(a) =1
vk € [0,n]\{i}, L;i(ax) =0

un polyndéme non nul
de degré inférieur an )
qui admet n racines distinctes [@o» 1, - Qi—1, Qi41., Oy SOt les seules racines de L;,

L; € R, [X] est scindé éT:ines simples elles sont simples et il existe unréel A tq:

< Li(ap) =1 = Li(X) = 2Tk=0(X — ay)

vk € [0,n]\{i}, aj est racine de L; k#i

et Li(ay) =1
Li(X) = ATk=0(X — ax)
k#i
= < Li(X X —
1= A]_[Lo(ai — ak) l( ) H" o(a —ay) Hk’ 0( )
k#i

.
l'[" (a —ag)

2. SoitT = Qo L; ) -1
deg (T) < max (deg(Ly),deg(Ly), ..., deg(L,), deg (1)) = n.

Ainsi, L;(X) = Hk O(X ay) estle seul polynéme de R,, [X] tel que : L;(az) = let Vk € [0,n]\{i}, L;(ar) = 0.

vk € [0,n], T(ay) = |3, Li(ay) | = 1 = Ly(ax) — 1 = 0. Dong, ag, ay, ... a;, a, sontn + 1 racines distinctes de T. Donc T a
A2
=0si ik
strictement plus de racines que son degré et est ainsi le polynéme nul. J’en conclus que X7 L; = 1.
3. SoitP € Ry[X].P = X, A Li=Vk € [0,n], P(ay) = Yo AiL; (ax) = ALy (ag) = 4,=P =Y, P(a;)L;. Donc si 'écriture de P
comme combinaison linéaire des polynémes Lo, Ly, ..., L, existe alors cette écriture est unique et P = Y1, P(a;)L;.
SoitT =P — Y, P(a)L;.
deg (T) < max (deg(P),deg(Ly), deg(L,), ..., deg(L,)) = n.
vk € [0,n], T(ay) = P(a) — X0 P(a) Li(ay) = P(ay) — P(ay)Li(ar) = 0.Dong, ag, ay, ... a;, a, sontn + 1 racines distinctes de
AN
=0si i#k
T.Donc T a strictement plus de racines que son degré et est ainsi le polyndme nul. J’'en conclus que P = X1, P(a;)L;.
Ainsi, P = Y, P(a;)L; est 'unique écriture de P comme combinaison linéaire des polynomes Lg, Ly, ..., L.



5. Application: On pose N(X) = [[;_o(X — ay). Soita et b deux réels tels a < min {a; /k € [0,n]} et b > max {a,/k € [0,n]}.

Soit f:([a, b] = R) une application.

c. SoitP =X, f(a)L;. Alors deg(P) < max(deg(Ly),deg(L,),...,deg(L,)) = ndonc P de R, [X].
Etvk € [0,n], P(ay) = X1y f(a)L; (ar) = flar)Li(ay) = f(ak). Donc P convient. Montrons que c’est le seul qui convienne :
Soit Q un autre de R, [X] vérifiant Vk, @ (ay) = f(ay). Posons T = P — Q. Alors deg(T) < max(deg(P),deg(Q)) < net
vk, T(ay) = P(ay) — Q(ay) = f(ay) — f(a,) = 0. Donc, ag, ay, ... a;, a, sont n + 1 racines distinctes de T. Donc T a strictement
plus de racines que son degré et est ainsi le polyndme nul. 'en conclus que P = Q. J'en conclus que P = Y7, f(a;)L; est le seul
polyndme de R, [X] vérifiant Vk, P(ay) = f(ay).

d. Onsuppose de f estde classe C™+D sur [a, b].
iv. Soitx € [a, b].

1°casx € {a,.a,....a.}Alors (f(x) - ﬁ(x)) =0et N(x) = 0 donc Vc e]a,b[,w =0= (f(x) - P(x)).

2!mecas:x & {ay. a;,...a,}. Alors ou bien x < agoux > a, ouilexiste k € [0,n — 1]/a; < x < agyq-

Rangeons les réels x, ag, a4, .., a, par ordre croissant et nommons -les by, by, .., bp41 tels que by < by < -+ < byqiet {x,aq,a4,..,a,} =
{bo, by, .., byys }. Posons vt € [a,b], W(t) = N(x) (£(£) = (1)) — N () (f () - P(x)).

Alors W estde classe C*V sur [a, b] car f et P le sont. De plus, W(by) = W (b,) =..= W (b,,1) = 0. Donc le théoréme de Rolle assure
que W' s’annule en ¢; o €]bg, bi[,en cy 1 €]by, by[,..,en ¢y €]by, byi1[. Wprend donc au moins n + 1 la méme valeur 0.

Alors, le théoreme de Rolle assure que W' s’annule en c; ¢ €]cy 0, ¢11[,€n¢p1 €lc11,C11) -0 Can1 €]C1n-1, C1n[- Donc, W"”prend donc
au moins n la méme valeur 0.

On réapplique ainsi le théoréme de Rolle 8 W3 qui prend donc au moins n — 1 la méme valeur 0 et ensuite, W® prend donc au moins
n — 2 la méme valeur 0....Donc, Vk € [0,n] W®prend donc au moins n — (k + 2) la méme valeur 0.

En particulier, W ™s’annule au moins 2 fois sur ]a, b[ . Alors le théoréme de Rolle assure que W ™+Ds’annule au moins

1 fois sur ]a, b[ en un réel c. Or, Vt € [a, b], W™D () = N (x) (f("+1)(t) - p(n+1)(t)) — NO+D (1) (f(x) — P(x)) avec N+ (¢) =
(n+1)! et POFD(e) = 0 (car deg(P) < net deg(N) = n + 1 et codom(N) = 1) . Done, N(x) (f™(@)) = (n+ 1! (£ () - P()),
o 5 N)(rm+D(c)
Ainsi, Or,(f(X) - P(x)) = Snﬂ)! )
Ainsi, dans les deux cas, 3¢ €]a, b[, f(x) — P(x) = (:i’;)).fnﬂ(c)
v. f(*Dest continue sur [a, b] donc |f™*1)] est continue sur le segment [a, b]. Ainsi, | f ™D |est majorée sur [a, b] Donc, M =
supya p|f ™| existe et est finie.

vi. Vx € [a,b],3c €]a, b[, f(x) — P(x) = NG)

(n+1)!

N(x)
(n+1)!

INGOI
(n+1)!

O 1 (¢) done £ (x) = P(o)] = [ i ()| = 0L pnv ) _(n+1),|1v(x)| or,

——|b—al|*?!.)en

|f\7(x)| = [T (x — ap)| = [Tioolx — ar | < TTioolb — al = [b — a|™*? .Donc, Vx € [a,b], |f(x) — P(x)| <
déduis que sup[gp|f — Pl < % |b — a|™*?.

= ! +1)|

1. P=(X*= 1" =X - DMK+ DretP = (X2 = )" = Tio (i) (-1 kX2,
degP = 2ndonc deg(L,) = 2n —n = netcodom(P) = 1 donc codom(L,,) = % et
n ! ! ny? _
De plus, d’aprés Leibniz, Ly = Zi_o () (X = DO (X + 1)M)®) = 33, (k)ﬁ(x —DPFE G DF =S () (- DR+
1k

Donc, comme Y#_, codom (( ) X =D *X + 1)") o (2)2 # 0. codom(Ly,) = n! Xi_, (n)z.

2 2
J’en déduis, par unicité des coefficients et en particulier du coefficient dominant, n! Y.3_, (Z) (Zn)' . Donc, Z ( ) = (i’!?! = (zr?)

n _ n N k
RQUE: L, = Y7, (k) (—D)rk (X2 = P, (k) (=) (X2k) ) = Zﬁ:,,( )( 1)n k (2(13 1)1)' x2k-n_
p=|3 sin pair

p=EJ +1sin impair

2. 1et—1 sont les racines de P et sont de multiplicité n dans P . Donc, pour tout I € [0,n — 1], 1 et —1 sont racines de P®. Donc, pour
tout! € [0,n — 1], X% — 1 divise PV .

3.Jesaisque P(1) = P(—1).Deplus, P est continue et dérivable sur [—1,1] donc le théoréme de Rolle assure que P’ s’annule sur] —
1,1[enunréelc;.Alors, P'D = P'(¢;) = P(—1) = 0. De plus, P’ est continue et dérivable sur [—1,1] donc le théoréme de Rolle assure
que P s’annule sur] — 1,c;[etsurlcy, 1[enunréelc, et cj 5.

Soit I € [0,n — 2] Supposons que, P® a au moins [ racines distinctes ¢, 1, ¢, ..., ¢y dans ] — L1[tg -1 < ¢ < ¢ << ¢y < 1.
Comme je sais de plus que PV (1) = PO (-1), j aidonc: PO(=1) = PO(1) = PO(=1) = --- = PO(=1). De plus, PO est continue et
dérivable sur [—1,1] donc le théoréme de Rolle assure que P@D) gannule sur]—1,1[enci411, Cra1.2 - Clrra41 1A =1 < €411 <1 <
C12 < C2 < < 11 < 0y < 1041 < L



5. Enappliquant le théoréme de Rolle a P™~D qui s’annule (n-1) fois entre -1 et 1 et qui s’annule en 1 et —1, le théoréme de Rolle
assure

que L, = PM™ s’annule sur]—1,1[encp1,Cnas -r Cnpn-DONC, Cp 1, Cpz, -, Cnp SONtdistinctes n racines réelles distinctes de Ly, .
Comme deg(L,) = n, lesréels ¢, 1,Cpo, -, CnnSONt les seules racines de Ly et elles sont toutes simples dans Ly, et L, est scindée sur R
et ses racines sont toutes dans | — 1,1[.

1. deg (P) = Xi-,deg ((X — a;)™) = Y=g my.
2.  ay estracine de P d’ordre de multiplicité my i.e. P(ay) = P'(ax) = P"(ay) =..= P~ (a,) = 0 et P () # 0. Donc,
(P (ap) =..= (P ™D (ay) = 0 et (P~ D(q,) # 0. Donc, ay, est racine de P’ d’ordre de multiplicité m,, — 1, avec, par
convention, sim; — 1 = 0 alors a,n’est pas racine de P'.
3. Soitk € [1,s — 1]. Le théoréme de Rolle s' applique a P sur [ay, a,41]: P est continue sur [ay, ay.1] et

dérivable sur lay, ax1[ et P (ay) = 0 = P (ay,) donc il existe ¢, € Jay, ax.1[tel que P'(cy) = 0.
4. ¢4,Cy,....,Cs_1 SONt (s — 1) racines distinctes au moins simple de P'. Et a; estracine de P’ d’ordre de multiplicité m; — 1
, a5 estracine de P’ d’ordre de multiplicité m, — 1, ..., et a; estracine de P’ d’ordre de multiplicité my — 1.
Nous avonsdonc déja s — 1+ X3_,(m, — 1) racinesde P'.Or,s =1+ X3 (mpy — D) =s—-14+ Qi-yme) — i D =s—-1+
deg(P) — s = deg(P) — 1 = deg (P"). Donc les racines déja trouvées sont les seules racines de P’ et P’ est scindé sur R et

l_l(X a) ™ 1 l_l(X—ck) oun = deg(P) = Z e

[V Factorisation en produit de facteurs irréductibles de R[X].

P'=n

1. Soitz € C.
P)= 28+ z'+1=0o72+7+1=0=Z=joul=j o z*=jouzt=j?
2im 2im
&z estuneracine4®™edej =e3 oudejZ=¢e3
zin zkin _zin_2kin
o3k e[03]/z=e1ze s+ ouz=e 1ze +

im  kin in ki

Lescomplexesesez ete se 2 tqk € [0,3] sont 8 racines distinctes de P. Comme deg(P) = 8, elles sont toutes simplexes dans P et
im | Kim im | Kim
la forme scindée de P dans C sont P(X) = [I3_, (X - e(?+7)) (X —e” ?+T))
w | km
Donc P(X) = [Ty (X* — 2cos (2 + ) x + 1)

P= (XZ—ZCOS(%)X+1)(X2—2cos(%+g)X+1)(X2—2cos(g+n)X+1)(X2—2cos(g+37n)X+1)
P=(X?-V3X+1)X?+ X+ D(X2+V3X + 1)(X2 - X + 1).



1. a.Soit x unréel. Posons g,: (t » In(1 — 2xcos(t) + x?)). f (x) existe dés que g, est continue sur [0, ).

1.b. Soitx € R.(t = 1 — 2xcos(t) + x2) est continue sur |0, [.

De plus, A= 4(cos?(t) — 1) = —4sin?(t) < 0. Donc pour toute valeur de x, 1 — 2xcos(t) + x? > 0. Alors, comme In est continue sur
R**,

Gx: (t & In(1 — 2xcos(t) + x2))est continue sur ]0, .

1.c.Six =1,9;: (t - ln(2 - ZCOS(t))) n' est pas définie en 0 et tend vers —oo en 0, donc n’est pas non plus prolongeable par continuité
en0.Six # 1,pourt =0, 1 —2xcos(t) +x? =1—2x+x?> = (1 —x)?> > 0.Donc g,: (t » In(1 — 2xcos(t) + x?))est continue en 0.
Ainsi, g,: (t » In(1 — 2xcos(t) + x2)) est continue en 0 si etssi x # 1.

De méme, g,: (t » In(1 — 2xcos(t) + x2)) est continue en 7 si etssi x # —1.

1.d. Ainsi, six € ]R\{—l 1} alors g, est continue sur [0, 7] donc f(x) existe.

b _fkn 2k _g2kn
2.a.Soitn € N*. (1 2xcos( )+x) kl(x—en)(x—e n)=]’[ﬁ=1(x—e 2n)1‘[2=1(x—e Zn)

x+1(x—1)(x+1)]_[ ) I N T | e [T e O

=(ED e+ D+ D).

2b. Soit x réel tel que |x| # 1 et n entier naturel non nul .

Sa(x) = % 1In(1- 2xcos( ) +x%) = —ln []'[k 1 (1 2xcos( ) +x )] ZIn [( )(x + 1)]

2.c. S,,(x) est une somme de Riemann de g, sur [0, ]. Comme g, est continue sur [0, ”]'nlerw Sp(x) = f:gx(t)dt = f(x).
1°" cas |x| < 1.Alors nl_i)l_"[_lm x?" =0 donc nl_i)lllm Sp(x) =0.

2*me cas |x| > 1. Alors x? > 1et 0 < x~? < 1 donc lim (xz)” =0et lim (x‘z)" =0.

Alors, S, (x) = —l [( )( + 1)] = —ln[ 2n (1 X zn) (x + 1)] —ln[xZ”] + = ln [( )(x + 1)]
Sp(x) = —annlxl +- ln [( zn)( + 1)] = 2min|x| + —ln [( zn) (x+ 1)] A|nS| llm Sp(x) = 2min|x|.

o _( Osilx|<1
Ainsi, f(x) = {annlxl six| > 1

Je remarque que f est prolongeable par continuité en 1 et en —1 par la valeur 0 puisque lir}_l1 27n|x| = 0.
xX—->*

—2n

V Décomposition en éléments simples




Comme P = A[T;-1(X — ag)™, P' = 2521 (X — a)™) [T521(X — a)™ = A ¥5-g mpe(X — )™ [[521(X — @;)™ .Donc,

j#k 2k
~ ATy M (t—ag) ™ [T (t—a )™ My (t—ag) ™ ey (E—a )™ et 5=y (t—a )™
P'(t) _ jEk - j#k _ws me(t-a)™kT ek s my
B(t) ATE=, (t—ap)™ k=1 T, (t—ar))™ k=1 (t—ag)™ T5oq(t—ap™ — k=1 (t-ay)
Jj*k

4 _ 3 2 _
Application: f(t) = % i((:)) avec P(t) = t5 — 4t* + t3 + 10t? — 4t — 8. f est continue sur Df donc admet des

primitives sur tout intervalle inclus dans Df. De plus, P(t) = (t — 2)3(t + 1)%.( our obtenir cette factorisation j’ai remarqué que -1 et 2
sont racines de P, j’ai cherché leur multiplicité dans P en regardant si ces valeurs étaient racines de P’, P”,....et ensuite j’ai comparé
nombre de racines trouvées avec deg(P)). Donc Df =R\{2, —1}. Et d’aprés ce qui préceéde, Vt € Df, f(t) = t—iz + tf—l Donc F &'t »
3in|t — 2| + 2In|t — 1| + cste) est la forme générale d’une primitive de f sur tout intervalle inclus dans Df.

) _ I G.?) 1 . _ _ 1
D’une part, vt € D, (t —a;)G(t) = ey = ey - Pone tll)rgj(t a;)G(t) = rra———
k#j k)
D’autre part, P(X) = A[[-1 (X —ap) donc P'(X) = A%5, (X — ) [[iaa(X — ) =A% [Tim1(X — a))
ik ik

Donc P'(a;) = A X5, Hf=1(¢lj —a) = A]'[l 1(0:] —a;) .Ainsi Jim (t —a;)G(t) = P,(a 5

i w s M im (¢ — _ i 1
3. Enfin, (t —a;)G(t) = Xjoy— +Z - Donc, tll)rgj(t a;)G(t) = y; et par suite, Y = ey

Ainsi, Vt € D, G(t) = Y- 1P11 —

(g, )t ar’

_ VN 1 _y3 _oy2 _ _ 1 CW2(V —9)Y— (Y —9) — (¥ — 2V (Y2 _ 1) —
4. SN—Zn=3n3_2n2_n+2.PosonSP(X)—X 2X X+2€tG(t)—ﬁ(t). AlorsP(X) =X?(X-2)—-X-2)=X-2)X 1) =
(X — 2)(X + 1)(X — 1). Donc P est scindé a racines simples. Par conséquent, le résultat précédent s’applique et

=t 1 S S (S S O R S G O

Vt €D, G(t) P'(1) t— 1+I=7(—1)t+1+i°7(2)t 2 2t 1+6t+1+3t 2'

—yy 11 11 ,11 1 1 1 — _tyn-11l IynN+1l , Tgn—21
Alors, Sy = Jin=3 2n- 1+6n+1+3n—2 Z + Z n+1+ Zn 3h—2 22"=2n+62"=4n+32n=1n

e T O

1 1 1 1 . 1
Sv=g~ s-D T en T san DONC Nl—1>Too Sv=¢

6

5. Soit F(t) = #z)a)tel que B(a) # 0. Donc, en notant % la partie polaire dans la décomposition en éléments simple de F,on a:
L c® 4O _ a4 O A@ _ i A® -
F(t) = +B(t) Donc, 30 t—a)F(t) = a+B()(t a) et parswte %) }r—mB(t) llm(l a)F(t) = a.
6. Soit F(t) = E(t‘;((:) tel que B(a) # 0. Donc, en notant (I )2 (I la partie polaire dans la décomposition en éléments simple
— b c® A _ 2 — _ [40) 2 Al@) _ - A®)
deF,ona: F(t) = i a)z + v + 5o Donc, 10 t—a)’F(t)=a+b(t—a)+== 50 (t — a)? et par suite, = A( ) ll_{r; 50

lim(¢ — @)?F(t) = a. De plus, (g) () =2(t—a) Ft)+(t—a)?F'(t)=b+ (E) O — a)? +2(t — a)%et et par suite,

( ) (a)—llm( ) (t) = b.
VI Les fonctions polynomiales




1. Premiére méthode : en appliquant le TVI a la fonction polynomiale associée qui est continue et dont les limites en +oo et
en —oo sont de signes opposés.
Deuxieme méthode : en utilisant le fait de que tout polynéme réel non constant admet un nombre de racines complexes (dont

réelles) égale a son degré mais posséde un nombre pair de racines complexes non réelles.

2. Seule lafonction polynomiale nulle vérifie Vn,f(n)(O) = 0 puisque Taylor affirme que : si f est polynomiale alors Vt €
R f(t) = Zﬁzo@tn ouN e Net N = deg (P).

3. Fetgsontalors scindées avec les mémes racines et méme multiplicité donc il existe un réel A non nultq: VvVt € R, f(t) =
Ag(t).Sideplus, f(X)~10g(x),A=1et f =g.
@ et ¥ n’ont alors en commun que ses 6 valeurs... ailleurs elles peuvent étre totalement différentes.

4. PosonsT le polynémetelque T = f — g. Alors T est polynomiale et admet touts les réelles de Uintervalle |
comme racine. Comme | contient au moins deux réels distincts, I contient tous les réels compris entre ces deux
réels donc | contient une infinité de valeurs qui constituent une infinité de racines de T. Ainsi T est le polyn6me

nuldonc f = g.
@ et ¥ peuvent n’étre égales que sur I et nulle part ailleurs comme le prouve les fonctions @(x) =

0six>0 _(0six>0
’&2+1sixs0 et lIj(x)_{—lsixSO'
5

LT ﬁ

- g.‘al:—n

=

NON, ce n’est pas la courbe d’une fonction polynomiale de degré 5. En effet,
cette fonction g s’annule 7 foissur R (en a, b ... et t) et ne peut donc pas étre
polynomiale de degré 5.

= -

. Dans ce cas, ses racines réelles sont toutes

7 simples puisqu’aucune tangente aux points d’abscisses a, b, c ..., t n’est horizontale.
"_ 274. /\J t Cela signifie que g’ ne s’annule pasen a,nien b ...,ni en t. Et par conséquent, ces
. - P> racines réelles sont simples. Mais elle pourrait aussi avoir des racines complexes ....
o < X .
=] de degré 7 de laforme:
g(x) =16(x —a)(x = b)(x = )(x —d)(x —e)(x = s)(x — 1)

J

Ou de degré 9 de la forme
gx)=23x—a)x—-b)(x—-c)x—-dx—e)x—s)(x—t)(x*+x+1)

Ou de degré 11 ou 13 de laforme

- gx)=23(x—a)(x—b)(x—)(x—d(x—e)(x —s)(x — ) (x* + D*(x2+x+ 1)

—1 =]

—1 ]

—1 5

—1 =]

_=2o-]

==

—=a




NON, ce n’est pas la courbe d’une fonction polynomiale de
degré 5. En effet,

cette fonction g s’annule une infinité de fois sans étre la
fonction nulle. Donc, g n’est pas polynomiale du tout. On
remarque en outre que sa dérivée s’annule aussi une
infinité de fois sans étre la fonction nulle.

NON, ce n’est pas la courbe d’une fonction polynomiale de degré 5. En

effet,

cette fonction g tend vers +00 en +ooet en — o . Or une fonction
polynomiale de degré 5 tend vers deux infinis opposés en +o et en — o .
Par contre, g peut étre polynomiale : g s’annule 3 foissur R ena, b, et c et
g’ s’annule en a mais pas en b, nien c. Donc a est racine au moins double
de g et b et c sont simples. g peut avoir d’autres racines complexes...g
tend vers vers +oo en +ooet en — o, donc si g est polynomiale alors
deg(g) est pair et codom(g) > 0.0Onpourrai avoir

Ou encore

g(x) = 4(x — a)*(x = b)(x — ¢)

g(x) =13(x —a)’(x — b)(x —c)(x* + 1)

Ou encore .....

NON, ce n’est pas la courbe d’une fonction polynomiale de
degré 5. En effet,

cette fonction g ne tend pas vers Uinfini en +o0. g n’est
d’ailleurs pas polynomiale du tout car elle n’est pas
constante et tend vers une limite finie Len 4. Or, toute
fonctino polynomiale non constante tend vers Uinfini en

Pinfini




NON, ce n’est pas la courbe d’une fonction polynomiale de degré 5. En effet,
cette fonction g’ s’annule 7 fois sur R et g’ ne peut donc pas étre polynomiale de
degré 4.

g pourrait par contre étre polynomiale. Dans ce cas, a, b, ¢, d, et e sont les seules
racines réelles de g mais g peut avoir des racines complexes (deux a deux
conjuguées puisque g est une fonction réelle). D’apres les tangentes de Cg aux
points d'abscisses a, b, c,d ete, a,d et e sont des racines réelles d’ordre de
multiplicité au moins 2, b et ¢ sont simples et De plus, étant donné les limites de
g en too,deg(g) estimpair et codom(g) > 0.on pourrait avoir :

g(x) =16(x —a)?*(x — b)(x — ) (x — d)3(x — e)?

impossible Cf exemple ci dessous .

Ou
gx) =157(x —a)*(x — b)(x — o) (x — d)?(x — e)?(x? — x + 1)*(x? + 1)?

o5

Oui c’est possible que g soit une fonction polynomiale de degré 5. En effet,

g ne s’annule que deux fois sur R en a et b qui sont de multiplicité au moins 2.

g' ne s’annule que 3 fois sur R

les limites de g en £ oo sontinfinies et opposées.

g pourrait peut-étre étre de laforme : g(x) = —7(x — a)*(x — b)®
NB:Commedeg(g) = 5 eta et b ont des multiplicités p et q supérieures a 2. Alors,

0 <5—a— b < 1.Parconséquent, le quotient Q(x) de la division euclidienne

de g(x) par (x —a)P(x — b)? est de degré 0 ou 1. Mais si deg(Q) = 1, cela signifie que
Q(x) = ux +vavecuetvréelset Q auneracineréelle —v/u distinctesdeaet b.
Donc g aurait une autre racine réelle ce qui est exclu. Ainsi deg(Q)=0i.e. Q =cste non
nulle et ainsi,p+q =5doncp =2etq =3 0oup = 3etq = 2etgn’apasd’autres
racines complexes.

Ainsi, si g est polynomiale de degré 5 et a la courbe ci-contre alors nécessairement :
gx) = A(x — a)*(x — b)% ou g(x) = A(x — a)3(x — b)? avec 1 € R™™.

Alors g'(x) = A(x — a)(x — b)?(x — c)ou g'(x) = A(x — a)*(x — b)(x — ¢).

Or on lite sur la courbe que g’ s’annule en a mais sans changer de signe ( g’ est
négative a gauche et a droite de a) . Par contre, g’ s’annule en changeant de signe en b
(positive a gauche de b et négative a droite de b) . Donc nécessairement, g’'(x) =

A(x — a)*(x — b)(x — ¢) etdonc

g(x) = A@E=@)3 (x — b)2. Pour calculer A, il suffit de prendre une valeur de g
particuliére (autre que g(a) et g(b)....)

NB : Uallure de Cg au voisinage de a est celle d’une fonction polynomiale de degré
impair lors que l'allure de Cg au voisine de b est celle d’une fonction polynomiale de
degré pair.

En reprenant 'exemple précédent (exemple 5) et en.faisant le méme type de
raisonnement, on voit la puissance (x — a) estimpaire supérieure a 3, celles de (x —
d) et (x — e) sont paires supérieures a 2.










