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CORRIGE DL 10

EXERCICE 3 Fonctions convexes, sommes de Riemann et intégrales
A. Une nouvelle inégalité de convexité.
1. Soit ¢ une fonction convexe sur un intervalle ouvert I .
1.1 Rappeler sans démonstration la propriété de continuité vérifiées par ¢.

X1+Xz+---+xn) < 2G)+eCe)t +o(n)

1.2 Démontrer par récurrence sur n € N*, la propriété H(n): "pour tout (x, x5, ..., X,) € I™, @ ( —

n

(indication : on remarquera que % = (1 - ﬁ) [( ) o +xy+ 0+ xn)] X"“
2. Soit f une fonction continue sur un intervalle  tel que f(J) < I . Soit (a, b) € J? tel que a < b.

2.1 Déterminer la limite de liIP %Z}(‘ﬂf (a + @) et justifier que cette limite appartient a I.
n—-+oo
2.2 Déterminer la limite de lim 127;:1 (9} (f (a o 0= a))).

2.3 Déduire de tout ce qui précede que ¢ ( f f(t)dt) < —f @ © f(t)dt (indication : on choisira judicieusement xy).

2.4 Enoncer un résultat analogue au 2.2 dans Ie cas ou ¢ est une fonction concave sur [.
1.1 ¢ étant une fonction convexe sur un intervalle ouvert I, ¢ est continue en tout point intérieur a I donc en tout point de I puisque I est
ouvert.

1.2 Soit H(n) la propriété : pour tout (x4, x5, ..., x,) € I", @ (x1+x2:”+x") < ‘p(xl)ﬂp(x:l)Jr"W(x").
¢ (x1) < P (x1)
==
Propagation : Soit 72 un entier naturel non nul. Je suppose que H(n) est vraie. Soit (X1, X5, ..., Xn, Xp41) € I™*1. Montrons que
(x1+x2+~»+xn+1) < P(x)+e(xx)++9(xni1)
n+1 - n+1 !

Je remarque que Tttt (L) [(%) (g + x5+ + xn)] 4 Zn o (1 —L) [(3) (g x5+ 4 xn)] x’ﬂ Donc,

n+1 n+1 n+1 n+1

Initialisation : H(1) est vraie car pour tout x; € I, ¢ (%) =)=

7] (%) =¢ [(1 — ﬁ) [(%) (ty + x4+ + xn)] "“] Comme ¢ est convexe et t = n— €[0,1]eta,,1 €1et
(%) (tq + x4+ +x,) €I (car (%) (xq + x5 + -+ + x,,) est la moyenne des x;, x5, ..., X, €léments de I, donc se trouve entre le

max(xq, X3, ..., X, ) et le min (x4, x, ..., x,,) donc dans I),
7] [(1 - L) [(%) (g + x5+ -+ xn)] + ):l"ﬁ] < (1 - L) 1) [(%) (g + x5+ -+ xn)] + ﬁ(p(xnﬂ). De plus, H(n) assure que

n+1 n+1
® [(%) (xl +xp 4t xn)] < (/7(x1)+fp(x2)+--+<ﬂ(xn).

n
1 1 1 (x1)+o(xz)+.+0(xn) (x)+p(xz)+.+p(xn) g
Doncl—m(p[(z)(xl-ch+---+xn)]S(l——)q)x1 XT3 - PXITPXT TP ) Et ainsi,

n+1 n n+1
0 (x1+x21-:-;»1+xn+1) < (p(x1)+(p(:lci)1+..+(p(xn) + ﬁ(p(xrwl) — (p(x1)+<p(x2)+..+<p(xn+1). oK I

n+1
Jen conclus que Vn = 1, H(n) est vraie.
2.1 f est continue sur I’intervalle] donc sur [a, b]. Alors le théoreme des sommes de Riemann assure que :

lim — 1f( G a)) = f;f(t)dt.Donc llm Zk 1f( G a)) ia f: f(t)dt.

n—>+oo n
étant continue surJ, — (t)dt € |min, f, max, f| d’aprés le théoréme de la moyenne. Or, il existe ¢ € ] tel que f(c¢) =
b-a‘a ] ]

min; f.Comme f(J) c I,min;f = f(c) €I [.De méme, max;f € I.Comme estunintervalle, je peux alors affirmer que

[min; f, max;f] c I.V'en déduis queﬁfff(t)dt €L

2.2 f est continue sur 'intervalle J et ¢ est continue sur I'intervalle I et f(J) € I donc ¢ © f est continue sur J donc sur [a, b]. Alors le

L)) = 17 p(F@)de.

P . . b-
théoréme des sommes de Riemann assure que 11m —azzzl @ (f (a +
n-+

. 1 k(b-a)
Donc, llm ;Z}(l:l@(f (a+Ta)) — af o(f(t))dt.
2.3 Posons Vk € [1,n],a;, = a + —— (b 9 etx, = f(ap).

Alors, aq,as, ..., a, sontdes elements de J. Donc, Xq,X3, ..., X, sont des éléments de J.

() g k(b-a)
Alors d'apres 1.’(p(x1+---+xn) PRICALRTICA I, (p( s 1f(a_l_k(b a))) o Ek=1cp(f(a+ ))

n n

n
. . 1 . k(b ) 1 b
Comme ¢ est continue sur I, @ est continue en Efa f(t)dt et par conséquent, nl—l>Too ) ( Yk= 1f( )) (E fa f(t)dt).
Alors, par passage a la limite dans I'inégalité (xx), je peux conclure que ¢ (ﬁ fbf(t)dt) < —f Qo f(t)dt.
2.4 Si @ est concave sur [ et f est continue sur J et f(J) c Ialors ¢ ( f f(t)dt) > —f @ o f(t)dt.

PROBLEME 1 Encore du Wallis
n
Pour toutn € N, on pose : pourn € N et pour x €[0,1[, f,(x) = f()x\/%dt

T
1. Démontrer que lim [Zsin™(t)dt = 0.
n—-+oo
2. Soitn € N.
a) lustifier que f;, est bien définie sur [0,1[.
b) Calculer f; et sa limite I, en 17.
c) Montrer que la fonction f,,est majorée par I, .



d) En déduire I'existence de la limite I, de f,, en 1.
3. a) Montrer que la suite (I,,) est monotone et convergente.
b) Trouver une relation entre f,et f,,_, pour n € N\{0,1}.
c) Endéduire larelation nl, = (n — 1) I,_, valable pour tout entier naturel n > 2.
d) Montrer que (nl,l,_;) est une suite constante et déterminer cette constante.

e) Montrer que In~n_,+oo\/;et lim I, = 0.

n—+oo
f)  MontrerqueVn € N, [,, = f02 sin™(t)dt par deux méthodes.
n
1a)lci n est fixé. Posons g, (t) = \/% Jn, st continue sur I'intervalle [0,1[ donc d’apres le cours, f,, est la primitive
-t
de g,, sur [0,1] qui s’annule en 0. Ainsi, f;, est définie et dérivable donc continue sur [0,1[ et f;, = gn, sur [0,1].

1b) Vx €[0,1], fo(x) = fo J— = Arcsin(x).Donc, Iy = llm fo(x) ==

1c) Soit x €[0,1[.Vt € [0,x], 0

=

Donc, par croissance de I'opérateur intégral, 0 < f

\/_— 1t2 \/_—

fo \/_dt Donc, 0 < f,,(X) < Arcsin(x) < —. Ainsi, la fonction f;, est majorée par [ .

T

1d) Vt € [0,1], f, (t) = gn(t) = 0 et f,, (t) ne s'annule qu’en0 . Dong, f, est strictement croissante sur [0,1[. Alors
le théoréme de limite d’une fonction monotone, f;, a une limite I,, en 1" finie ou infinie. Comme f;, est majorée, cette
limite I,, est finie.

2a)Soitn €N. [, = xll)nll_ fa() etl 1 = xll)r{l— fre1(X).

tn+1 < tn

12~ J1-¢2’

Jen déduis que : Vx €[0,1[, 0 < frs1(%) < fr(x) < % Donc, par passage a la limite quand x—-17,

< fx th d

vx €[0,1[, vt € [0,x], t € [0,1] donc,0 < t™1 < t"et 0 < o Tz

0<L111(x) < (x) < % La suite (I,,) est donc décroissante et minorée donc convergente.

2b) Soit n € N\{0,1}.

vx e[0,1[, f,(x) = [ = J_ —[F et ;\(/Z_t)dt = —{[e"WI=]) - [ (n — DtV — 2t
X tn—Z tn

fulx) =x""11 —x2+(n—1)J tn 2 ) =x"1J1-x2+(n—-1) - dt

fo) = x"" 1= x2 + (n— D[fp_2(x) — fn(x)]
Ainsi, Vx €[0,1[, nf,,(x) = x" W1 —x2 4+ (n — 1) f_o (x).

2c) Donc, par passage a la limite quand x —» 17, nl,, = 0 + (n — 1)I,,_,. Ainsi, I,, =

2d) 1% méthode : Effectuons une récurrence double pour prouver que Vn € N, I,, = W, .

IO = WO .

Vx e[01[ () = [} —dt = — [ - ——dt = —[V1 - tZ]Z =1-VI-x2.Donc, ; = lim fi(x) =1 =W;.
X—

V1-t2 0 2+/1-¢2
Soitn € N. Je suppose que W,, = I, et W, = [,,41. Alors, I,,,, = (n—j_;) n (n+1)W = Whpyo-

CCL : le théoréme de récurrence double assure alorsquevVn €N, [, = W,, .

2°me méthode : Effectuons un changement de variable

Vx €[0,1], fo(x) = fox\/%dt = f;rcsm(x) sin™(u)du = F(Arcsin(x)) — F(0).
cv F étant
te[o,x]c[0,1] une primitive
t=sin(u) de (umsin™(w))
u=Arcsin(t) sur [0 E]
du= dt 2
1-t2

Donc, I, = xll»nf- fa(x)=F (g) — F(0) = [z sin™(W)du.

PROBLEME 2 Méthode des trapézes d’approximation d’une intégrale
Soit a et b deux réels tels que a < b et f une fonction de classe C? sur [a, b].
A. Justifier que M = supjq p|f"| existe et est finie.



B. Soit u et v deux réels de [a, b] tels que u < v. (Cffigl)
1. Donner I'expression de la fonction g: [u, v] - R dont la courbe est le segment d’extrémités A(w, f (w) )et A'(v, f(v)).
2. Soitx € [u,v]. On pose h(t) = f(t) — g(t) + K(t — u)(t — v) ou K est une constante.
2.1 Choisissez K de sorte qu'il existe a €]u, x[ et B €]x, v[ tel que : h' (@) = 0 = h'(B). N’)_
2.2 En déduire qu’il existe ¢, €Ju, v[telque: f(x) — g(x) = f""(cy) (x_u)zﬁ

2.3 Montrer que Vx € [u, v], |f (x) — g(x)| < M(x u)(v x)

C. Onpose Vk € [0,n],uy = a+———= Hb-a) o A (we, f () pomt de Cf. On définit (cf fig2) @(Q ?‘q
la fonction g: [a, b] = R dont la courbe est la ligne brisée qui relie les points Ay, Ay, ..., A,.

3. Montrer quef [f(x) —gx)|dx < MYnZ uk“%d

M(b a)3
12n2

4. En déduire que |fa [f(x) — g(x)]dx| <

) A
-a
D. Pf&hons la fonction f: (x - exz). Calculer avec Python une valeur approchée de I'intégrale de f sur [0,1] a la
précision 0,01 en utilisant la méthode des trapezes.
A. f"" est continue sur le segment [a, b] donc |f"'| est continue sur le segment [a, b] . Par conséquent, |f"'|est
bornée et atteint ses bornées sur ce segment. Ainsi, M = supqp|f"| = maxjq|f"| existe et est fini.

u-v

e

2.1 Soit x € [u,v]. Onpose h(t) = f(t) — g(t) + K(t —u)(t — v) ou K est une constante.
h est de classe C?sur [u,v] car f et g et (t = (t —u)(t — v)) le sont. De plus, h(u) = 0 = h(v). Choisissons K de sorte que
h(x) = 0. Prenons donc K = 22/

(r-w)(x-v)’

Alors le théoréme de Rolle s’applique entre u et x et entre x et v. Il existe donc a €]u, x[ et 8 €]x,v[tq h'(a) = 0= h'(B).
2.2 Comme h' est de classe Clsur [u, v] donc sur [a, Blet h' (@) = 0 = h'(B), le théoréme de Rolle qu'il existe c, €]a, A tel
car g''=0

que h"(cy) = 0. Or, vt € [, v], R"() = f"() — g"(®) +2K = f"(t) + 2K Donc, f"(cy) = —2K = —2 LT

(x—uw)(x—v)
Ainsi, £(x) = g(x) = f"(e;) =2,
2.3Vx € [u,v],

car vee[uvl|f" (t)|sM
et
(x—u)z(v—x)zo

" _ _ _ —
— |f ;Cx)| |x—u||x—v| — |f”(cx)|(x u)z(v u) 2 M(x u)(w x)'

F ) = gl = | (e *=5=2
C.OnposeVk € [0,n],u, = a+——= kba) o Ak(uk,f(uk)) point de Cf. On définit
la fonction g: [a, b] = Rdont la courbe est la ligne brisée qui relie les points Ay, Ay, ..., Ap-

3. [ = geoldx = Thod [ F () — g(0ldix. OF, Vax € [y, U], If () — g ()] < M EC8120, ponc par

croissance de I'opérateur intégral sur [uy, Ug41],
Upt1 Ukt (o0 — up) (Ugeqr — X) Wt (o — g ) (Uggq — %)
f If(x)—g(x)ldxsf M > dx=Mf >
U Ug

Alors, Y1 ;kkﬂlf(x) —g()|dx < ¥rTim J‘uk+1 (x—uk)(uk+1—x) dx = Mzn—l Upe1 (—ug) Uje 1 —X) dx.

dx

Uk 2
4. Aors [[JIf0—g@dx| 5 [IFG0 - g@ldx < M3 g JLuers Ot W) g
inégalité
triangulaire
intégrale
or, ¥z uk+1 (x— uk)(:k+1 x) dx = Yz uk+1 -x +(uk+1+72«lk)x WkUkt1 o — Yo 1 : [T (uk+142-uk)x2 _ ukuk+1x]uk+1

Uk



_11[-urs1® | Uggprtup)urser? U (Uggq+up)ug?
— ZZ:%;[ 1;+1 + Qi Zk k+1” ukul%+1 + ;c (g ) WUk” uﬁuku]
3 3 2_,,.2
_ oyn-11 [k Uy (Ugt1+up) Ug+1”—ur”)
= Zk:og[ 3 + 5 + (W — Ugg1) Uk Upsr
_wvn-11 (uk—uk+1)(ui+ukuk+1+u;+1) (uk+1+uk)2(uk—uk+1)
= Xk=03 3 - 5 + (W = Upp DU Upeqq
2
_ Zn—l (e—thgesy) [URH UKW+ U1 1) (g tug)? +
= Lk=0 2 3 2 Uk U1
_ Zn—l (Uge—tpiq) | _ ui+ulzc+1_2”k”k+1 _ Zn_l (Ue—Upyq) [_( _ )2] _ovn—1 @ )®
= k=0 2 o = lk=0" 5 |TWk T Uks1) | T Lk=0— ;=
b-a\3
1 (5 00 sn1y _ -0
k=015 12n3 “k=0 12n2 °
.. b M(b—a)3
Ainsi, Alors |fa [f(x) — g(x)]dx| =

D.f: (x - exz)est de classe C? sur [0,1].Et Vx € [0,1], |[f"(x)| = (2 + Al-xz)e"2 < 6e. Donc, en définissant g
comme si dessus, |f01f(x)dx - folg(x)dx| = |f01[f(x) - g(x)]dx| <X

12n2’

Pour que fol g(x)dx soit une valeur approchée de

1 N _ N . X .. 6e _2. . A N
fo f(x)dx a 10~ 2preés, il suffit de choisir n tel que oz S 1072 i.e.n = V/50e. Alors n = 12 convient. Calculons alors grace a
1 . \ N
Python, fo g(x)dx lorsque n = 1360. L’aire d’un trapéze T rectangle est (h + H) * 5 ou H
(k+1)%2 k2 A
Uk+1 _ b-a _ e 122 4122
Donc [, " g(x)dx = (f (Wiy) + fw)) - =——,——
Uk 2n 24
(k+1)? k%
1 36 € 122 +te12? j\
Donc [, g(x)dx = ko
Programme
< > mainpy + & [  Powered by “Ptrinket
A 1.4657942734011127
2 from math import® v
Bl 2or & 1n ronge (0,12) 1 —_—
Z s=s+(exp(((k+1)**2)/(144))rexp((k**2)/144))/24

print(s) 25-



