CORRIGE DS 4

Une suite récurrente.

Soit u la suite définie par: uy € [1,2] et Vn € N, up 41 = %(un + ui)
1. Montrer que u est bien définie et Vn € N*,u,, > V2. On rappelle que V2 ~ 1,41
2. Etudier la monotonie de u et déterminer sa limite.

2
Montrer que ¥n € N, |upy, — V2| < M.

22" 1°

3
4. Endéduire que Vn € N, |un \/_|
5. Retrouver la limite de u.

6

Donner une valeur approchée rationnelle 4 107199 prés de V2.

1. Posons f(x) = %(x + %).Alors f est définie et de classe C*® sur R**etVx > 0, f'(x) = % - xiz = M D’ou le tableau:

2x2
x 0 V2 + o0
f'(x) - 0 +
flx) | +oo +00

Nous en déduisons que f(R**) c [V2, +o[ etdonc f([V2, +4
vn=>1,u, € [\/7,+00[.

2. Alors, comme f est croissante sur [v2, +oo[, la suite (u,,) est monotone a partir du rang 1.

1 2 1(2 1 (2-u? P .
Deplus, u, —uq = 2 (u1 + u_l) —Uu = —(u—1 - ul) = E( 1:1) <Ocaru; = V2. )en déduis que (Up)n>1 €St décroissante. Comme

(Un)ns=1€St Minorée par V2, (u,)ns1 st convergente de limite L € [vV2, +oo[. Comme f est continue sur [V2, +o[, L vérifie f(L) =L i.e.
%(L + %) = L et par suite, L2 = 2 et ainsi, L = /2 (puisque L > /2).

3. Soit n entier naturel.

o =21 = [+ 2) 7] = ()

Un 2up

(= V2P| =3[ =D 5 S —v2)
car up<1
doncisl

4. Récurrence: |up —V2|<1= 22%

Soit n un entier naturel. Supposons que |un \/—| 22" T

2
Aors [y = V2| <3y = V2| <2 (555) " = o = e

22x2M-1

Je conclus par le théoreme de récurrence simple que Vn € N, |un \/_| 22" T

5. Comme lim 2"—1=0et lim — = 0, 11m ,11 = 0.)endéduis que lim u, = V2.
n-+oo x—+00 2% 0022771 n-+oo
6. Toutd’abord, vr € Q**, f(r) € Q**. Prenons uO =1€ Q**. Alors Vn,u, € Q**.De plus vn €N, |un \/_| 22" <.
Donc, u, estune valeur approchée de V2ala preC|S|on —. Cherchons n de sorte que : 2,. - <10~ 100,

ln(2)+100><ln(10)

1
<1071 & (27 — 1) x In (2) = 100 X In (10) & 27 > 1 + 2201000 ) > ™)

22” 1 In(2) = In(2)
ln(1+1ouxln(1o))
Posons ny = { ln(12n)(2) j +1 = 9. Alorsu,, = uy estune valeur approchée de V2 & la précision 107100,
1 from math import*
2 u=l
3 n=0
4~ while 2**((2**n)-1)<(10**100):
5 u=(u+2/u)/2
6 n=n+1
7 print(u,' est une valeur approchée de racine de 2 a la précision souhaitée et est atteint par le terme de rang',n)
R

1.414213562373095 est une valeur approchée de racine de 2 a la précision souhaitée et est atteint
par le terme de rang 9

Equations différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients non constants

Soit (a, b) € R? et ’équation différentielle (E): x*y" (x) + axy'(x) + by(x) = 0.

On veut résoudre (E) sur R,

1. Dans cette question uniquement, on suppose que b = 0. Résoudre (E) sur R** (suivant les valeurs de a).
Alors (E) : x2y" (x) + axy'(x) = 0.Soity: R** - R, deux fois dérivable sur R**,

y est solution de (E)sur R** sietssi Vx > 0, (v')'(x) + ;y '(x) = 0 sietssi 3k € R/Vx > 0,y'® = kx~2,

lercas:a = 1.yestsolutionde (E) sur R** sietssi 3(k,m) € R?/vVx > 0,y(x) = ﬁxl‘“ +m

sietssi 3(K,m) € R?/Vx > 0,y(x) = Kx'™* +m



lercas:a=1.
y est solution de (E)sur R** sietssi 3(k,m) € R?/Vx > 0,y(x) = kin(x) + m.
2. Soity:R** - R, deux fois dérivable sur R**,
a. Montrer que si y est solution de (E) sur R**alors y est de classe C® sur R** et Vx > 0, x2y ™2 (x) + 2n + a)xy™* D (x) +
M+ (a—Dn+b)y™(x) = 0.
Montrons par récurrence sur n la propriété H(n) : «y estde classe C"*2 sur R** et Vx > 0,x2y™+2 (x) + (2n + a)xy ™+ (x) +
M+ (a—Dn+b)y™(x) = 0».
Init : y est de classe €% sur R** et Vx > 0,x2y® (x) + axy™+D(x) + by™ (x) = 0 donc H(0) est vraie.
Propagation : Soit n un entier naturel. Supposons H(n) vraie : y est de classe C™*2 sur R** et [Vx > 0,x2y®™*? (x) + (2n + @)xy ™V (x) +

sk 2 —
%+ (a—Dn+b)y™(x) =0] .Alors, vx >0,y (x) = —@y(’”l) x) - My(")(x). Comme y est de classe C™*2 sur

XZ
R**, y™*D et y(™ sont de classe C* sur R**. Comme (x - %) et (x - %) sont aussi de classe C! sur R**, y+2 est de classe C* sur R**. J’en
déduis que y est de classe C™*3 sur R**. Alors, nous pouvons dériver () et nous obtenons :
vx > 0,x2y+3) () + 2xy ™D (x) + 2n + a)xy ™D (x) + 2n + @)y (x) + M2+ (a — Dn + b)y™D(x) =0
ie.Vx > 0,x2y™3D () + 2(n + 1) + A)xy™*D(x) + 02 + (a + Dn + a + b)y™+D(x) = 0.
o,(n+1)?+(@—-1)n+1)+b=n>+2n+1+an—n+a—-1+b=n%+(a+1)n+a+ b.Ainsi,
vx > 0,x2y*3) () + Q(n+ 1) + )xy™*D () + (n+ 12 + (a — D(n+ 1) + b)y®+D(x) = 0. Donc H(n + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout entier n, H(n) est vraie d’aprés le théoreme de récurrence.
b. Soitlapplication z : R —» R définie par: Vt € R, z(t) = y(e*).Montrer que :
y est solution de (E) sur R sietssi z est solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients constants.
vt € R, z(t) = y(e') donc z est deux fois dérivable sur Ret z' (t) = efy'(et) etz (t) = ezcy”("’t) +ety'(et).
Alors, Vx > 0,x%y" (x) + axy'(x) + by(x) =0
o vt e R, e?ty”(ef) + aety'(et) + by(et) =0
o vt eR,e?ty"(ef) +ety'(et) + (a— Dety'(e?) + by(et) =0
SVt eR,z"(t) + (a— 1)Z'(t) + bz(t) = 0 edl2 a coefficients constants.
c. Etude de deuxcas particuliers :
a) Résoudre (E) surR*™ quanda =3ethb = 1.
Soity : R™ — R, deux fois dérivable sur R** et 'application z : R — R définie par: vVt € R, z(t) = y(e?).
Alors, Vx > 0,x2y"(x) + 3xy'(x) + y(x) =0 & Vt € R, 2" (t) + 22'(¢) + z(t) = 0
< 3(a,p) € R?/Vt € R, z(t) = (at + Blet
& 3(a,B) € RZ/vx > 0,y(x) = z(In (x)) = (aln (x) + B)e” () =
Ainsi, Sol(E) = {(x - M) /a, B constantes réelles}
b) Résoudre (E)surR** quanda =1eth = 4.
Soity : R™ — R, deux fois dérivable sur R** et l'application z : R — R définie par: vVt € R, z(t) = y(e?).
Alors, Vx > 0,x2y"(x) + xy'(x) + 4y(x) =0 & Vt € R, z"'(t) + 4z(t) = 0
< 3(a, ) € R?/Vt € R, z(t) = acos (2t) + Bsin (2t)
< 3(a, ) € R?/vx > 0,y(x) = z(In (x)) = acos (2In (x)) + Bsin (2In(x)) .
Ainsi, Sol(E) = {(x = acos (2In (x)) + Bsin (21n(x)))/a, B constantes réelles}.

aln(x)+p
E—

2
1-ax+x Arctan(x))

Une fonction a parameétre Soit a un réel et f;: (x = T

1. a. Justifier que f, est de classe C*® sur R.
b. Montrerque f,(x) =1+ (1 —a)x+ (1 —a)x? + §x3 + 0o(x3) (détailler et justifier vos calculs !! ).
c. Endéduire, suivant les valeurs de a, ’équation de la tangente a Cfa en 0 et la position, au voisinage de 0, de la courbe Cfa par

rapport a cette tangente .

2>
1+x" =20 < 1+ x%>0.Donc, Dy = R.Dans Uexpression de f,, seule la fonction racine carrée n’est pas de

A/ 2 —_—
1+x2#0 toujours vrai.

classe C® sur tout son domaine de définition : elle n’est dérivable que sur R**. Or, Vx € R, 1 + x? > 0. Donc f, est de classe C® sur R.

1a.f,(x)existe & {

1 1 x3
1b. £(x) = (1 — ax + x2)(1 + x2) zeA7etan() = (1 — qx + x2)(1 + x2) 2* 3 7%,
1 1
Comme Li_r}(l) x¥*=0et(l+u)z2=1- %u + %uz —%u3 +o0ow?),1+x)2=1- %xz + 09(x3).

3
oo _

3
Comme lirr(l)x - x? +0o(x3) =0etet =1+t +§t2 + %t3 + 0, (t3), e* 14+ ulx) + %u(x)2 + %u(x)3 + 0(x3) avec
xX— N ——p—
u(x)
x3 3
u(x)=x—?+oo(x ) 3 3 B 1 1 ¥ 1
4
w(x)? = x2 + 0,(x3) donc e TN =1 4 x =S H5x% ¥ +0o(%) =14 x + = —x% + 0 (%),
u(x)3® = x3 + 0y (x3)
2
Alors, f(x) = (1 — ax + x?2) [1 - %xz + 00(x3)] [1 +x+ x?— %x3 + 00(x3)] =(1-ax+x?) [1 +x —§x3 + 00(x3)]

f)=1+0—-a)x+ (1 - a)x? +§x3 + 0o (x3).



1.c. Comme fadmetle DL {(0) suivant f(x) = 1+ (1 — a)x + 0g(x), f'(0) = 1 — a etl’équation de latangente & C; enOesty =1+

(1-a)x?sia#1

(1—-a)x. Deplus, f(x) —[1+ (A —a)x] = (1 —a)x?+ §x3 + 00(x3)~0{ 3

ix sia=1

Donc, sia = 1 alors, comme §x3est du signede x, f(x) — [1 + (1 — a)x] = 0 pour x au voisinage de 0%et f(x) — [1 + (1 —a)x] <0
pour x au voisinage de 0~; donc, C; est sous sa tangente en 0.

Sia > 1 alors, comme (1 — a)x? est négatif, f(x) — [1 + (1 — a)x] < 0 pour x au voisinage de 0 ; donc, Cr, est sous sa tangente en 0.
Sia < 1 alors, comme (1 — a)x? est positif, f(x) — [1 + (1 — a)x] = 0 pour x au voisinage de 0 ; donc, Cr, estau-dessus de sa
tangente en 0.

1S

a. Déterminer un équivalent simple de f, au voisinage de +oo. Faire de méme en —oo.

b. Montrer que Vx € R**, f, (x) = erx foa (— %) etVx € R™, f,(x) = —eix fra (— i)

c. Endéduire que Cr, a deux asymptotes obliques l'une en +oo et l'autre en —oo et étudier, suivant les valeurs de g, la position, au
voisinage de +, de (¢, par rapport a son asymptote en +ouniguement .

d. Vérifier que ces deux asymptotes se coupent orthogonalement sur (0x).

1-ax+x? x? x?

V1+x2 tOVRZ T x|

2a.1—ax + x%~ x%et 1 + x?~, ,x%donc = |x].

™ ™ ™
De plus, lirp eAretan(*) = g3 = (.Donc eATtMX ~ | ez, Dong f(X) ~cXe2.
X—+00

1-ax+x? Arctan(x) -n n
A —_ rctan(x - B
De méme, Nepwed ~_olx] =—x ete ~40€z.Donc, f(X) ~;o—xe z.
1 1
) L3 1 T 1-atm arctan(-:
2b. Soitx € R**, Alors, ezx f_, (— —) =ex —==%e¢ (-5 =
x 145
X
car Arctan est
2(1-ai+d) =« . impaire - - N -
—+Arctan(—= (x?—ax+1) Z_arctan(* (x%2—ax+1)
(795196)32 ( x) i Rl PP (x) — 728Arctan(x) — fa(x)-
el 1 R
x [1+z car x>0 x2(1+x—2) carx>0 VitX
donc x=v x?

1 1
. _ -z 1 T 1-act  arctan(-t
Soitx € R™"Alors, —e zx f_, (——) =—e 2x —XXe¢ ( x) =
x 14

car Arctan est

1,1 impaire
xz(l—a;+x—z) e—§+Arctan(—§) —~ (x?—ax+1) e—g—Arctan(i) — (?—ax+1) eArctan(x) — fa ()
_x2) Rl 0 (%).
-x 1+xi2 car %<0 X2(1+Xi2) carL';c<0 Lhx?
donc —x=y x*

2c. Soitx € R**. Posons t = %et g®) = fa(x).Alors, g(t) = f, (%) = eE% foa(—t).Comme ltirr(} —t = 0, nous pouvons f_,(—t) =1+

(1= )0 + (1= () ()2 +5 (0% + 0o(t3) = 1= (1 + @)t + (1 + )t? =3 + 05+ (£2).

Donc, g(t) = EE% - eg(l +a)+ eg(l +a)t — ?tz + 0g+(t2).

Et par conséquent, f,(x) = g (i) = egx — eg(l +a)+ eg(l + a)i — ?xiz + 0400 (%)

®Sia > —1alors f,(x) — [egx - eg(l + a)] ~+we§(1 + a)i ; comme XETw eg(l + a)i =0et eg(l + a)i > 0 au vois de+oo,

xl_iﬂ)() fa(x) — [egx — eg(l + a)] =0et fo(x)— [egx - eg(l + a)] > 0 au vois de+o0. J’en conclus que la droite d’équation y = egx —
eg(l + a) est asymptote a Cf en +oo et Cf est au-dessus de cette asymptote au voisinage de +oo.

®Sia < —1alors f,(x) — [egx — eg(l + a)] ~+Ooe§(1 + a)i ; comme xl—i>Too eg(l + a)% =0et eg(l + a)% < 0 au vois de+oo,

xl_i)rll(x) fa(x) — [egx — eg(l + a)] =0et fo(x)— [egx - eg(l + a)] < 0 au vois de+oo. J’en conclus que la droite d’équation y = egx —

ez(1 + a) est asymptote a Cf en +oo et Cf est en-dessous de cette asymptote au voisinage de +oo.
. T T e% 1 . e% 1 eg 1 .
®Sia = —1alors f,(x) — [ezx —ez(1+ a)] ~4w 5 7z » COmMme xl—l>r-|l:loo -5 == 0et —5=< 0 au vois de+m,
]ir_{l fa(x) — [eEx —ez(1+ a)] =0et fo(x)— [eEx —ez(1+ a)] < 0 au vois de+oo. J’en conclus que la droite d’équation y = ezx —
X—>+00

ez(1 + a) est asymptote a Cf en +oo et Cf est en-dessous de cette asymptote au voisinage de +oo.
Soitx € R™*.Posons t = %et g@) = fu(x).Alors, g(t) = f, (%) = e_E% ~ o (1),

Donc, g(t) = e_T(_—tl) +e2(1+a)—ez(1+a)t+ :jtz + 0+ (t2).
Et par conséquent, f,(x) = —e zx+e 2(1+a)—e 2(1 + a)% + ezl +0_o (xi) Donc, la droite d’équation —e 2x + e 2(1 + a) est

3 XZ 2
asymptote a Cf en —oo.



s T
2d.Un vecteur directeur de 'asymptote en +oo est i = T + ez ( car la pente de cette droite est ez). Un vecteur directeur de 'asymptote
-7

m ™
en—cestv=r—e2.0r,l.u=1X1+ezXe z=1—1=0.Donc ces deux asymptotes sont perpendiculaires.

ETUDE D’UNE SUITE

1. Soitn unentier naturel tel que n = 3 . Montrer que U'équation x = nin(x) d’inconnue x € R*™* admet une unique solution dans
10, n] notée u,, etjustifier que u,, €]0,2[.

2. Montrer que la suite (u,,) est strictement décroissante.

3. Montrer que la suite (u,) converge vers 1.

1. Posons @, (x) = x — nin(x). ¢, est de classe C®sur R**etVx > 0,¢,,'(x) =1 — g

Donc, ¢,/ (x) >0 1— g > 0 & x > n.D’ol les variations de ¢, x 0 Up 2 n
suivantes : +
!
on(m) =n(1—In(n)) <0.Deplus  lim @ (x) =+ = Pn (%) T 0 +
x—0 (et+o) On (x) +oo H

lirp (x¢y). Donc comme @, est continue sur R, le TVl assure que ¢,
X—+00

oo
s’annule au moins une fois sur ]0, n[et une fois sur |n, +oo[. Comme de plus ~~a /
¢, est strictement monotone sur chacun de ces intervalles, ¢ s’annule une 0
seule fois sur chacun de ces intervalles. Ainsi, 'équation x = nln(x) <0
d’inconnue x € R** admet une unique solution dans ]0,n] notée u,. Comme ¢,(2) =2 —nIn(2) < 0 car n = 3, u, €]0,2[. Et méme,
¢,(1) =1 —nlIn(1) > 0donc u,, €]1,2].
Ainsi, Vn = 3,u, €]1,2[ et ¢,(u,) = u, —nin(u,) =0.
2. Comparons @, (u,)et @, (Upyq)-
Pn(Un) =0 = @ryq (Unsq) € Pr(Unsr) = Upsq — nIN(URe1) = Unyqr — 0+ Din(Upyq) + (Upyr) = M(Uneq) > 0 car upyq €]1,2].
=@n+1(Un+1)=0

Donc, ¢, (Uns1) > @, (u,). Comme ¢, est strictement décroissante sur ]1,2[, 4,44 < u,. Donc la suite u est strictement décroissante.
Comme elle est bornée, elle converge. Notons L sa limite finie.

In .
3. Vvn = 3,u, = nin(u,) donc In(u,) = 1;—" et u, = en .Parconséquent, L = IIT u, =e® =1.
n—+oo

DEVELOPPEMENT LIMITE de @
On pose Vt € |—1,+[, ®(t) = lnl(%t)

4. Justifier que @ admet un développement limité a tout ordre d au voisinage de 0 . On note @(t) = Xj_, Gt/ + 0o(t%) le
développement limité d’ordre s au voisinage de 0.

5. Calculercy,cy,cy, C3.
6. Justifierque Vj € N*,¢; = (=1)/*1 Zk lk
7. Montrer que pour tout entier p strictement positif, In(p + 1) — In(p) < % en utilisant une inégalité classique.
8. Endéduire que la suite (¢j) jen- diverge sans limite.
4. @ estdeclasse C®sur] —1,+oo[ donc admet un DL a tout ordre en 0 d’aprés Taylor-Young.
2 3
5. @(t) = M =¢(t) =In(1 + t)— = (t - % + % + oo(t3)> (1—t+t2—t3+0y(t3)) = t - gtz + 1—61t3 + 0o(£3).
Donc,cy =0,¢; =1,¢, = —%,c3 =1—61.

6. @()=In(1+ t)ﬁ =252 (_1);_1t] +0o(t%) | |Z320(=1)7t/ + 0(t5) | = termes de degréinfa s de P(t)Q(t) + 0o (t*)

N — -
—th)_/ RGO =Z§—o¢jt1

or, Q(t)R(t)z(Zj 1( 1)]1 1t’> (Zk 0( l)ktk> Z} 1Zk 07( 1)J-1¢i (- 1)’(,:’(—21 1Zk 0}1(_1)k+j+1tk+j
Z} 121 ]]—(—1)i+1tl Zl 121 1}1( 1)i+1gl ZZZI (_1)”12;1; i

=c; pour je[1,s]

Dong, ¢; = (=1)*1 23-:11
7. Jesaisque Vx > 0,[n(1 + x) < x donc pour tout entier p strictement positif, In(p + 1) — In(p) = In (1 + %) < %.
8. Vj>0In(j+1)= f_ In(p + 1) — In(p) < ¥, l = 5j. Donc lim S; = +oo.
j-
—S2j ]—+> —oo etAlors, c2]+1 (—1)%+2 22“1% = S2j41 m +00. Comme les deux suites extraites (czj) et
(csz) tendent vers deux limites différentes , j’en conclus que (Cj) diverge sans limite.

Alors, ¢;j=(— 1)2i+1 32

ror

DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DE (u,,)

9. Montrer que @ induit une bijection de |—1, e — 1[ sur un domaine a déterminer . On note v la bijection réciproque . Dresser le
tableau des variations de 1 et préciser les limites aux extrémités de son intervalle de définition.

10. Justifier que Y admet un développement limité a Uordre 2 au voisinage de 0 et déterminer ce développement limité .

11. Vn € N,onpose v, = u, — 1.



11.1 Exprimer v,, a ’aide de ¢ et n.
11.2 En déduire gu’il existe troisréels A, B ,C que 'on déterminera, tels queu,, = A + % 4r 7% + 0400 (7%)

1-In(1+t)

e > 0. Donc @ est strictement croissante sur |—1,e — 1[ . Comme de plus ®est continue sur

1M.Vte|-1l,e—1[D'(t) =
pas de
L FI
]—-1,e — 1], @ est bijective de |-1,e — 1[sur] lim @(x), lim (D(x)[ =] —oo,-[ (car lim ®(x) £ -—owet lim ®(x)=P(e—1)=
x--1 x—e—1 e x--1 x—e—1

é). De plus, ¥ la bijection réciproque est continue et strictement croissante sur | — oo,i [etlim PYx)=e—1let lim P(x) =-1.
xX—= X—>—
e

12.Sur]—1,e — 1[, @' ne s’annule pas et @ est de classe C*. Donc, i est de classe C®sur ]| — oo, [ Donc Taylor Young assure que Y

admet le développement limité d’ordre 2 au voisinage de 0 suivant : (x) = (0) + ' (0)x + —— L0} ( ) x% + 0y(x?). Or, (0) = 0 donc
P(0)=0.

! " IIJ'(x)<P”(1IJ(X)) " _ —3+2 ln(1+t) " —
Ety'(x) == (1/1( D) et (x) = —(¢’(w(x)))2 avec @"'(t) = — o Donc, ¥'(0) = ; (¢(0)) = (0) =1lety)(0) =
—1/1 @) _ _ 3 _ 4 Ainsi, P(x) = x + >x% + 00 (x2).
(o' ()’ ! 2
In(1+vy)

13. u, = nin(u,) donc 1 + v, = nin(1 + v,). De plus,vn,u, €]1,2]. Doncu, =1+ v, # 0. AlorsVn, ®(v,) = = % . De plus,

(1+vy)

vn,u, €]1,2] € 11,e[donc v, €]0,e — 1[ € ]—1,e — 1[.Par conséquent, Vn, v, = ¢ (l)

n

14. Comme lir_{l %z Oetp(x) =x +%x2 +09(x2), v, =P (1) =142 e L 0400 (—) Ainsi,A=0,B=1etC = —conwennent
n—-+oo

n n

Exercice 5 Une équation fonctionnelle
On note E ’ensemble de toutes les applications f de R dans R, continues et telles que :
V(x,y) ER f(x + y)f(x —y) = (FfF ()2
. Montrer que E estnonvide.
2. Montrerque f EE & —f €EE.
3. Soitf €E.
a. Trouver les valeurs possibles de f(0).
b. Montrerque: f(0) =0= f = 0.
On suppose désormais que f(0) # 0.
c. Imaginons un instantque: 3x, € R/f(x,) = 0. Montrerque Vn € N, f (;‘—g) = 0 et aboutir a une contradiction. Qu’en conclut-

onsurf?
d. Endéduire que f est de signe constant. On suppose désormais que Vx, f(x) > 0.
Les fonctions constantes égales a0 et a 1 sont éléments de E.
2. Sif estdansE alors f est continue donc —f est continue sur R et
V(x,y) ER? (= fx + ) (—flx = y)) = flx +yf (x =) = FOIf @) *=[(=f () (—=f (¥))]*donc —f estdans E.
Ains, f € E = —f € E.Parsuite, -f e E.= —(—f) € E.Ainsi,f €EE & —f €E
3. festune applicationde R dans R, continues et telle que :¥(x,y) € R?, f(x + Y)f(x —y) = (f(x)f(y))2 *oK
a.Alors, en prenantx =y = 0 dans *x,j’obtiens: f(0)% = f(0)*.
Donc, f(0)2[f(0)2 — 1] = 0i.e. £(0)2[f(0) — 1][f(0) + 1] = 0. Ainsi, f(0) € {0,1,—1}.
a. Supposons que f(0) = 0. Alors pour tout réel x, en prenant x = y dans =, j’obtiens f(2x)f(0) = f(x)2. Donc f(x)? = 0 et
par suite, f(x) = 0.Donc f(0) = 0 = f est la fonction nulle.
On suppose désormais que f(0) # 0 donc f(0) = 1.

b. Imaginons uninstant que: 3x, € R/f(x,) = 0. Donc, f (ﬂ) =0.

Soit n un entier naturel. Supposons que f (;fl) = 0.Jesaisque f (2"+1 2"+1) f(2"+1 2n+1) =(f (Zzﬂl)f (2:31))2 (enposantx =y =
2
2"+1 dans **).Donc, (f (Ziil)) =f (;‘—z)f(o) C; 0 et par suite, f (2"+1) =0.
()0

Le théoreme de récurrence permet alors de conclure que Vn € N, f (z—fl) = 0. La suite (f (;—3)) est donc constante égale a 0, sa limite

est donc nulle. Mais liI_P ;—z = 0 et f estcontinueenOi.e. ltmg f(t) =f(0) ; donc le théoreme de caractérisation séquentielle de la
n-+oo —
limite d’une fonction, lirJP f (;—3) = f(0). Alors par unicité de la limite, f(0) = 0 ce qui est exclu !!! ’en déduis qu’un tel réel x, n’existe
n—+oo
pas.J’en déduis que f ne s’annule pas.
c. Comme f est continue sur Uintervalle R et ne s’annule pas sur R, f ne change pas de signe sur R.

On suppose désormais que Vx, f(x) > 0
4. OnposeVx € R, g(x) = In(f(x)).



Montrer que g(0) = 0, g est paire et continue sur R.
Montrer que Vx € R,Vn € N, g(nx) = n?g(x).
En déduire que Vx € R, Vn € Z, g(nx) = n?g(x).

Montrer que Vn € N*, g (%) = %g(l) 5

e. Endéduire queVr € Q g(r) = r?g(1).
f. Endéduire que Vx € R, g(x) = x%g(1).
5.Déterminer tous les éléments de E.
4. On suppose désormais que Vx, f(x) > 0 et par conséquent, f(0) = 1.

On pose Vx € R, g(x) = In(f(x)). Alors (**) devient: V(x,y) € R%In [f(x + y)f(x —y)] = In [(f(x)f(y))z]
i.e. In[ f(x +y)] +In[f (x — )] = 2In[f ()] + 2In[f ()] . Ainsi, ¥(x,¥) € RZ, glx +¥) + g(x =) = 29(x) + 29() (%)
a. g(0) = ln(f(O)) =In(1) = 0.
Prenons x = 0 dans (*), alors Vy € R, g(y) + g(—y) = 2g(0) + 2g(y) = 2g(y). Donc, g(—y) = g(¥).)’en conclus que g est paire.
Enfin, f est continue sur R et strictement positive et In est continue sur R**. Donc, par composition, g est continue sur R.
b. Soitx € R. Montrons par récurrence double que:Vvn € N, g(nx) = n2g(x).
g(0xx) =g(0) =0%x g(x). et g(1 xx) = g(x) = 1> x g(x).
Soit 7 un entier naturel non nul. Supposons que g(nx) = n?g(x) et g((n— Dx) = (n — 1)?g(x).
Alors, prenons x = x ety = nx dans (), g(x +nx) + g(x — nx) = 2g(x) + 2g(nx) ce quidonne :
g((n+ Dx) + g(=(n— 1x) = 2g(x) + 2n%g(x). Comme g est paire, g(—(n — x) = g((n — Dx) = (n — 1?g(x).
Alors, g((n+ Dx) = 2g(x) 4+ 2n%g(x) — (n — 1D2g(x) = (n® + 2n+ Dg(x) = (n + 1)?g(x).
En conclusion, nous pouvons affirmer que Vx € R, Vn € N, g(nx) = n?g(x).
c. OnsaitdéjaqueVx € R, vn € N, g(nx) = n?g(x).Deplus, Vx ER,,Vn € N,g((—n)x) =g(—nx) = g(nx) = n?g(x) =

(—n)?g(x).)en conclus que Vx € R, Vn € Z, g(nx) = n?g(x).
d. vneN,g() =g (n X l) =n2g (l) Donc,, g (1) =1g(1).
n n n

n2
. N 1 1 2
e. Smtr=§€ Qavecp eZetneN*.g(r) = g(px;) =ng(;) =%g(1) =r?g(1).

f.  Soitx unréel. Alors, comme Q est dense dans R, x est la limite d’une suite (7;;) de nombres rationnels.

2 o T o

Comme Vn,7, € Q, f(r,) = 1,2g(1). Alors, liIP f() = x2g(1). Mais comme f est continue en x, le théoréme de caractérisation
n—+oo
séquentielle de la continuité assure que lir_P f () = f(x). Alors par unicité de la limite, f(x) = x?g(1). 5. Ainsi, g estde la forme
n—+oo

(x » ax?) telque a € R. Et par conséquent, f estde la forme (x ea"z) telquea € R.

Réciproquement, toute fonction(x ~ e“"z) tel que a € R est strictement positive, continue sur R et vérifie : f(0) = 1 et V(x,y) € R?,
Fe+7)f (x = y) = )’ alro)’ = galranratoy)? = garts2er’ = g2av'e20r = f()2f(y)? = (FGOf))"

J’en déduis que les solutions strictement positive de notre probléme sont les fonctions (x - e‘”‘z) telquea € R.

Or, f estsolution sietssi —f est solution. Donc, les solutions strictement négative de notre probléme sont les fonctions (x - —ea"z)
telquea € R.

J’en conclus que les solutions de notre probléme sont les fonctions (x - 0), , (x ~ ea"z), (x - —e“xz) elquea € R.



