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DS 5 
 
 4 heures et calculatrice interdite.  
En cas de doute sur le sujet, n’hésitez pas à m’en faire part.  
Encadrer vos résultats en couleurs (pas de fluo car interdit au concours).  
Soigner l’écriture  et la présentation.  
 
 
 
 

EXERCICE 1 Reste de division euclidienne 
Déterminons le reste 𝑅 de la division euclidienne de 𝑃 = 𝑋𝑛 par 𝐵 = (𝑋 − 1)²(𝑋 + 2).  
 
 

EXERCICE 2 Intégrales à paramètres 
 

Soient 𝛷 𝑒𝑡 𝛹 les fonctions définies par :  𝛷(𝑥) = ∫
𝑒−(1+𝑡2)𝑥

1+𝑡²

1

0
𝑑𝑡  et  𝛹(𝑥) = ∫ 𝑒−(1+𝑡2)𝑥𝑑𝑡

1

0
.  

1. Justifier que 𝐷𝛷 = 𝐷𝛹 = ℝ . 

2. Etude de la fonction 𝛷 

2.1  Calculer 𝛷(0). 

2.2  Montrer que : ∀𝑥 > 0,
𝜋

4
𝑒−2𝑥 ≤ 𝛷(𝑥) ≤

𝜋

4
𝑒−𝑥. En déduire la limite de 𝛷 en +∞. 

2.3  Faire de même en −∞. 

2.4  Etudier les variations de 𝛷. 

3. Nous démontrerons dans la question 4. que  𝜱 est dérivable sur ℝ et que: ∀𝒙 ∈ ℝ, 𝜱′(𝒙) = −𝜳(𝒙).   
Nous admettons et utilisons ce résultat cette question 3. 

On pose  𝐺(𝑥) = ∫ 𝑒−
𝑡2

2 𝑑𝑡
𝑥

0
  et   𝐹(𝑥) = 2𝛷 (

𝑥²

2
) + (𝐺(𝑥))2. 

3.1  Justifier que 𝐹 est dérivable sur ℝ. 

3.2  Montrer que :  ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝐹′(𝑥) = 0.  

3.3  En déduire que : lim
𝑥→+∞

𝐺(𝑥) = √
𝜋

2
 . 

4. Etude de la dérivabilité de 𝛷 

4.1  En appliquant Taylor-Lagrange, montrer que : ∀ℎ ∈ [−1; 1], ∀𝑥 > 0, |𝑒−ℎ𝑥 − 1 + ℎ𝑥| ≤
ℎ2𝑥2

2
𝑒𝑥. 

4.2  Soit 𝑎 ∈ ℝ . Démontrer que :  ∀ℎ ∈ [−1; 1], |
𝛷(𝑎+ℎ)−𝛷(𝑎)

ℎ
+ 𝛹(𝑎)| ≤ [∫

1+𝑡2

2
𝑒(1+𝑡2)(1−𝑎)𝑑𝑡

1

0
] |ℎ|.  

4.3  En déduire que 𝛷 est dérivable sur ℝ et que  ∀𝑎 ∈ ℝ, 𝛷′(𝑎) = −𝛹(𝑎). 

 

 



EXERCICE 3 Théorèmes classiques et applications.  
Les parties 𝑨, 𝑩 et 𝑪 sont indépendantes.  
 

A. Critère de classe  𝑪𝟏 et  théorème de Rolle 

Soit 𝑎 et 𝑏 réels tels que 𝑎 < 𝑏 et 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ, de classe 𝐶2 telle que 𝑔(𝑎) = 𝑔(𝑏) = 0 et 𝑔′(𝑎) = 0.   

On pose 𝜑(𝑥) = {
𝑔(𝑥)

𝑥−𝑎
 𝑠𝑖 𝑥 ∈]𝑎, 𝑏]

0 𝑠𝑖 𝑥 = 𝑎
. 

1. Enoncer le critère de classe 𝐶1 .  

2.  Montrer que 𝜑  est de classe 𝐶1 sur [𝑎, 𝑏] et déterminer 𝜑′(𝑥) pour 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. (indication :  utiliser le 𝐷𝐿2(0) de 𝑔) 

3. Enoncer le théorème de Rolle. 

4. Montrer, en utilisant  𝜑, qu’il existe un réel  𝑐 ∈]𝑎, 𝑏[ tel que :  𝑔′(𝑐) =
𝑔(𝑐)

𝑐−𝑎
. Interpréter géométriquement ce 

résultat. 

B. Accroissements finis. 

Soit 𝑓: ℝ+ → ℝ, dérivable sur ℝ+ telle que 𝑓′ est strictement décroissante et positive sur ℝ+. 

5. Enoncer le théorème d’égalité des accroissements finis. 

6. Montrer que ∀𝑥 ∈ [1, +∞[, 𝑓(𝑥 + 1) − 𝑓(𝑥) < 𝑓′(𝑥) < 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥 − 1).  

7. Soit (𝑠𝑛)𝑛∈ℕ∗la suite réelle définie par : ∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑠𝑛 = ∑ 𝑓′(𝑘)𝑛
𝑘=1 . 

Montrer que : (𝑠𝑛)𝑛∈ℕ∗est convergente 𝑠𝑖 𝑒𝑡 𝑠𝑒𝑢𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑠𝑖  𝑓 a une limite finie en +∞. 

8. Application : étudier la convergence des suites 𝑢 et 𝑣 définies par : 

∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑢𝑛 = ∑
1

1+𝑘2
𝑛
𝑘=1  𝑒𝑡 𝑣𝑛 = ∑

1

√1+𝑘
𝑛
𝑘=1 . 

C. Une nouvelle formule de Taylor. 

Soit 𝑔: ℝ → ℝ, une fonction de classe 𝐶𝑛+1 et 𝑎 et  𝑏 des réels fixés tels 𝑎 < 𝑏. 

On définit 𝜑: ℝ → ℝ par : ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝜑(𝑥) = 𝑔(𝑏) − [∑
(𝑏−𝑥)𝑘

𝑘!
𝑔(𝑘)(𝑥)𝑛

𝑘=0 ] + 𝑉
(𝑏−𝑥)𝑛+1

(𝑛+1)!
  où 𝑉 est une constante 

réelle (que vous choisirez à la question 10.) 

9. Montrer que 𝜑 est dérivable sur ℝ et ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝜑′(𝑥) = −
(𝑏−𝑥)𝑛

𝑛!
[𝑔(𝑛+1)(𝑥) + 𝑉]. 

10. En choisissant « judicieusement » la constante 𝑉, montrer l’existence d’un réel 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏] tel que : 

𝑔(𝑏) = ∑
(𝑏−𝑎)𝑘

𝑘!
𝑔(𝑘)(𝑎)𝑛

𝑘=0 +
(𝑏−𝑥)𝑛+1

(𝑛+1)!
𝑔(𝑛+1)(𝑐).  (une nouvelle formule de Taylor). 

11. Justifier que 𝑀 = 𝑚𝑎𝑥[𝑎,𝑏]𝑔
(𝑛+1) et 𝑚 = 𝑚𝑖𝑛[𝑎,𝑏]𝑔

(𝑛+1) existent. 

12. Montrer que :   𝑚
(𝑏−𝑎)𝑛+1

(𝑛+1)!
≤ ∫

(𝑏−𝑢)𝑛

𝑛!
𝑔(𝑛+1)(𝑢)𝑑𝑢

𝑏

𝑎
≤ 𝑀

(𝑏−𝑎)𝑛+1

(𝑛+1)!
. 

13. En déduire qu’il existe un réel 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏] tel que ∫
(𝑏−𝑢)𝑛

𝑛 !
𝑔(𝑛+1)(𝑢)𝑑𝑢

𝑏

𝑎
=

(𝑏−𝑎)𝑛+1

(𝑛+1) !
𝑔(𝑛+1)(𝑐). 

14. Montrer, par récurrence sur 𝑛, que pour toute fonction 𝑓 : ℝ → ℝ de classe 𝐶𝑛+1, 

𝑓(𝑏) = ∑
𝑓(𝑘)(𝑎)

𝑘!
(𝑏 − 𝑎)𝑘𝑛

𝑘=0 + ∫
(𝑏−𝑢)𝑛

𝑛!
𝑓(𝑛+1)(𝑢)𝑑𝑢

𝑏

𝑎
.  (formule de Taylor reste-intégral).  

15.  Retrouver  le résultat obtenu à la question 10.                                                                                      . Fin .  


