
FICHE DE REVISION  Colle 20 
I Applications des systèmes linéaires   
 
Ex 1 : Soit 𝑓: (𝑥 ↦ ln(𝑥)

√𝑥
).  

a) Montrer que 𝑓 est bijective de ]0, 𝑒2[ sur ] − ∞,
2

𝑒
[  et 𝑓−1est de classe 𝐶∞sur  ] − ∞,

2

𝑒
[.  

b) Déterminer le 𝐷𝐿4(1) de  𝑓.  
c) En déduire le 𝐷𝐿4(0) de  𝑓−1.  

a) 𝐷𝑓 =ℝ+∗.  𝑓 est donc bien définie sur ]0, 𝑒²[. De plus, 𝑓 est continue et même de classe 𝐶∞sur ]0, 𝑒²[ : en effet ,  
dans l’expression de 𝑓 seule la racine carrée n’est pas de classe 𝐶∞ sur tout son domaine de définition , elle ne l’est que 

sur ℝ+∗donc elle l’est  sur  ]0, 𝑒²[.  ∀𝑥 ∈]0, 𝑒²[, 𝑓′(𝑥) = 1

𝑥√𝑥
−

𝑙𝑛(𝑥)

2𝑥√𝑥
=

1

𝑥√𝑥
(2 − ln(𝑥)) > 0. Donc 𝑓 est strictement croissante 

sur l’intervalle ]0, 𝑒²[. Alors, le théorème des bijections continue et strictement monotones assure que 𝑓(]0, 𝑒2[) =

]lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) , lim
𝑥→𝑒2

𝑓(𝑥)[ =] − ∞,
2

𝑒
[ et  𝑓 est bijective de ]0, 𝑒2[ sur  ] − ∞,

2

𝑒
[. Enfin , 𝑓’ ne s’annule pas sur  ]0, 𝑒2[ et 𝑓 est de 

classe 𝐶∞ sur ]0, 𝑒²[. Donc 𝑓−1est de classe 𝐶∞ sur ] − ∞,
2

𝑒
[.  

b) Posons 𝑡 = 𝑥 − 1 𝑒𝑡 𝑔(𝑡) = 𝑓(𝑥).  

Alors 𝑔(𝑡) = 𝑓(𝑡 + 1) =
ln (1+𝑡)

√1+𝑡
= ln(1 + 𝑡) (1 + 𝑡)−

1

2 = (𝑡 −
𝑡2

2
+

𝑡3

3
−

𝑡4

4
+ 𝑜0(𝑡

4)) (1 −
1

2
𝑡 +

3

8
𝑡2 −

5

16
𝑡3 +

35

128
𝑡4 + 𝑜0(𝑡

4))  

𝑔(𝑡) = 𝑡 (1 −
𝑡

2
+

𝑡2

3
−

𝑡3

4
+ 𝑜0(𝑡

3)) (1 −
1

2
𝑡 +

3

8
𝑡2 −

5

16
𝑡3 + 𝑜0(𝑡

3)) = 𝑡 (1 − 𝑡 +
23

24
𝑡2 −

44

48
𝑡3 + 𝑜0(𝑡

3))  

𝑔(𝑡) = 𝑡 − 𝑡² +
23

24
𝑡3 −

11

12
𝑡4 + 𝑜0(𝑡

4). Ainsi, 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 1) − (𝑥 − 1)² +
23

24
(𝑥 − 1)3 −

11

12
(𝑥 − 1)4 + 𝑜1((𝑥 − 1)4).  

c) 𝑓−1est de classe 𝐶∞ sur ] − ∞,
2

𝑒
[ et 0 ∈] − ∞,

2

𝑒
[ . Donc Taylor Young assure que 𝑓−1admet un 𝐷𝐿4(0).  

Il existe donc 5 uniques réels 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒 tels que 𝑓−1(𝑥) = 𝑎 + 𝑏𝑥 + 𝑐𝑥2 + 𝑑𝑥3 + 𝑒𝑥4 + 𝑜0(𝑥
4).  

Comme lim
𝑥→1

𝑓(𝑥) = 0 et 𝑓 admet un 𝐷𝐿4(1), 𝑓−1(𝑓(𝑥)) admet un 𝐷𝐿4(1) telle que :  

 𝑥 = 𝑓−1(𝑓(𝑥)) = 𝑎 + 𝑏𝑓(𝑥) + 𝑐𝑓(𝑥)2 + 𝑑𝑓(𝑥)3 + 𝑒𝑓(𝑥)4 + 𝑜1((𝑥 − 1)4) .  
Posons ℎ(𝑡) = 𝑓−1(𝑓(𝑡 + 1)).  
Alors,  𝑡 + 1 = ℎ(𝑡) =  𝑎 + 𝑏𝑔(𝑡) + 𝑐𝑔(𝑡)2 + 𝑑𝑔(𝑡)3 + 𝑒𝑔(𝑡)4 + 𝑜0(𝑡

4) avec  

𝑔(𝑡) = 𝑡 − 𝑡2 +
23

24
𝑡3 −

11

12
𝑡4 + 𝑜0(𝑡

4) 

𝑔(𝑡)2 = 𝑡2 − 2𝑡3 +
23

12
𝑡4 + 𝑡4 + 𝑜0(𝑡

4) = 𝑡2 − 2𝑡3 +
35

12
𝑡4 + 𝑜0(𝑡

4)   

𝑔(𝑡)3 = 𝑔(𝑡)𝑔(𝑡)2 = 𝑡3 − 3𝑡4 + 𝑜0(𝑡
4)   

𝑔(𝑡)4 = 𝑔(𝑡)𝑔(𝑡)3 = 𝑡4 + 𝑜0(𝑡
4)   

Donc, 𝑡 + 1 =  𝑎 + 𝑏[𝑡 − 𝑡2 +
23

24
𝑡3 −

11

12
𝑡4] + 𝑐[𝑡2 − 2𝑡3 +

35

12
𝑡4] + 𝑑[𝑡3 − 3𝑡4] + 𝑒𝑡4 + 𝑜0(𝑡

4) 

      i.e. 1 + 𝑡 =  𝑎 + 𝑏𝑡 + (𝑐 − 𝑏)𝑡2 + (
23

24
𝑏 − 2𝑐 + 𝑑) 𝑡3 + (−

11

12
𝑏 +

35

12
𝑐 − 3𝑑 + 𝑒) 𝑡4 + 𝑜0(𝑡

4).  

Alors par unicité de partir polynomiale du DL, 

{
 
 

 
 

𝑎 = 1
𝑏 = 1

𝑐 − 𝑏 = 0
23

24
𝑏 − 2𝑐 + 𝑑 = 0

−
11

12
𝑏 +

35

12
𝑐 − 3𝑑 + 𝑒 = 0⏟                  

𝑠𝑦𝑠𝑡è𝑚𝑒 𝑙𝑖𝑛é𝑎𝑖𝑟𝑒 é𝑐ℎ𝑒𝑙𝑜𝑛𝑛é ‼ 

donc 

{
 
 

 
 

𝑎 = 1
𝑏 = 1
𝑐 = 1

𝑑 = 2 −
23

24
=

25

24

𝑒 =
11

12
−

35

12
+

25

8
= −

27

24
=

9

8
 

.  

Ainsi, 𝑓−1(𝑥) = 1 + 𝑥 + 𝑥2 +
25

24
𝑥3 +

9

8
𝑥4 + 𝑜0(𝑥

4). 

 

Ex 2 Décomposer en éléments simples 𝑓(𝑥) = 𝑥

𝑥4+𝑥2+1
. En déduire lim

𝑛→+∞
∑

𝑘

𝑘4+𝑘2+1

𝑛
𝑘=0 .  

𝑥4 + 𝑥2 + 1 = (𝑥² − 𝑒
2𝑖𝜋
3 ) (𝑥² − 𝑒

4𝑖𝜋
3 ) = (𝑥 − 𝑒

𝑖𝜋
3 ) (𝑥 + 𝑒

𝑖𝜋
3 ) (𝑥 − 𝑒

2𝑖𝜋
3 ) (𝑥 + 𝑒

2𝑖𝜋
3 )

= (𝑥 − 𝑒
𝑖𝜋
3 ) (𝑥 − 𝑒

2𝑖𝜋
3 ) (𝑥 + 𝑒

𝑖𝜋
3 ) (𝑥 + 𝑒

2𝑖𝜋
3 ) = (𝑥 − 𝑒

𝑖𝜋
3 ) (𝑥 − 𝑒−

𝑖𝜋
3 ) (𝑥 + 𝑒

𝑖𝜋
3 ) (𝑥 + 𝑒−

𝑖𝜋
3 )

= (𝑥2 − 2𝑅𝑒 (𝑒
𝑖𝜋
3 ) 𝑥 + |𝑒

𝑖𝜋
3 |

2

) (𝑥2 + 2𝑅𝑒 (𝑒
𝑖𝜋
3 ) 𝑥 + |𝑒

𝑖𝜋
3 |

2

) = (𝑥2 − 𝑥 + 1)(𝑥2 + 𝑥 + 1). 

De plus, deg(𝑥) < deg (𝑥4 + 𝑥2 + 1). Donc la partie entière de 𝑓 est nulle. Il existe donc 4 uniques réel 𝑎, 𝑏, 𝑐 et 𝑑 tels que : 



 ∀𝑥 ∈ ℝ,  𝑓(𝑥) = 𝑥

𝑥4+𝑥2+1
=

𝑎𝑥+𝑏

𝑥2−𝑥+1
+

𝑐𝑥+𝑑

𝑥2+𝑥+1
. Alors,  

 ∀𝑥 ∈ ℝ,  𝑥

𝑥4+𝑥2+1
=

(𝑎𝑥+𝑏)(𝑥2+𝑥+1)+(𝑐𝑥+𝑑)(𝑥2−𝑥+1)

(𝑥2−𝑥+1)(𝑥2+𝑥+1)
=

(𝑎+𝑐)𝑥3+(𝑎+𝑏−𝑐+𝑑)𝑥2+(𝑎+𝑏+𝑐−𝑑)𝑥+𝑏+𝑑

𝑥4+𝑥2+1
.  

Donc, ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑥 = (𝑎 + 𝑐)𝑥3 + (𝑎 + 𝑏 − 𝑐 + 𝑑)𝑥2 + (𝑎 + 𝑏 + 𝑐 − 𝑑)𝑥 + 𝑏 + 𝑑. Alors , par unicité des coefficients d’une 

fonction polynomiale, {

𝑎 + 𝑐 = 0
𝑎 + 𝑏 − 𝑐 + 𝑑 = 0
𝑎 + 𝑏 + 𝑐 − 𝑑 = 1

𝑏 + 𝑑 = 0

 donc , {

𝑎 + 𝑐 = 0
𝑎 − 𝑐 = 0
𝑏 − 𝑑 = 1
𝑏 + 𝑑 = 0

donc , {

𝑎 = 0
𝑐 = 0
2𝑏 = 1
𝑑 = −𝑏

donc ,

{
 
 

 
 
𝑎 = 0
𝑐 = 0

𝑏 =
1

2

𝑑 = −
1

2

.  

Ainsi,𝑓(𝑥) = 𝑥

𝑥4+𝑥2+1
=

1

2

𝑥2−𝑥+1
−

1

2

𝑥2+𝑥+1
.  

Alors, ∑ 𝑘

𝑘4+𝑘2+1

𝑛
𝑘=0 =

1

2
∑

1

𝑘2−𝑘+1
−

1

𝑘2+𝑘+1

𝑛
𝑘=0 =

1

2
∑

1

𝑘(𝑘−1)+1⏟    
𝑢𝑘

−
1

𝑘(𝑘+1)+1⏟    
𝑢𝑘+1

𝑛
𝑘=0 =

1

2
[𝑢0 − 𝑢𝑛+1] =

1

2
[1 −

1

𝑛(𝑛+1)+1
]. J’en déduis 

que :  lim
𝑛→+∞

∑
𝑘

𝑘4+𝑘2+1

𝑛
𝑘=0 =

1

2
.  

 
Ex 3 Déterminer le reste de la division euclidienne de (1 − 𝑋)𝑛  par 𝑇(𝑋) = 𝑋4 + 2𝑋3 + 2𝑋2 + 2𝑋 + 1.  
Le théorème de la division euclidienne assure qu’il existe deux uniques polynômes Q et R à coefficients réels tels que :  
(1 − 𝑋)𝑛 = (𝑋4 + 2𝑋3 + 2𝑋2 + 2𝑋 + 1)𝑄(𝑋) + 𝑅(𝑋)  𝑒𝑡 deg(𝑅) < 4. Alors deg (𝑅) ≤ 3 donc il existe quatre uniques réels 
𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 tels que : 𝑅(𝑋) = 𝑎𝑋3 + 𝐵𝑋2 + 𝑐𝑋 + 𝑑. Alors, (1 − 𝑋)𝑛 = 𝑇(𝑋)𝑄(𝑋) + 𝑎𝑋3 + 𝐵𝑋2 + 𝑐𝑋 + 𝑑. 
Or, �̃�(−1) = 0 et  �̃�′(−1) = 0. Donc Je peux factoriser 𝑇 par (𝑋 + 1)² , j’obtiens en effectuant la division euclidienne :  
 𝑇(𝑋) = (𝑋2 + 2𝑋 + 1)(𝑋2 + 1) = (𝑋 + 1)2(𝑋2 + 1) = (𝑋 + 1)2(𝑋 − 𝑖))(𝑋 + 𝑖).  

Alors, (1 − 𝑋)𝑛 =⏞
∗

𝑄(𝑋)(𝑋 + 1)2(𝑋 − 𝑖))(𝑋 + 𝑖)⏟                  
𝑈(𝑋)

+ 𝑎𝑋3 + 𝑏𝑋2 + 𝑐𝑋 + 𝑑  et −𝑛(1 − 𝑋)𝑛−1=⏞
∗∗

𝑈′(𝑋) + 3𝑎𝑋2 + 2𝑏𝑋 + 𝑐.  

Comme 𝑈(𝑋) = 𝑄(𝑋)(𝑋 + 1)2(𝑋 − 𝑖))(𝑋 + 𝑖), 𝑈 admet −1 comme racine au moins double et 𝑖 et −𝑖 comme racines (au 
moins simples) ; par conséquent, 𝑈(−1) = 𝑈′(−1) = 0 = 𝑈(𝑖) = 𝑈(−𝑖).  
Alors en évaluant l’égalité  ∗  en −1,  𝑖 et −𝑖 , j’obtiens : 2𝑛 = −𝑎 + 𝑏 − 𝑐 + 𝑑 𝑒𝑡 (1 − 𝑖)𝑛 = −𝑎𝑖 − 𝑏 + 𝑐𝑖 + 𝑑 et (1 + 𝑖)𝑛 =

𝑎𝑖 − 𝑏 − 𝑐𝑖 + 𝑑 ( cette égalité est la conjuguée de la précédente puisque 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 sont réels) 
En évaluant l’égalité ∗∗ en −1, j’obtiens : −𝑛2𝑛−1 = 3𝑎 − 2𝑏 + 𝑐.  

De plus, (𝑐 − 𝑎)𝑖 − 𝑏 + 𝑑 = (1 − 𝑖)𝑛 = √2
𝑛
(
1

√2
− 𝑖

1

√2
)
𝑛

= √2
𝑛
(𝑒−𝑖

𝜋

4)
𝑛

= 2
𝑛

2𝑒−𝑖
𝑛𝜋

4 = 2
𝑛

2 [cos (
𝑛𝜋

4
) − 𝑖𝑠𝑖𝑛 (

𝑛𝜋

4
)]. Comme 

𝑐 − 𝑎 et 𝑑 − 𝑏 sont réels, je peux affirmer par unicité des parties réelles et imaginaires que : 

 𝑐 − 𝑎 = −2
𝑛

2 [𝑠𝑖𝑛 (
𝑛𝜋

4
)] et −𝑏 + 𝑑 = 2

𝑛

2 [cos (
𝑛𝜋

4
)]. Alors 𝑎, 𝑏, 𝑐 et 𝑑 vérifient le système linéaire : 

{
 
 

 
 
−𝑎 + 𝑏 − 𝑐 + 𝑑 = 2𝑛

3𝑎 − 2𝑏 + 𝑐 = −𝑛2𝑛−1

 𝑐 − 𝑎 = −2
𝑛

2𝑠𝑖𝑛 (
𝑛𝜋

4
) 

−𝑏 + 𝑑 = 2
𝑛

2 cos (
𝑛𝜋

4
)

. 

Donc, 

{
  
 

  
 𝑐 = 𝑎 − 2

𝑛

2𝑠𝑖𝑛 (
𝑛𝜋

4
)

𝑑 = 𝑏 + 2
𝑛

2 cos (
𝑛𝜋

4
)

−𝑎 + 𝑏 − 𝑎 + 2
𝑛

2𝑠𝑖𝑛 (
𝑛𝜋

4
) + 𝑏 + 2

𝑛

2 cos (
𝑛𝜋

4
) = 2𝑛

  

3𝑎 − 2𝑏 + 𝑎 − 2
𝑛

2𝑠𝑖𝑛 (
𝑛𝜋

4
) = −𝑛2𝑛−1

    puis 

{
  
 

  
 𝑐 = 𝑎 − 2

𝑛

2𝑠𝑖𝑛 (
𝑛𝜋

4
)

𝑑 = 𝑏 + 2
𝑛

2 cos (
𝑛𝜋

4
)

−𝑎 + 𝑏 = −2
𝑛

2
−1𝑠𝑖𝑛 (

𝑛𝜋

4
) − 2

𝑛

2
−1 cos (

𝑛𝜋

4
) + 2𝑛−1

  

2𝑎 − 𝑏 = 2
𝑛

2
−1𝑠𝑖𝑛 (

𝑛𝜋

4
) − 𝑛2𝑛−2

 et  

 

{
  
 

  
 𝑐 = 𝑎 − 2

𝑛

2𝑠𝑖𝑛 (
𝑛𝜋

4
)

𝑑 = 𝑏 + 2
𝑛

2 cos (
𝑛𝜋

4
)

𝑎 = −2
𝑛

2
−1𝑠𝑖𝑛 (

𝑛𝜋

4
) − 2

𝑛

2
−1 cos (

𝑛𝜋

4
) + 2𝑛−1 + 2

𝑛

2
−1𝑠𝑖𝑛 (

𝑛𝜋

4
) − 𝑛2𝑛−2 = −2

𝑛

2
−1𝑐𝑜𝑠 (

𝑛𝜋

4
) + (2 − 𝑛)2𝑛−2

  

𝑏 = −2
𝑛

2𝑠𝑖𝑛 (
𝑛𝜋

4
) − 2

𝑛

2 cos (
𝑛𝜋

4
) + 2𝑛 + 2

𝑛

2
−1𝑠𝑖𝑛 (

𝑛𝜋

4
) − 𝑛2𝑛−2 = −2

𝑛

2 cos (
𝑛𝜋

4
) + 2𝑛−2

𝑛

2
−1𝑠𝑖𝑛 (

𝑛𝜋

4
) − 𝑛2𝑛−2

   
⬚

𝐿3 ← 𝐿3 + 𝐿4
⬚

𝐿4 ← 2𝐿3 + 𝐿4

. 

Ainsi, 

{
  
 

  
 𝑐 = −2

𝑛

2
−1𝑐𝑜𝑠 (

𝑛𝜋

4
) + (2 − 𝑛)2𝑛−2 − 2

𝑛

2𝑠𝑖𝑛 (
𝑛𝜋

4
)

𝑑 = −2
𝑛

2
−1𝑠𝑖𝑛 (

𝑛𝜋

4
) + (4 − 𝑛)2𝑛−2

𝑎 = −2
𝑛

2
−1𝑐𝑜𝑠 (

𝑛𝜋

4
) + (2 − 𝑛)2𝑛−2

𝑏 = −2
𝑛

2 cos (
𝑛𝜋

4
) − 2

𝑛

2
−1𝑠𝑖𝑛 (

𝑛𝜋

4
) + (4 − 𝑛)2𝑛−2

 et 𝑅(𝑋) = 𝑎𝑋3 + 𝐵𝑋2 + 𝑐𝑋 + 𝑑.  



III Applications de la décomposition en éléments simples 
 

Ex 1 Sachant que lim
𝑛→+∞

∑
1

𝑘²

𝑛
𝑘=1 =

𝜋²

6
, déterminer lim

𝑛→+∞
∑

1

𝑘4+2𝑘3+𝑘²

𝑛
𝑘=1 .  

Posons 𝑓(𝑥) = 1

𝑥4+2𝑥3+𝑥²
.  

𝑥4 + 2𝑥3 + 𝑥2 = 𝑥2(𝑥2 + 2𝑥 + 1) = 𝑥²(𝑥 + 1)² . Donc, 𝑓 est définie sur [1, +∞[ et il existe quatre uniques réels 𝑎, 𝑏, 𝑐, et 𝑑 

tels que : ∀𝑥 ∈ ℝ\{0;−1}, 𝑓(𝑥) =
1

𝑥²(𝑥+1)²
 =

𝑎

𝑥
+

𝑏

𝑥2
+

𝑐

𝑥+1
+

𝑑

(𝑥+1)²
.  

Alors 𝑏 = lim
𝑥→0

𝑥²𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0

1

(𝑥+1)²
= 1 et 𝑑 = lim

𝑥→−1
(𝑥 + 1)²𝑓(𝑥) = lim

𝑥→−1

1

𝑥²
= 1.  

Puis 𝑎 + 𝑐 = lim
𝑥→+∞

𝑥𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

1

𝑥(𝑥+1)²
= 0 donc 𝑐 = −𝑎. Puis  𝑓(1) = 1

4
= 𝑎 + 𝑏 +

𝑐

2
+

𝑑

4
 ; donc  1

4
= 𝑎 + 1 −

𝑎

2
+

1

4
. Ainsi, 

𝑎 = −2, 𝑐 = 2, 𝑏 = 1 𝑒𝑡 𝑑 = 1. Donc, ∀𝑥 ∈ ℝ\{0;−1}, 𝑓(𝑥) =
1

𝑥²(𝑥+1)²
 =

−2

𝑥
+

1

𝑥2
+

2

𝑥+1
+

1

(𝑥+1)²
. 

Alors, ∑ 1

𝑘4+2𝑘3+𝑘2
𝑛
𝑘=1 = ∑ 2(−

1

𝑘
+

1

𝑘+1

𝑛
𝑘=1 ) +

1

𝑘2
+

1

(𝑘+1)2
= 2∑ (−

1

𝑘
+

1

𝑘+1
)𝑛

𝑘=1⏟          
𝑠𝑜𝑚𝑚𝑒 

𝑡é𝑙𝑒𝑠𝑐𝑜𝑝𝑖𝑞𝑢𝑒

+ ∑
1

𝑘2
𝑛
𝑘=1 + ∑

1

(𝑘+1)2
𝑛
𝑘=1  

∑
1

𝑘4+2𝑘3+𝑘2
𝑛
𝑘=1 = 2(−1 +

1

𝑛+1
) + ∑

1

𝑘2
𝑛
𝑘=1 + ∑

1

𝑘2
𝑛+1
𝑘=2 = 2(−1 +

1

𝑛+1
) + (∑

1

𝑘2
𝑛
𝑘=1 ) + (∑

1

𝑘2
𝑛
𝑘=1 ) − 1 +

1

(𝑛+1)2
  

∑
1

𝑘4+2𝑘3+𝑘2
𝑛
𝑘=1 = −3 + 2 (∑

1

𝑘2
𝑛
𝑘=1 ) +

1

(𝑛+1)2
+

2

𝑛+1
 . Donc, lim

𝑛→+∞
∑

1

𝑘4+2𝑘3+𝑘2
𝑛
𝑘=1 = −3 + 2

𝜋2

6
=

𝜋2

3
− 3.  

 

Ex 2 Déterminer la dérivée nième de 𝑓(𝑥) = 𝑥6−2𝑥5+1

𝑥4−2𝑥3−3𝑥²+4𝑥+4
.  

Posons 𝑛(𝑥) = 𝑥6 − 2𝑥5 + 1 et 𝑑(𝑥) = 𝑥4 − 2𝑥3 − 3𝑥² + 4𝑥 + 4.  Je remarque que 𝑑(−1) = 𝑑′(−1) = 0 𝑒𝑡 𝑑′′(−1) ≠ 0. 
Donc (−1) est racine double de 𝑑 et (𝑥 + 1)² divise 𝑑 . Par division euclidienne, j’obtiens 𝑑(𝑥) = (𝑥2 + 2𝑥 + 1)(𝑥2 − 4𝑥 +

4). Ainsi, 𝑑(𝑥) = (𝑥 + 1)2(𝑥 − 2)². J’en déduis :  
1) 𝑓 est définie puis de classe 𝐶∞ sur ℝ\{−1; 2}  car 𝑓 est le quotient de deux fonctions polynomiales et son 

dénominateur ne s’annule pas sur ℝ\{−1; 2} .   
2) La décomposition en éléments simples de 𝑓 ne contiendra que des éléments simples de première espèce ( car 

les racines de 𝑑 sont toutes réelles) dont je sais déterminer les dérivées nièmes.  
Décomposons donc 𝒇 en éléments simples :  
Par division euclidienne de 𝑛 par 𝑑, j’obtiens : 𝑛(𝑥) = 𝑑(𝑥)(𝑥2 + 3) + 𝑟(𝑥) avec 𝑟(𝑥) = 2𝑥3 + 5𝑥2 − 12𝑥 − 11. Alors,  

𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 3 +
𝑟(𝑥)

𝑑(𝑥)
. Posons 𝑔(𝑥) = 𝑟(𝑥)

𝑑(𝑥)
=

2𝑥3+5𝑥2−12𝑥−11

(𝑥+1)²(𝑥−2)²
. Le cours assure alors qu’il existe 4 uniques réels 𝑎, 𝑏, 𝑐, et 𝑑 tels 

que : ∀𝑥 ∈ ℝ\{−1; 2}, 𝑔(𝑥) =
2𝑥3+5𝑥2−12𝑥−11

(𝑥+1)2(𝑥−2)2
=

𝑎

𝑥+1
+

𝑏

(𝑥+1)2
+

𝑐

𝑥−2
+

𝑑

(𝑥−2)2
  . 

Alors 𝑏 = lim
𝑥→−1

(𝑥 + 1)²𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−1

2𝑥3+5𝑥2−12𝑥−11

(𝑥−2)2
=

4

9
  et 𝑑 = lim

𝑥→2
(𝑥 − 2)²𝑔(𝑥) = lim

𝑥→2

2𝑥3+5𝑥2−12𝑥−11

(𝑥+1)2
=

1

9
.  

𝑎 + 𝑐 = lim
𝑥→+∞

𝑥𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−1

2𝑥4+5𝑥3−12𝑥2−11𝑥

𝑥4−2𝑥3−3𝑥2+4𝑥+4
= 2 et 𝑎 + 𝑏 −

𝑐

2
+

𝑑

4
= 𝑔(0) = −

11

4
 donc {

𝑎 + 𝑐 = 2

𝑎 −
𝑐

2
= −

11

4
−

1

36
−

4

9
= −

29

9

.  

Donc, {

3

2
𝑐 = 2 +

29

9

3𝑎 = −
58

9
+ 2

    
𝐿1 ← 𝐿1 − 𝐿2
𝐿2 ← 2𝐿2 + 𝐿1

 . Ainsi, 

{
 
 

 
 𝑐 =

94

27

𝑎 = −
40

27

𝑏 =
4

9

𝑑 =
1

9

     et ∀𝑥 ∈ ℝ\{−1; 2}, 𝑓(𝑥) = 𝑥² + 3 +
𝑎

𝑥+1
+

𝑏

(𝑥+1)2
+

𝑐

𝑥−2
+

𝑑

(𝑥−2)2
.  

Déterminons la dérivée nième de 𝒇:  

1

𝑥+1
= (𝑥 + 1)−1

𝑑1…

𝑑𝑥
→ − (𝑥 + 1)−2

𝑑2…

𝑑𝑥
→ (−1)(−2)(𝑥 + 1)−3

𝑑3…

𝑑𝑥
→ (−1)(−2)(−3)(𝑥 + 1)−4. . .

𝑑𝑛…

𝑑𝑥
→  (−1)𝑛𝑛! (𝑥 + 1)−(𝑛+1) =

(−1)𝑛𝑛!

(𝑥+1)(𝑛+1)
  

1

(𝑥+1)²
= (𝑥 + 1)−2

𝑑1…

𝑑𝑥
→ (−2)(𝑥 + 1)−3

𝑑2…

𝑑𝑥
→ (−2)(−3)(𝑥 + 1)−4   …

𝑑𝑛…

𝑑𝑥
→  (−1)𝑛(𝑛 + 1)! (𝑥 + 1)−(𝑛+2) =

(−1)𝑛(𝑛+1)!

(𝑥+1)(𝑛+2)
.  

Donc, ∀𝑥 ∈ ℝ\{−1; 2}, 𝑓′(𝑥) = 2𝑥 +
40

27

1

(𝑥+1)2
−

4

9

2

(𝑥+1)3
−

94

27

1

(𝑥−2)2
−

1

9

2

(𝑥−2)3
. 

Donc, ∀𝑥 ∈ ℝ\{−1; 2}, 𝑓′′(𝑥) = 2 −
40

27

2

(𝑥+1)3
+

4

9

6

(𝑥+1)4
+

94

27

2

(𝑥−2)3
+

1

9

6

(𝑥−2)4
. 

Puis ∀𝑛 ≥ 3, ∀𝑥 ∈ ℝ\{−1; 2}, 𝑓(𝑛)(𝑥) = −
40

27

(−1)𝑛𝑛!

(𝑥+1)(𝑛+1)
+

4

9

(−1)𝑛(𝑛+1)!

(𝑥+1)(𝑛+2)
+

94

27

(−1)𝑛𝑛!

(𝑥−2)(𝑛+1)
+

1

9

(−1)𝑛(𝑛+1)!

(𝑥−2)(𝑛+2)
. 

 
 
 



Ex 2 Calculer 𝐼 = ∫
1

𝑥4−𝑥3+𝑥2−3𝑥+2

√7−1

2

−
1

2

𝑑𝑥 

Posons 𝑓(𝑥) = 1

𝑥4−𝑥3+𝑥2−3𝑥+2
 𝑒𝑡 𝑛(𝑥) = 𝑥4 − 𝑥3 + 𝑥2 − 3𝑥 + 2.  

En remarquant que 1 est racine au moins double de 𝑛 (car 𝑛(1) = 𝑛′(1) = 0), je peux factoriser 𝑛(𝑥) par (𝑥 − 1)² et 

j’obtiens, par division euclidienne,  𝑛(𝑥) = (𝑥 − 1)²(𝑥2 + 𝑥 + 2⏟      
∆<0

). Comme [− 1

2
;
√7−1

2
] ⊂] −∞; 1[, nous pouvons affirmer 

que 𝑓 est continue sur [− 1

2
;
√7−1

2
] donc 𝐼 existe.De plus, le cours assure qu’il existe 4 uniques réels 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 tels que : 

 ∀𝑥 ≠ 1, 𝑓(𝑥) =
1

(𝑥−1)2(𝑥2+𝑥+2)
=

𝑎

𝑥−1
+

𝑏

(𝑥−1)2
+

𝑐𝑥+𝑑

𝑥2+𝑥+2
. Alors,  

𝑏 = lim
𝑥→1

(𝑥 − 1)²𝑓(𝑥) =
1

4
 .  

𝑎 + 𝑐 = lim
𝑥→+∞

𝑥𝑓(𝑥) = 0.  

𝑓(0) =
1

2
= −𝑎 + 𝑏 +

𝑑

2
 donc 𝑑 − 2𝑎 =

1

2
. 

𝑓(−1) =
1

8
= −

𝑎

2
+

𝑏

4
+

𝑑−𝑐

2
 donc 𝑎 + 𝑐 − 𝑑 = −

1

8
 .  

Alors,  𝑑 =
1

8
 ( 𝑐𝑎𝑟 𝑎 + 𝑐 = 0) puis 𝑎 = 1

16
−

1

4
= −

3

16
 et 𝑐 = 3

16
.  

Ainsi, ∀𝑥 ≠ 1, 𝑓(𝑥) =
1

(𝑥−1)2(𝑥2+𝑥+2)
= −

3

16

1

𝑥−1
+

1

4

1

(𝑥−1)2
+

1

16

3𝑥+2

𝑥2+𝑥+2
.  

Alors, 𝐼 = ∫ −
3

16

1

𝑥−1
+

1

4

1

(𝑥−1)2

√7−1

2

−
1

2

𝑑𝑥 + ∫
1

16

3𝑥+2

𝑥2+𝑥+2

√7−1

2

−
1

2

𝑑𝑥 car toutes les intégrandes sont continues sur [− 1

2
 ;
√7−1

2
].  

Donc, 𝐼 = [−
3

16
𝑙𝑛|𝑥 − 1| −

1

4

1

𝑥−1
]
−
1

2

√7−1

2
+

1

16
∫

3𝑥+2

𝑥2+𝑥+2

√7−1

2

−
1

2

𝑑𝑥
⏟          

=𝐽

= −
3

16
𝑙𝑛 |

√7−3

2
| −

1

2

1

√7−3
+

3

16
𝑙𝑛 |

3

2
| −

1

6
+

1

16
𝐽.  

De plus, 3𝑥+2

𝑥2+𝑥+2
=

3

2
(2𝑥+1)+

1

2

𝑥2+𝑥+2
=

3

2

(2𝑥+1)

𝑥2+𝑥+2
+

1

2

1

𝑥2+𝑥+2
=

3

2

(2𝑥+1)

𝑥2+𝑥+2
+

1

2

1

𝑥2+𝑥+2
 .   

Donc, 𝐽 =  
3

2
∫

(2𝑥+1)

𝑥2+𝑥+2

√7−1

2

−
1

2

𝑑𝑥 +
1

2
∫

1

𝑥2+𝑥+2

√7−1

2

−
1

2

𝑑𝑥
⏟          

=𝐾

=
3

2
[ln(𝑥2 + 𝑥 + 2)]

−
1

2

√7−1

2 +
1

2
𝐾 =

3

2
[ln (

7

2
) − ln (

7

4
)] +

1

2
𝐾 

𝐽 =
3

2
[ln (2)] +

1

2
𝐾.  

Enfin, 𝑥2 + 𝑥 + 2 = (𝑥 +
1

2
)
2

+
7

4
=

7

4
[
4

7
(𝑥 +

1

2
)
2

+ 1] =
7

4
[(

2𝑥+1

√7
)
2

+ 1]. Alors, 𝐾 = ∫
1

𝑥2+𝑥+2

√7−1

2

−
1

2

𝑑𝑥 = ∫
1

7

4
[(
2𝑥+1

√7
)
2
+1]

√7−1

2

−
1

2

𝑑𝑥 =

4

7
∫

1

[(
2𝑥+1

√7
)
2
+1]

√7−1

2

−
1

2

𝑑𝑥 =
4

7
∫

1

[𝑢2+1]

1

0

√7

2
𝑑𝑢 =

2

√7
[𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(1) − 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(0)] =

𝜋

2√7
.  

Ainsi, 𝐽 = 3

2
ln(2) +

𝜋

4√7
.  

Et 𝐼 = −
3

16
𝑙𝑛 |

√7−3

2
| −

1

2

1

√7−3
+

3

16
ln (

3

2
) −

1

6
+

3

32
ln(2) +

𝜋

64√7
= −

3

16
𝑙𝑛 |

√7−3

2
| +

√7+3

4
+

3

16
ln (

3

2
) −

1

6
+

3

32
ln(2) +

𝜋

64√7
 

𝐼 = −
3

16
ln(3 − √7) +

√7

4
+

7

12
+

3

32
[2 ln(3) + ln(2)] +

𝜋

64√7
.  

 

III Systèmes linéaires  
 

 un grand classique  𝑝 𝑒𝑡 𝑞 sont des paramètres. Soit   (𝑆): {
𝑥 + 𝑦 = 𝑝
𝑥 − 𝑦 = 𝑞.  

  (𝑆): {
𝑥 + 𝑦 = 𝑝
𝑥 − 𝑦 = 𝑞

𝐿1←𝐿1+𝐿2
𝐿2←𝐿1−𝐿2
⇒      

𝐿1←
1

2
(𝐿1+𝐿2)

𝐿2←
1

2
(𝐿1−𝐿2)

⇐         (𝑆′): {
2𝑥 = 𝑝 + 𝑞
2𝑦 = 𝑝 − 𝑞

⟺ {
𝑥 =

𝑝+𝑞

2

𝑦 =
𝑝−𝑞

2

. 

 

𝑆𝑜𝑖𝑡 𝐴 = (
3 5
4 −3

)  𝑒𝑡 𝐵 = (
3
−2

)  𝑒𝑡(𝑆): 𝐴𝑋 = 𝐵.  

(𝑆): {
3𝑥 + 5𝑦 = 3
4𝑥 − 3𝑦 = −2

𝐿1←4𝐿1−3𝐿2
𝐿2←3𝐿1+5𝐿2
⇒        

𝐿1←
1

29
(5𝐿1+3𝐿2) 

𝐿2←
1

29
(−3𝐿1+4𝐿2)

⇐             (𝑆′): {
29𝑦 = 18
29𝑥 = −1

⟺ {
𝑥 =

−1

29

𝑦 =
18

29

. Donc 𝑆𝑜𝑙(𝑆) = {(

−1

29
18

29

)}.  

 

Pour être certain que 
𝑆 ⇔ 𝑆’, il faut vérifier que 
l’on peut passer de 𝑆 à 𝑆’ 
et de 𝑆’ à 𝑆 en effectuant 
des opérations 
élémentaires autorisées 
(notamment sans diviser 
par zéro).  



 (𝑆): {
3𝑥 − 𝑦 = 3

−6𝑥 + 2𝑦 = −4
. (𝑆): {

3𝑥 − 𝑦 = 3
−6𝑥 + 2𝑦 = −2

𝐿2←𝐿2+2𝐿1
⇒       

𝐿2←𝐿2−2𝐿1
⇐       

(𝑆): {
3𝑥 − 𝑦 = 3
0 = −1

. (𝑆) est donc incompatible.  

 

(𝑆): {
3𝑥 − 𝑦 = 3

−6𝑥 + 2𝑦 = −6
.  

(𝑆): {
3𝑥 − 𝑦 = 3

−6𝑥 + 2𝑦 = −6

𝐿2←𝐿2+2𝐿1
⇒       

𝐿2←𝐿2−2𝐿1
⇐       

(𝑆): {
3𝑥 − 𝑦 = 3
0 = 0

⟺ (𝑆): {
𝑦 = 3𝑥 − 3
0 = 0

.   (𝑆) est donc compatible et 𝑆𝑜𝑙(𝑆) = {(𝑥, 3𝑥 − 3)/𝑥 ∈ ℝ} 

 
Résolution par échelonnement de systèmes de 3 équations à 3 inconnues:  

• 𝑆1: 

{
  
 

  
 

2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 1
7𝑥 − 2𝑦 + 4𝑧 = 0   
5𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 = −1 

𝐿2←𝐿2+2𝐿1
𝐿3←𝐿3+𝐿1
⇒       

𝐿2←𝐿2−2𝐿1
𝐿3←𝐿3−𝐿1

⇐       

⏟      
𝑗𝑒 𝑛𝑒 𝑚𝑜𝑑𝑖𝑓𝑖𝑒 𝑝𝑎𝑠 𝐿1

⏞          
𝑗𝑒 𝑛𝑒 𝑚𝑜𝑑𝑖𝑓𝑖𝑒 𝑝𝑎𝑠 𝐿1

{
2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 1
11𝑥 + 2𝑧 = 2   
7𝑥 + 𝑧 = 0 

⟺⏞
𝐿2↔𝐿3

{
2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 1
7𝑥 + 𝑧 = 0   
11𝑥 + 2𝑧 = 2 

𝐿3←𝐿3−2𝐿2
𝐿2 𝑒𝑡 𝐿1 𝑖𝑛𝑐ℎ𝑎𝑛𝑔é𝑒𝑠
⇒            

𝐿3←𝐿3+2𝐿2
⇐       

{
2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 1
7𝑥 + 𝑧 = 0   
−3𝑥 = 2 ⏟          

𝑠𝑦𝑠𝑡è𝑚𝑒 é𝑐ℎ𝑒𝑙𝑜𝑛𝑛é

  

⟺ {

𝑦 = 1 + 𝑧 − 2𝑥
𝑧 = −7𝑥   

𝑥 = −
2

3
 

⟺

{
 
 

 
 𝑦 = 1 + 𝑧 − 2 (−

2

3
) =

7

3
+ 𝑧

𝑧 = (−7) × (−
2

3
) =

14

3
   

𝑥 = −
2

3
 

⟺

{
 
 

 
 𝑦 =

7

3
+

14

3
= 7

𝑧 =
14

3
   

𝑥 = −
2

3
 

. Ainsi, 𝑆𝑜𝑙(𝑆1) = {(−
2

3
;
14

3
; 7)}.  

 

• 𝑆2: {
2𝑥 + 3𝑦 − 3𝑧 = 1
𝑥 − 7𝑦 + 5𝑧 = −2   
3𝑥 − 4𝑦 + 2𝑧 = −1 

⟺⏞
𝐿1↔𝐿2

{
  
 

  
 
𝑥 − 7𝑦 + 5𝑧 = −2
2𝑥 + 3𝑦 − 3𝑧 = 1   
3𝑥 − 4𝑦 + 2𝑧 = −1 

𝐿2←𝐿2−2𝐿1
𝐿3←𝐿3−3𝐿1
⇒       

𝐿2←𝐿2+2𝐿1
𝐿3←𝐿3+3𝐿1

⇐       

⏟      
𝑗𝑒 𝑛𝑒 𝑚𝑜𝑑𝑖𝑓𝑖𝑒 𝑝𝑎𝑠 𝐿1

⏞          
𝑗𝑒 𝑛𝑒 𝑚𝑜𝑑𝑖𝑓𝑖𝑒 𝑝𝑎𝑠 𝐿1

{
 
 

 
 2𝑥 + 3𝑦 − 3𝑧 = 1
17𝑦 − 13𝑧 = 5   
17𝑦 − 13𝑧 = 5 

𝐿3←𝐿3−𝐿2
⇒      

𝐿3←𝐿3+𝐿2
⇐      
⏟    

𝑗𝑒 𝑛𝑒 𝑚𝑜𝑑𝑖𝑓𝑖𝑒 𝑝𝑎𝑠 𝐿1,,𝑛𝑖 𝐿2

⏞              
𝑗𝑒 𝑛𝑒 𝑚𝑜𝑑𝑖𝑓𝑖𝑒 𝑝𝑎𝑠 𝐿1,𝑛𝑖 𝐿2

{
2𝑥 + 3𝑦 − 3𝑧 = 1
17𝑦 − 13𝑧 = 5   

0 = 0 ⏟            
𝑠𝑦𝑠𝑡è𝑚𝑒 é𝑐ℎ𝑒𝑙𝑜𝑛𝑛é 

𝑒𝑡 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒

⟺

{

𝑥 =
1

2
+

3

2
𝑧 −

3

2
(
5

17
+

13

17
𝑧)

𝑦 =
5

17
+

13

17
𝑧   

 

⟺ {

𝑥 =
1

17
+

4

17
𝑧 

𝑦 =
5

17
+

13

17
𝑧   .  Ainsi, 𝑆𝑜𝑙(𝑆2) = {(

1

17
+

4

17
𝑧,

5

17
+

13

17
𝑧, 𝑧) /𝑧 ∈ ℝ}.  

 

•𝑆5: {
2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 + 𝑡 = 1(𝐿1) 

10𝑥 − 2𝑦 + 4𝑡 = 0(𝐿2)
5𝑥 − 𝑦 + 2𝑡 = −1 (𝐿3)

𝐿2←𝐿2−2𝐿3
⇒       

𝐿2←𝐿2+2𝐿3
⇐       

 {
2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 + 𝑡 = 1(𝐿1)

0 = 2 (𝐿2)  

5𝑥 − 𝑦 + 2𝑡 = −1(𝐿3) 
.Donc, 𝑆𝑜𝑙(𝑆5) = ∅. 

 

 

•𝑆6: {
2𝑥 + 𝑦 + 4𝑧 + 7𝑡 + 𝑤 = 2(𝐿1) 

3𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 = 1(𝐿2)
5𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 1𝑡 + 2𝑤 = 8 (𝐿3)

⟺⏞
𝐿1↔𝐿3

{

5𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 1𝑡 + 2𝑤 = 8 (𝐿1)  

3𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 = 1(𝐿2)
2𝑥 + 𝑦 + 4𝑧 + 7𝑡 + 𝑤 = 2(𝐿3)  

𝐿3←𝐿3−7𝐿1
⇒       

𝐿3←𝐿3+7𝐿1
⇐       

 {
5𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑡 + 2𝑤 = 8 (𝐿1)

3𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 = 1(𝐿2)  

−33𝑥 − 6𝑦 − 3𝑧 − 13𝑤 = −54 

 

                                                                       

𝐿2↔𝐿3
⇒    

𝐿3↔𝐿2 
⇐    

{

5𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 1𝑡 + 2𝑤 = 8 (𝐿1)
−33𝑥 − 6𝑦 − 3𝑧 − 13𝑤 = −54(𝐿2)  

3𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 = 1(𝐿3) 

⇔⏞
𝑅𝐸𝑀𝑂𝑁𝑇𝐸𝐸

{
 
 

 
 𝑡 =

−19

39
−

10

39
𝑦 +

8

13
𝑥 (𝐿1)

𝑤 =
1

13
(53 − 7𝑦 − 30𝑥)(𝐿2)  

𝑧 =
1

3
(1 + 𝑦 − 3𝑥)(𝐿3) 

. 

Donc, 𝑆𝑜𝑙(𝑆6) = {(𝑥, 𝑦,
1

3
(1 + 𝑦 − 3𝑥),

1

13
(53 − 7𝑦 − 30𝑥), −

19

39
−

10

39
𝑦 +

8

13
𝑥) /𝑥 𝑒𝑡 𝑦 𝑟é𝑒𝑙𝑠}. 

 

𝑆7 : {

1𝑥 + 𝑦 + 4𝑧 + 7𝑡 = 2
𝑥 + 2𝑦 + 4𝑧 + 5𝑡 = 0
𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 + 2𝑡 = 1
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑡 = 8

𝐿2←𝐿2−𝐿1
𝐿3←𝐿3−𝐿1
𝐿4←𝐿4−𝐿1
⇒      

𝐿2←𝐿2+𝐿1
𝐿3←𝐿3+𝐿1
𝐿4←𝐿4+𝐿1

⇐      

⏟    
𝑗′𝑢𝑡𝑖𝑙𝑖𝑠𝑒 𝐿1

𝑝𝑜𝑢𝑟 é𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑒𝑟 𝑙𝑒𝑠 
𝑥 𝑑𝑎𝑛𝑠 𝑙𝑒𝑠 𝑙𝑖𝑔𝑛𝑒𝑠

𝐿2,𝐿3,𝐿4 

{

𝑥 + 𝑦 + 4𝑧 + 7𝑡 = 2
𝑦 − 2𝑡 = −2

−2𝑦 − 𝑧 − 5𝑡 = −1
−3𝑧 − 6𝑡 = 6

𝐿2↔𝐿3
⇒    

𝐿2↔𝐿3
⇐    
⏟  

𝑗𝑒 𝑛𝑒 𝑡𝑜𝑢𝑐ℎ𝑒 𝑝𝑙𝑢𝑠 
à 𝐿1

{

𝑥 + 𝑦 + 4𝑧 + 7𝑡 = 2
−2𝑦 − 1𝑧 − 5𝑡 = −1

𝑦 − 2𝑡 = −2
−3𝑧 − 6𝑡 = 6

𝐿4↔𝐿4−3𝐿2
⇒        

𝐿4↔𝐿4+3𝐿2
⇐        
⏟      
𝑗′𝑢𝑡𝑖𝑙𝑖𝑠𝑒 𝐿2

𝑝𝑜𝑢𝑟 é𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑒𝑟 𝑙𝑒𝑠 𝑧
𝑑𝑎𝑛𝑠 𝑙𝑒𝑠 𝑙𝑖𝑔𝑛𝑒𝑠

𝐿3,𝐿4

{

𝑥 + 𝑦 + 4𝑧 + 7𝑡 = 2
−2𝑦 − 𝑧 − 5𝑡 = −1

1𝑦 − 2𝑡 = −2
6𝑦 + 9𝑡 = 9

 

𝐿4↔𝐿4−6𝐿3
⇒        

𝐿4↔𝐿4+6𝐿3
⇐        
⏟      
𝑗′𝑢𝑡𝑖𝑙𝑖𝑠𝑒 𝐿3

𝑝𝑜𝑢𝑟 é𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑒𝑟 𝑦 
𝑑𝑎𝑛𝑠  𝐿4

{

𝑥 + 𝑦 + 4𝑧 + 7𝑡 = 2
−2𝑦 − 𝑧 − 5𝑡 = −1

𝑦 − 2𝑡 = −2
21𝑡 = 21

𝐿4↔
1

21
𝐿4

⇒     

𝐿4↔
1

21
𝐿4

⇐     
{

1𝑥 + 𝑦 + 4𝑧 + 7𝑡 = 2
−2𝑦 − 1𝑧 − 5𝑡 = −1

1𝑦 − 2𝑡 = −2
1𝑡 = 1

𝐿4↔
1

21
𝐿4

⇒     

𝐿4↔
1

21
𝐿4

⇐     
{

𝑥 = 11
𝑧 = −4
𝑦 = 0
𝑡 = 1

 . Donc, 𝑆𝑜𝑙(𝑆7) = {(11,0,−4,1)} 

Système échelonné 

Pivot = coefficient non nul 
utilisé pour éliminer 

l’inconnue correspondante 
dans les lignes suivantes  

On essaie de choisir ou faire 
apparaitre un pivot égal à ±1  

pour simplifier les calculs.   

Comme j’utilise une seule et même ligne pour éliminer une inconnue 
sur les autres lignes, il y a équivalence !! 

Inconnues 
secondaires 

Inconnues 
principales 



 

•𝑆8: {
2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0
𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 = 1 
𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 = 2

𝐿1←𝐿1−𝐿2−𝐿3
⇒         

𝐿1←𝐿1+𝐿2+𝐿3
⇐         

{
0 = −3

𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 = 1 
𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 = 2

. Donc, 𝑆𝑜𝑙(𝑆8) = ∅. 

 

•𝑆8𝑏𝑖𝑠 : : {

5𝑥 + 3𝑦 + 7𝑧 = 0
3𝑥 − 2𝑦 + 4𝑧 = 1  
6𝑥 + 4𝑦 − 2𝑧 = 3

𝐿1←𝐿1−𝐿3
⇒      

𝐿1←𝐿1+𝐿3
⇐      
⏟    

𝑗𝑒 𝑓𝑎𝑖𝑠 𝑎𝑝𝑝𝑎𝑟𝑎𝑖𝑡𝑟𝑒
𝑢𝑛 𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 é𝑔𝑎𝑙 à ±1

{

−𝑥 − 𝑦 + 9𝑧 = −3
3𝑥 − 2𝑦 + 4𝑧 = 1  
6𝑥 + 4𝑦 − 2𝑧 = 3

𝐿2←𝐿2+3𝐿1
𝐿3←𝐿3+6𝐿1
⇒       

𝐿2←𝐿2−3𝐿1
𝐿3←𝐿3−6𝐿1

⇐       
{

−𝑥 − 𝑦 + 9𝑧 = −3
−5𝑦 + 31𝑧 = −8  
−2𝑦 + 52𝑧 = −15

𝐿2←𝐿2−2𝐿3
⇒       

𝐿2←𝐿2+2𝐿3
⇐       
⏟      

𝑗𝑒 𝑓𝑎𝑖𝑠 𝑎𝑝𝑝𝑎𝑟𝑎𝑖𝑡𝑟𝑒
𝑢𝑛 𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 é𝑔𝑎𝑙 à ±1

{

−𝑥 − 𝑦 + 9𝑧 = −3
−𝑦 − 73𝑧 = 22  
−2𝑦 + 52𝑧 = −15

 

𝐿3←𝐿3−2𝐿2
⇒       

𝐿3←𝐿3−2𝐿2
⇐       

{
−𝑥 − 𝑦 + 9𝑧 = −3
−𝑦 − 73𝑧 = 22  
198𝑧 = −59

⟺

{
 
 

 
 𝑥 = 3 +

49

198
+ 9(−

59

198
) =

56

99

𝑦 = 73 ×
59

198
− 22 = −

49

198
  

𝑧 = −
59

198

.Donc, 𝑆𝑜𝑙(𝑆8𝑏𝑖𝑠) = {(
56

99
;  −

49

198
; −

59

198
)}.  

 
Résolution par substitution : 

 𝑆9: {
5𝑥 + 𝑧 = 0

3𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 = −1  
2𝑦 + 3𝑧 = 2

(un système de 3 équations à 3 inconnues. ) 

 𝑆9: {
5𝑥 + 𝑧 = 0

3𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 = −1  
2𝑦 + 3𝑧 = 1

⟺

{
 
 

 
 𝑥 = −

1

5
𝑧

3 (−
1

5
𝑧) − (

1

2
−

3

2
𝑧) + 2𝑧 = −1  

𝑦 =
1

2
−

3

2
𝑧

⟺

{
 

 𝑥 = −
1

5
𝑧

(−
3

5
+

3

2
+ 2) 𝑧 = −

1

2
  

𝑦 = 2 − 3𝑧

⟺

{
 

 𝑥 = −
1

5
𝑧

(
29

10
) 𝑧 = −

1

2
  

𝑦 = 2 − 3𝑧

⟺

{
 
 

 
 𝑥 =

1

29

𝑧 = −
5

29
  

𝑦 = 2 +
15

29
=

73

29

. Ainsi, 

𝑆𝑜𝑙( 𝑆9) = {(
1

29
;
−5

29
;
73

29
)}. 

 

Soit 𝐴 = (
1 −1 1
1 0 −2
0 0 1

    
0
0
1
) 𝑒𝑡  𝑆9𝑏: 𝐴𝑋 = (

0
1
2
)𝑑′𝑖𝑛𝑐𝑜𝑛𝑛𝑢𝑒 𝑋 = (

𝑥
𝑦
𝑧
𝑡

) ( 𝑆9𝑏un système de 3 équations à 4 inconnues).Alors,  

 𝑆9𝑏 ⟺ {
𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 0
𝑥 − 2𝑧 = 1  
𝑡 + 𝑧 = 2

⟺ {
𝑦 = 1 + 3𝑧
𝑥 = 1 + 2𝑧  .
𝑡 = 2 − 𝑧

 Donc, 𝑆𝑜𝑙(𝑆9𝑏) = {(

1 + 2𝑧
1 + 3𝑧
𝑧

2 − 𝑧

) /𝑧 ∈ ℝ}. 

 

Des systèmes où l’on hésite  : 𝑆10: {

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0
𝑥 + 𝑧 + 𝑡 = 1  
𝑦 + 𝑡 + 𝑧 = 2
𝑥 + 𝑦 + 𝑡 = −1

. On peut mixer les méthodes mais je vérifie toutes mes équivalences !!! 

 𝑆10: {

1𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0
𝑥 + 𝑧 + 𝑡 = 1  
𝑦 + 𝑡 + 𝑧 = 2
𝑥 + 𝑦 + 𝑡 = −1

𝐿2←𝐿2−𝐿1
𝐿4←𝐿4−𝐿1
⇒      

𝐿2←𝐿2+𝐿1
𝐿4←𝐿4+𝐿1

⇐      
{

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0
𝑡 − 𝑦 = 1  

𝑦 + 𝑡 + 𝑧 = 2
𝑡 − 𝑧 = −1

⟺⏟
𝑝𝑎𝑟 

𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛

{

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0
𝑦 = 𝑡 − 1  

𝑡 − 1 + 𝑡 + 𝑡 + 1 = 2
𝑧 = 𝑡 + 1

⟺

{
 
 

 
 𝑥 = −

4

3

𝑦 = −
1

3
  

𝑡 =
2

3

𝑧 =
5

3

 Donc, 𝑆𝑜𝑙(𝑆10) = {(−
4

3
, −

1

3
,
5

3
,
2

3
)}. 

 

∎ 𝑆11: {
1𝑥 +𝑚𝑦 +(𝑚 − 1)𝑧 = 0

3𝑥 +2𝑦 +𝑚𝑧 = 3

(𝑚 − 1)𝑥 +𝑚𝑦  +(𝑚 + 1)𝑧 = 𝑚

𝐿2←𝐿2−3𝐿1
𝐿3←𝐿3−(𝑚−1)𝐿1
⇒            

𝐿2←𝐿2+3𝐿1
𝐿3←𝐿3+(𝑚−1)𝐿1

⇐            
{

𝑥 +𝑚𝑦 +(𝑚 − 1)𝑧 = 0

(2 − 3𝑚)𝑦 +(𝑚 − 3𝑚 + 3)𝑧 = 3

(𝑚 −𝑚(𝑚 − 1))𝑦 + ((𝑚 + 1) − (𝑚 − 1)²)𝑧 = 𝑚

 

⟺{

𝑥 +𝑚𝑦 +(𝑚 − 1)𝑧 = 0

(2 − 3𝑚)𝑦 +(−2𝑚 + 3)𝑧 = 3

(2𝑚 −𝑚²)𝑦 + (3𝑚 −𝑚²)𝑧 = 𝑚

⟺{

𝑥 +𝑚𝑦 +(𝑚 − 1)𝑧 = 0

(2 − 3𝑚)𝑦 +(−2𝑚 + 3)𝑧 = 3

(2 − 𝑚)𝑚𝑦 + (3 − 𝑚)𝑚𝑧 = 𝑚

 

1𝑒𝑟 𝑐𝑎𝑠 𝑚 = 0 . Alors  𝑆11 ⟺{
𝑥 +2𝑧 = 0
2𝑦 +3𝑧 = 3

0 = 0

   ⟺ {

𝑥 = −2𝑧

𝑦 = −
3

2
𝑧 +

3

2

0 = 0

.     Donc, 𝑆𝑜𝑙(𝑆11) = {(−2𝑧,−
3

2
𝑧 +

3

2
, 𝑧) /𝑧 ∈ ℝ}. 

2è𝑚𝑒 𝑐𝑎𝑠 𝑚 ≠ 0 . Alors  𝑆11 ⟺{

𝑥 +𝑚𝑦 +(𝑚 − 1)𝑧 = 0

(2 − 3𝑚)𝑦 +(−2𝑚 + 3)𝑧 = 3

(2 − 𝑚)𝑦 + (3 − 𝑚)𝑧 = 1

     

𝐿2←𝐿2−2𝐿3
⇒       

𝐿2←𝐿2+2𝐿3
⇐       

{

𝑥 +𝑚𝑦 +(𝑚 − 1)𝑧 = 0

(−2 − 𝑚)𝑦 −3𝑧 = 1

(2 −𝑚)𝑦 + (3 −𝑚)𝑧 = 1

 

 𝑆11 

𝐿3←𝐿3+(
3−𝑚

3
)𝐿2

⇒           

𝐿3←𝐿3−(
3−𝑚

3
)𝐿2

⇐           
{

𝑥 +𝑚𝑦 +(𝑚 − 1)𝑧 = 0

(−2 −𝑚)𝑦 −3𝑧 = 1

(2 − 𝑚) +
3−𝑚

3
(−2 − 𝑚)𝑦 = 1 +

3−𝑚

3

⟺ {

𝑥 +𝑚𝑦 +(𝑚 − 1)𝑧 = 0

(−2 − 𝑚)𝑦 −3𝑧 = 1

(𝑚2 − 4𝑚)𝑦 = 6 − 𝑚

. 



          1𝑒𝑟 𝑠𝑜𝑢𝑠 −  𝑐𝑎𝑠  𝑚 ≠ 0  𝑒𝑡 𝑚 = 4.  Alors,      𝑆11 ⟺ {
𝑥 +𝑚𝑦 +(𝑚 − 1)𝑧 = 0

(−2 −𝑚)𝑦 −3𝑧 = 1
0 = 2

. Ainsi, 𝑆𝑜𝑙( 𝑆11 ) = ∅. 

        2è𝑚𝑒 𝑠𝑜𝑢𝑠 −  𝑐𝑎𝑠  𝑚 ≠ 0  𝑒𝑡 𝑚 ≠ 4.  Alors,       𝑆11 ⟺

{
 
 

 
 𝑥 =

𝑚²−2𝑚−4

𝑚(𝑚−4)

𝑧 = −
4

𝑚(𝑚−4)

𝑦 =
6−𝑚

𝑚(𝑚−4)

. Ainsi, 𝑆𝑜𝑙( 𝑆11 ) = {(
𝑚2−2𝑚−4

𝑚(𝑚−4)
,

6−𝑚

𝑚(𝑚−4)
, −

4

𝑚(𝑚−4)
)}.  

 

 ∎𝑆12 : {
𝑥        +2𝑦  −𝑧 = 𝑎

−2𝑥 −3𝑦 +3𝑧 = 𝑏
𝑥        +𝑦  −2𝑧 = 𝑐

𝐿2←𝐿2+𝐿1+𝐿3
⇒         

𝐿2←𝐿2−𝐿1−𝐿3
⇐         

{
𝑥        +2𝑦  −𝑧 = 𝑎

0 = 𝑏 + 𝑎 + 𝑐
𝑥        +𝑦  −2𝑧 = 𝑐

 

1𝑒𝑟 𝑐𝑎𝑠:  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0. . Alors  𝑆12: ⟺{
𝑥        +2𝑦  −𝑧 = 𝑎

0 = 0
𝑥        +𝑦  −2𝑧 = 𝑐

𝐿3←𝐿3−𝐿1
⇒      

𝐿3←𝐿3+𝐿1
⇐      

{
𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 = 𝑎
−𝑦 − 𝑧 = 𝑐 − 𝑎

⟺ {
𝑥 = 3𝑧 − 𝑎 + 2𝑐
𝑦 = −𝑧 + 𝑎 − 𝑐

.  

Donc, 𝑆𝑜𝑙(𝑆12) = {(3𝑧 − 𝑎 + 2𝑐, −𝑎 + 𝑎 − 𝑐, 𝑧)/𝑧 ∈ ℝ}. 
2è𝑚𝑒 𝑐𝑎𝑠:  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 ≠ 0. . Alors 𝑆𝑜𝑙( 𝑆12 ) = ∅. 

 

 ∎𝑆13 ⟺ {

𝑥 +𝑦 +𝑧 = 𝜆𝑥
𝑥 +𝑦 +𝑧 = 𝜆𝑦
𝑥 +𝑦  +𝑧 = 𝜆𝑧

 ⟺{

(1 − 𝜆)𝑥 +𝑦 +𝑧 = 0

𝑥 +(1 − 𝜆)𝑦 +𝑧 = 0

𝑥 +𝑦  +(1 − 𝜆)𝑧 = 0

𝐿1←𝐿1+𝐿2+𝐿3
⇒         

𝐿1←𝐿1−𝐿2−𝐿3
⇐         

{

(3 − 𝜆)𝑥 +(3 − 𝜆)𝑦 +(3 − 𝜆)𝑧 = 0

𝑥 +(1 − 𝜆)𝑦 +𝑧 = 0
𝑥 +𝑦  +(1 − 𝜆)𝑧 = 0

     

1𝑒𝑟 𝑐𝑎𝑠:  𝜆 = 3.   𝑆13 ⟺ {
0 = 0

𝑥 −2𝑦 +𝑧 = 0
𝑥 +𝑦  −2𝑧 = 0

⟺ {
0 = 0

𝑥 − 2𝑦 + 𝑧 = 0
3𝑦 − 3𝑧 = 0

⟺ {
𝑥 = 𝑧
𝑦 = 𝑧.Donc, 𝑆𝑜𝑙(𝑆13) = {(𝑧, 𝑧, 𝑧)/𝑧 ∈ ℝ}. 

2è𝑚𝑒 𝑐𝑎𝑠:  𝜆 ≠ 3.   𝑆13

𝐿1←
1

3−𝜆
𝐿1

⇒      

𝐿1←(3−𝜆)𝐿1
⇐        

 {
𝑥 +𝑦 +𝑧 = 0

𝑥 +(1 − 𝜆)𝑦 +𝑧 = 0

𝑥 +𝑦  +(1 − 𝜆)𝑧 = 0
   ⟺ {

𝑥 +𝑦 +𝑧 = 0
−𝜆𝑦 = 0
−𝜆𝑧 = 0

 . 

              1𝑒𝑟 𝑠𝑜𝑢𝑠 − 𝑐𝑎𝑠:  𝜆 = 0 . Alors,  𝑆13 ⟺ 𝑥 = −𝑦 − 𝑧. Donc, 𝑆𝑜𝑙(𝑆13) = {(−𝑦 − 𝑧, 𝑦, 𝑧)/(𝑦, 𝑧)  ∈ ℝ²}. 
              2è𝑚𝑒 𝑠𝑜𝑢𝑠 − 𝑐𝑎𝑠:  𝜆 ≠ 0 𝑒𝑡 𝜆 ≠ 3 . Alors,  𝑆13 ⟺ 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 0. Donc, 𝑆𝑜𝑙(𝑆13) = {(0,0,0)}. 

 
 
 
 
 


