SUP PCSI 2022-2023 Mathématiques

Corrigé du TD 6 : Applications, injections, surjections et bijections.
Ex 1 Pour chacune des fonctions f suivantes et des ensembles A et B proposés,
A. Décrire géométriquement f(A) et f~1(B).

B. Précisersi f est injective et/ou surjective et/ou bijective de Df sur un domaine F & préciser et le cas échéant déterminer 1.
1. f:R*>> Rtelleque: f (a,b) = 2a+3bet B ={5}et A= {(x,y) € R*/x = 2y}.
2. f:R®>R3telleque: f (x,y,2) =Rx—y+zx—y+zy—2z) et A={(x,x,x)/x € R} et B={(a,b,c) ER®/a+b+c =0}
3. f:R? > R3telleque: f(a,b)=Ra+ba—b—13b—a)et A={(x,y)/x=y} etB={(x,v,2)/2x+y—z=1}.
4. f:R? > Ctelleque: :f (a,b) = (2a—b) +i(a+2b)etA={(a,b)/a+2b—1=0}etB={z€C/|z| =3}
5. VzeC\{-2-1i}, f (2) = i:_*;; etA={z€C/Im(z)=—-1}etB={z€C/|z| =1} puisB' = R.
C-C
6. f:(ZHZZ+Z+1)etA=B=]R{.
1. f:R?>> Rtelleque: f (a,b) =2a+3bet B ={5}et A= {(x,y) € R*/x = 2y}.

Injectivité £(0,0) = f(—3,2) Donc f n’est pas injective sur R?. Et par conséquent, f n’est pas bijective de R? sur R.

Surjectivité Pourtouty e R,y = f (g 0). Donc tout réel a au moins un antécédent par f . Ainsi, f est surjective de R? sur R

Image directe f(4) = {f(x,y)/(x,y) € A} = {f(x,)/(x,y) € R?et x =2y} = {f(2y,y)/y ER} = (2(2y) +3y/y ER} = {7y/y ER} =R

Image réciproque f ~1(B) = {(x,y) € R?/f(x,y) € B} = {(x,y) E R?/2x+ 3y =5} = {(x,y) ER?/y = g— gx} = {(x,g - Ex) /x € R}. Les

points M(x,y) EP tqy = g — gx , constituant f~1(B), sont les points de |a droite d’équation 2x + 3y = 5, la droite passant par A (Og) et

dirigée par u = —27 + 3j.

2. f:R®>R3telleque:f (x,y,2)=QRx—y+zx—y+zy—2z) et A={(x,x,x)/x ER} et B={(a,b,c) ER3/a+b+c =0}

Injectivité, surjectivité et bijectivité : méthode de I'équation

Soit Y = (a, b, c) € R3.Résolvons I'équation f(X) =Y d’inconnue X = (x,y,z) € R3, afin de déterminer le nombre d’antécédents de Y par f.
2x—y+z=a x=a-b

fX) =Y fxyz)=(@bce 2x—y+z,x—y+2zy—22)=(ab,c) (:){x—y+z= b (:»{x—y+z= b &

y—2z=c y—2z=c
x=a—»b x=a-—b x=a-—b x=a-—->b
a—b—y+z=b=>{—y+z=2b—a=){—y+z=2b—a=){y=2a—4b—C=>X=(a—b.za—4b—C.a—C—2b)-
y—2z=c y—2z=c —z=c+2b—a z=a—c—2b

DoncY = (a, b, ¢) admet un unique antécédent par f quiest (a —b,2a — 4b — c,a — ¢ — 2b). Donc f est bijective de R® sur R3 et V(a, b, c) €
R3, f~1(a,b,c) = (a—b,2a — 4b — c,a — c — 2b).Alors est injective et surjective.
Image directe : f(A) = {f(x,x,x)/x € R} = {(2x,x, —x)/x € R} = {x(2,1,—1) /x € R}. Les points M (2x, x, —x) tq x € R sont les points de
I’espace géométrique situé sur la droite passant par O et dirigée par i = 2T+ ] — k.
Image réciproque : f ~1(B) = {(x,v,2) ER3/f(x,y,2) EB}={(x,y,2) ER3/2x —y+z+x—y+z+y—22=0}={(x,7,2) €
R3/3x —y = 0} = {(x,3x,2)/x et zréels } = {x(1,3,0) + z(0,0,1)/x et z réels }. Les points M(x, 3x, z) tq x et z réels sont les points du
plan P passant par O et dirigée par : 1(1,3,0) et ¥(0,0,1) puisque OM = xii + z¥.
Raue: f~YB)=f"Y(B) = {fY(ab,c)/(a b,c) € B} ={(a—b,2a—4b—c,a—c —2b)/(a,b,c) € R3e¢ta+ b+ c = 0}
={(a—b,2a—4b —c,a—c—2b)/(a,b,c) € R3eta=—b—c}
={(=b—c—b,2(=b—c)—4b—c,(=b—c) —c—2b)/(b,c) € R?}
={(=2b—c,—3c—6b,—2c — 3b)/(b,c) € R?}
={(2b +c¢,3c + 6b,2c + 3b)/(b,c) € R?}
= {b(2,6,3) + ¢(1,3,2)/(b, ) € R?} représenté par P aussi !!!

7. f:R? > R3telleque: f (a,b) = (2a+b,a—b —1,3b—a)

Injectivité, surjectivité et bijectivité : méthode de I'équation

Soit Y = (u, v,w) € R3. Résolvons I'équation f(X) = Y d’inconnue X = (a, b) € R?, afin de déterminer le nombre d’antécédents de Y par f.
2a+b=u 3a—1=u+v

{a—b—1=v<:){3b+2=u—2v<=)

f( X >=Y<=>f (a,b) =(wvw)e 2a+ba—-b—-13b—-0a)=Wv,Ww) <=
3b—a=w 3b—a=w

inconnue inconnue

( a=§(u+v+1) ( a=§(u+v+1)

1
b=l(u—2v—2) s b=§(u—2v—2)
3

2u—7v—-3w =7
équation de compatibilité
DoncsiY = (u,v,w) € R3 ne vérifie pas 2u — 7v — 3w = 7 alors I'équation f(X) =Y estimpossible ; autrement dit, Y n’a pas d’antécédent
par f. En particulier, le triplet (0,0,0) n’a pas d’antécédent par f. J'en conclus que f n’est pas surjective de R? sur R3. Et ainsi, f n’est pas
bijective de R? sur R3,

Par contre si Y = (u, v,w) € R3 vérifie 2u — 7v — 3w = 7 alors I'équation f(X) = Y admet X = (% (u+v+ 1),%(11 — 2v — 2)) comme

u—2v—2—§(u+v+1)=w

unique solution, donc un tel Y admet un seul antécédent par f qui est = (§ (u+v+ 1),§(u —2v—2))

Alors, d’aprés ce qui précéde, un triplet Y = (u, v,w) , quelconque, admet 0 antécédent (si 2u — 7v — 3w # 7 ) ou 1 antécédent (si 2u —

7v —3w = 7 ) par f . Yen conclus que f est injective. De plus, je peux désormais affirmer que Im(f) = f(R?) = {(u,v,w) € R3 / 2u —
o — 2 1 Im(f) - R?

7v — 3w = 7} et f induit une bijection f| de R* sur Im(f) et f; (w v w) o (g(u P 1)%(11 —w—1))

8. f:R? > Ctelleque: : f (a,b) = (2a—b) +i(a+2b)etA={(a,b)/a+2b—1=0}etB={z€C/|z| =3}

Injectivité, surjectivité et bijectivité : méthode de I'équation

SoitY = u + iv € C. Résolvons I'équation f(X) = Y d’inconnue X = (a, b) € R?, afin de déterminer le nombre d’antécédents de Y par f.



— — a=
f< 5 >=Y<=>f (a,b) =u+iv<=>(2a—b)+i(a+2b)=u+iv<:){ia+_22;1; {gz;g;_zz 5

inconnue inconnue b -

v+2u 2v-u

DoncchaqueY =u+iv € Cadmet X = ( T ) comme unique antécédent par f. Donc f est bijective de R? sur Cet VY = u + iv €

Cflu+iv)= (v+2u,2v u) Alors f est injective et surjective.
Image directe : f(4) = {f(a,b)/(a,b) € R?eta=1-2b} ={(2(1 —2b) —b) +i(1—2b+2b)/b ER}={2—-5b+i/b €R}

car (b~2-5b)est bijective

de Rsur R
~

= {x + i/ x € R}. Donc f(A) est représentée, dans le plan complexe, par la droite d’équation y = 1.

Image réciproque : f~3(B) = {(a,b) € R?/f(a, b) € B} = {(a,b) € R?/|f(a,b)| = 3}

= {(a,b) € R?/\/(2a — b)? + (a + 2b)? = 3} = {(a,b) € R?/ 3a*+ 3b* = 9} = {(a, b) € R?/ a® + b? = 3}. Donc f ~*(B) est représentée par
le cercle de centre O et de rayon /3.

9. VzeC\{-2—-i}, f (2) = lz“;_; etA={ze€C/Im(z)=—-1}etB={z€C/|z| =1} puisB' = R.

Injectivité, surjectivité et bijectivité : méthode de I'équation

f (2)existe @iz—1+2i¢0=>z¢1‘72"=>z¢—2—i.

Soit y € C. Résolvons I'équation f(z) = y d’'inconnue z € C\{—2 — i}, afin de déterminer le nombre d’antécédents de y par f.

f< z >=y=>L‘Z,=y=> 24i-z=y(iz—1+2) & (-1—iy)z=—-2—i+Qi—1y

. iz—1+21
inconnue it ity @i-1)y—(2+1)
=———=siy+Ii z="——""——""5iy#I L. , . ) —_—
S (-1-iy) Y = (-1-iy) y . Jen déduis que i n’a pas d’antécédents par f donc f n’est pas surjective de
car 0=—-4siy=i imposible siy =i
-1- Ly 0
(=>y=——,—z
C\{—2 — i} sur C. Et tout complexe y # i admet un unique antécédent% par f. Et par suite, tout complexey a0 (siy = i) ou 1 (si

y # i) antécédent par f. Donc f est injective et f (C\{—2 — i}) = C\{i} et f réalise une bijection de C\{—2 — i} sur C\{i} etVy €

. _ Qi-1)y—(2+i
O\, 1) = EEEER.

Image directe: f(A) = {f(2)/z€ CetIm(z) = -1} = {f(x —i)/x e R\{-2}} = {

2+i—x+i
ix+1-14+2i

/x € R\(~2}}

_ f2-x+2i _ 2—x+2i (x—2)i+2 (x 2).
- {(2+x)i /x € R\{ 2}} {(2+ ) (=D)/x € R\{ 2}} { (2+x) /x€ R\{ 2}} {(2+x)(1 )/x € R\{ 2}}
f(4) = { (1 += (— - 2) )/t € R*} = {t + (1 - ;) i/t e ]R{*}. Donc f(A) est représentée, dans le plan complexe, par I hyperbole,
car{tzﬁ
xX+=2
Q{x=3—2
t+0
courbe de la fonction (t - 1— l).
t
3
2
y=1-1/x
.
y=-1/x /'/_
- -0 | -9 -8 =7 -6 -5 -4 3 -2 -0 1 2
-
-2

Images réciproques :
fUBY={ze\(-2- }/If@)| =} ={ze (-2 - i}/ | 2| = 1} = {re\(-2- i}/ T 5 = 1} = ze Q\{-2 -

i}/I24+i—z|=liz—1+2i]}.0r,|[2+i—z| = liz— 1+ 2i| & |2+L—Z| =|i(z=2+2)| e 12+i-zl =iz +i+2)
S24+i—z=|(z+i+2)] N MA = MB & M € med[A, B]
Aff(A)=2+i
Aff(B)=—2—i
< Mest sur la droite passant par O et dirigée par i =1 — 2J.
Donc f~1(B) est représentée dans le plan complexe par cette droite passant par 0 et dirigée par i =T — 2j.

.f_1<B’>={ZE(C\{—Z—i}/f(z)e]R}:{ZE(C\{_z iy -2z 2+i-z ]R}

iz—1+2i

={zE(C\{—2 i}2+i—z= Oouarg(%) = O[TT]}

2+i— 24i— = ——
Or,arg (iz_;r;) =0[n] & arg (i(Z:HZZ)) =0[n] & arg( +L+2) —arg(i) = 0[r] N (BM, MA) = g [r] =
Aff(A)=2+i
Aff(B)=—2—i
M est sur le cercle de diamétre [A, B].Donc, f~1(B’) est représentée dans le plan complexe par le cercle de diamétre [4, B].

C->C
10. f.(ZHZZ_I_Z_I_l)etA—B—lR{.
Injectivité, surjectivité et bijectivité : méthode de I'équation



Soit y € C. L’équation f(z) = y d'inconnue complexe z est une équation du second degré de discriminant A= 1 —4(1 —y) = —3 + 4y. Donc
siy = Z i.e.A= 0 alors cette équation admet une unique solution mais siy # Z i.e.A# 0, cette équation admet donc deux solutions
distinctes . Donc tout complexe distinct de 34 a deux antécédents. J'en déduis que f n’est pas injective mais est surjective de C sur C.
Image directe : f(4) = f(R) = {x?2 + x + 1/x € R} = Im(g) ou g: ( R=>R

'étude™ _3
3 x> 14+x+ xz)- Or, I'étude(” de g assure que Im(g) [4, +oo[. Donc
f4) = [}, +ool.

("Etude de g : g est continue et dérivable sur Retvx E R, g’'(x) =2x+1 =2 (x + %) x

dtant contin rictement croissan r 'intervalle [-1/2, 400
g étant continue et strictement croissante sur I'intervalle [—-1/2, +oo], PIS) — 0 n

le TBCSM assure que g ([—%, +00[) = [Z, +oo[. De méme, g (] - 00,—%[) =]z,+00[.e, g(x) \ﬁ/ /

Par suite, g(R) = [Z, +ool.

Image réciproque :f "X(B) ={z € C/z*+z+ 1 € R}.
or,z?+z+1eRez2+z+1=22+z+1o 22 +z+1=22+74+1o 2’ +z=7*+7072°-722+z-2=0 (z—-2)(z+2) +

z—7=0 z=2Z z€R
(z=—2)=0=0EZ-2)(z+2z+1) =04:>{ ou 4:){ ou = ou -
z+74+1=0 2Re(z)+1=0 Re(z):—;

Donc, f~X(B) = {x; —% +ix/x € R}.f‘l(B) est donc représentée par la réunion de deux droites : la droite des abscisses et la droite d’équation
x=—21
2
Zsix pair
Ex 2 Soient f et g les applications de N dans N définies par : g(x) = 2x et f(x) = { 2" .
0 si x impair
Déterminer g o f et f o g . Les applications f et g sont-elles injectives, surjectives ou bijectives ?

Soitx € N. fo g(x) = f(g(x)) = f(2x) = —=x
car 2x pair
Six estpairalorsgo f(x) =g (g) = 22_x = xetsixestimpairalorsgo f(x) =g(0)=2x0=0.
x Six pair
Osix impair)'
Comme idy estinjective, f est injective . Comme idy est surjective, g est surjective .
h n’est pas injective car h(1) = h(3). Alors comme f est injective et f o g n’est pas injective, g n’est pas injective (puisque la composée
d’injections est injective)
h n’est pas surjective car Vx € N, h(x) est pair, donc 1 n' a pas d'antécédent par h. Alors comme g est surjective et f o g n’est pas surjective,
f n’est pas surjective (puisque la composée de surjections est surjective) .

Jenconclusquego f =idy etfog = h:(xH{

Ex 3 Soient E, F, G et H quatre ensembles, f une application de vers F , g une application de F vers G et h une application de

G vers H . Montrer que si g o f et h o g sont bijectives alors f,g et h le sont aussi .

On suppose que g o f et h o g sont bijectives.

Comme g ° f est injective et surjective, f est injective et g est surjective.

Comme h o g est injective et surjective, g est injective et h est surjective.

Par conséquent, g est bijective. Et par suite, g~ 1, la bijection réciproque de g, existe.

Alorsh =hoid; =ho(geg™) = (hog)og;donchestlacomposéedehogetg™t.Commehogetg?!sont bijectives, h est
bijective. De méme, f = g~ o (g f) avec g~ et g o f bijectives. Donc f est bijective.

Remarque : on peut appliquer le méme type de preuve pour démontrer le résultat de cours : f est bijective de E sur F sietssi il existe g: F = E
telleque:gof =idgetfog=idg.

Ex4Soitf : E - E telleque fofof = f.Montrer que: f injective &f surjective.

=Je suppose que f injective . Sous cette hypothése, montrons que f surjective.

Soity € E.

Comme fofof = f,je peuxaffirmer que fofof (y) = f(y) quis'écritaussi: f(fof (¥)) = f(¥).Donc fof (y)) ety ont la méme image
par f. Comme f est injective, nécessairement, fof (y)) = y quis’écrit aussi y = f(f (y)). Donc, f(y) est un antécédent de y par f. Ainsi,
tout élément de E admet un antécédent par f. J’en conclus que f est surjective.

&le suppose que f surjective . Sous cette hypothese, montrons que f injective.

Soit (x4, x,) € E? tel que f(x;) = f(x3).

Comme f est surjective de E sur E, x; et x, ont chacun un antécédent par f noté respectivement t; et t, . Alors x; = f(t;) et x, = f(t,).
donc fof(f(t;)) = fof (f(t;)) quis’écrit aussi fofof(t;) = fofof(t,). Comme fofof = f,je peux affirmer que f(t;) = f(t,) quis’écrit

aussi x; = x,. Ainsi, deux éléments de E ayant la méme image par f sont nécessairement égaux. J'en conclus que f est injective.

Ex 5 Soit E et F deux ensembles et f une application de E dans F. JXE) ,respectivement JXF), désigne 'ensemble de toutes les parties
(les sous-ensembles) de E, respectivement de F. Montrer que :
1) V(4,B) € P(E)?,
e AcB=f(4)cf(B)
e f(AUB)=f(AUf(B)
e f(ANB)c f(A)Nf(B) y—a—t—ilégalité?
2) (f injective) & (V(4,B) € AE)?, f(ANB) = f(4) n f(B)).
3) VAEAE),Ac fYf(A)y—a—t—ilégalité?



4)  (f injective) & (VA € AE),A = fH{f(4)).

5) VBEeP(F),f(f " UB) cBy—a—t—ilégalité?

6) (f surjective) < (VB €I(F), f(f~1(B)) = B).

1) Montrons que : V(4,B) € P(E)?,
e AcB=f(A)cf(B)
e f(AUB)=f(A)Uf(B)
e f(ANB)c f(A)Nnf(B) y—a—t—ilégalité?

Soit (4,B) € #(E)>2.

e Jesuppose que A € B.Montrons que f(A) c f(B). Soity € f(A). Alors il existe a € A tel que :y = f(a). Comme A C B,a € B. Alors
vy = f(a) € f(B). Ainsi, je peux conclure que f(A) c f(B).

e Montrons que f(AUB) c f(A) U f(B).Soity € f(AU B). Alorsilexistex E AUB telque:y = f(x).x EAUBdoncx EA oux €B
Alorsy = f(x) € f(A) ouy = f(x) € f(B) doncy € f(A) U f(B). Ainsi, je peux conclure que f(AU B) c f(A) U f(B).
Montrons que f(AU B) D f(A) U f(B).Soity € f(A) U f(B).Alorsy € f(A)ouy € f(B).Donc, ilexistex EA :y =
f(x) ou il existe x € Btel que y = f(x) . Ainsi il existe x € AU B telquey = f(x) et parsuite, y = f(x) € f(A U B).Ainsi, je
peux conclure que f(A) U f(B) € f(AU B).Ainsi, f(A) U f(B) = f(AUB).

e  Montronsque f(ANB) c f(A) N f(B). Soity € f(AN B). Alorsil existex EANBtelque:y = f(x).Commex EANB,x €A et
X €EB.Alorsy=f(x)€ f(A)ety = f(x) € f(B). Doncx € f(A) nf(B) Jen conclus que f(ANB) c f(A) n f(B).

IIn’y a, engénéral, pas égalité comme le prouve I'exemple suivant 4 )
3 _ ®

lll\ (ﬁ\(\e

ﬂw) = m\ n{(e).

2) Montrons que : (f injective) & (Y(4,B) € IXE)? f(ANB) = f(A) n f(B)).
Comme V(4,B) € E)?, f(AN B) c f(A) n f(B),il faut et il suffit de prouver que : (f injective) & (V(4,B) € H(E)?, f(ANB) o f(A) n f(B)).

=>Je suppose f injective. Montrons sous cette hypothése que V(4,B) € (E)?, f(A) n f(B) c f(A n B).Soit (4, B) € (E)?. Soit y €
fA) Nnf(B).Alorsy € f(A)ety € f(A).Donc,ilexistea € A etb € Btelsque:y = f(a) = f(b).Alors, comme f est injective,
nécessairement a = b. Alors, puisquea € A etb € B,a€ AN B.Alorsy = f(a) € f(ANn B).J)en conclus que f(A) N f(B) c f(AN B).

<lJe suppose V(4,B) € HE)?, f(A) n f(B) c f(AN B).Montrosn que f est injective. Soit x; et x, deux éléments de E tels que f(x;) =
f(xz). Considérons A = {x;} et B = { x,}. Alors, f(A) = {f(x1)} et f(B) = {f(x2)} = {f (x)} donc f(A) N f(B) = {f(x1)}. Comme,
fA) N f(B) c f(ANB),{f(x1)} c f(A N B) ce qui signifie que f(x;) € f(A N B). Par conséquent, f(A N B) # Q.
Or,six; # x,alorsANB = @donc f(AN B) = @. Donc nécessairement, x; = X,. J'en conclus que f est injective.

3) Montrons que VA € XE),A c f~(f(A))y —a —t —il égalité?

Soit A € JXE). Montrons que : A € f~1(f(4)).

Soit a € A. Alors f(a) € f(A). Alors, comme a est un antécédent de f(a), a € f~1(f(A)). Ainsi, A c f~{f(4)).

L’égalité n’est en général pas vraie comme le prouve 'exemple suivant : _€ /T =
\

§ S
4)  (f injective) & (VA € E),A = f~X{f(A))).

D’aprés ce qui précéde : VA € J(E), A c f~1{f(A)) est toujours vraie, donc il faut et suffit de prouver que :

(f injective) & (VA € I(E), A > fF~H{f(A))).

=je suppose que f est injective. Montrons que YA € J(E), A D f~1{f(A)).Soit A € FAE). Soit x € f~X(f(A)). Alors f(x) € f(A). Donc il
existe a € A tel que f(a) = f(x).Comme f est injective,, a = x. Donc x € A. Ainsi, f~1(f(4)) c A.

=je suppose queVA € H(E),A D f~1(f(A)). Montrons que f est injective. Soit x; et x, deux éléments de E tels que f(x;) = f(x).

Considérons A = {x;}. Alors f(A) = {f(x1)} = {f (x,)} donc {x;,x,} © f~(f(A)). Or, par hypothése, f~1(f(A)) c A = {x,}. Par
conséquent, {x;,x,} € {x;} ce qui entraine que x; = x,. J'en conclus que f est injective.

5) Montrons que VB € P (F),f(f YB)) € B. y —a —t — il égalité?
Soit B € P (F). Soit y € f(f~X(B)). Alors il existe x € f~1(B) tel que : y = f(x).Or, comme x € f~(B), f(x) € B. Ainsi, y € B. J'en conclus
que f(f7(B)) © B. e_f F

Il n’y a pas en général égalité comme le prouve I'exemple suivant :
(67
) { <8

6) (f surjective) © VB € P(F),f(f~XB)) =B
D’apres ce qui précéde que VB € (F), f(f ~X(B)) c B, il s’agit donc de prouver que (f surjective) & VB € P (F), f(f "(B)) > B.
=Je suppose f surjective . Montrons qu’alors VB € °(F), f (f "}(B)) o B.



Soit B € °(F). Soity € B.Comme f est surjective, il existe x € E tel que : y = f(x).Alors, x € f~1(B) et par suite y = f(x) € f(f “1(B)).
Ainsi, B c f(f~%(B)).

<Je suppose que : VB € (F), f(f "1(B)) D B. . Montrons que f est surjective.

Soit y € F. Posons B = {y}. Alors {y} c f(fY(B)) ; autrement dit, y € f(f ~1(B)). Donc il existe x € f ~1(B) tel que y = f(x). ) en conclus
que f est surjective.

Ex 6 Soit £:[0,1] - R telle que f(x) = x — 2+/x + 1. Montrer que Vx € [0,1], f o f(x) = x. Que peut-on en déduire que f ?
Soitx € [0,1], f(x) =x —2Vx+1 = (Vx — 1)2.Commex € [0,1],Vx — 1 € [0,1] et par suite, f(x) € [0,1]. Donc f(f(x)) existe

et F(F () = (JF@ - 1) = ( -1 - 1) —(WE=1]=1)" = (1 =vE=1)° = (%)’ = x. Ainsi, f o f = idig.1

Jen déduis que f est bijective de [0,1] sur [0,1] et f~1 = f.

Ex7

1. Donner le graphe d’une application de R dans R continue sur R et non bijective de R sur R.
2

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
2. Donner le graphe d’une application de R dans R strictement monotone et non bijective de R sur R.

=1

3. Donner le graphe d’une application de R dans R non continue sur R et bijective de Rsur R .

A2

4

Ex 8 Pour chacune des fonctions f suivantes, justifier que f est bijective de Df sur un domaine a définir et déterminer f~1.

1. f)=1-4x 2. fx)=e"™
3. f(x)=mn2x+1)

1. Df =R.Soityetxdesréels.y =1—4¥x & x = % S x = (1;—3/)3. Dong, f est bijective de Rsur RetVy € R, f~1(y) = (1;—3’)3.
2. Df=R*etVx>0, f(x) =eV* = (expox/—)(x) .

or,u=+v est bijective de R* sur R* de bijection réciproque u™: (
[1, +oo[—> ]R{Jr).

2
X x
Donc f est bijective de R* sur [1,+o[ et Vx € [1,+oo[, f~1(x) = utov~1(x) = (In(x))?.

3. Df=]—§,+00[et\1x> —%, fx)=wWeou)(x) ou(x) =2x+1letv=In.

]R+—>]R+)
xeo x>/

Et v =exp est bijective de R* sur [1,+oo[et v71: (

1 R* -] - > +oof
Or, u: (x » 2x + 1) est bijectivede ] — 2 +oo[ sur R** de bijection réciproque u™1: 2

xt—)%(x—l)

R - ]R*Jr)_

Et v = In est bijective de R** surRet v=1: ( x
xme



Donc f est bijective de] — = +00[sur]R etVx €]l —= ,+oo[,fi(x) =utov (x) = %(e" -1.
Ex 9 Pour chacune des fonctlons f suivantes, montrer que f est bijective de Df sur un domaine  définir et déterminer f~1.

1. f)=x+J1+x2 3. f(x)—“m- = f(x)=Zifi
2. f=lx+x -1 4 f@=s 6. f(0)=sh)

1. f(x)=x++1+x%
Vx €R,1+x%>1>0doncDf = R.
f est continue sur R car son expression n’est constituée que des fonctions continues sur leur domaine de définition.
Dans I'expression de f seule la fonction racine carrée n’est pas dérivable sur tout son domaine de définition mais n’est dérivable que sur

_ V1+x2+x
+x +* = 2
R**.0r, Vx € R, 1+ x? € R*™*. Par conséquent, f estdérivablesur RetVx € R, f'(x) =1+ zm Neves LOr x| =4/x* <

VxZ + 1.Donc —Vx2 + 1 < x <V/x2 + 1. Et par suite, x + Vx2 + 1 > 0 et finalement , f'(x) > 0. Sur l'intervalle R, f est donc strictement

croissante.

Alors le TBSCM assure que f(R) =] lim f(x), liin f(x) [ et f est bijective de R sur f(R).De plus, lirP fx)=4c etf(x)=x+
X—>—00 X—>+00 X—+00

quantité
conjuguée 1
Ji+x2 2 —— dong, lim f(x) =0. Donc f(R) = R*™™. Ainsi, f est bijective de R sur R**.
x—y1+x* xX—>—00

(€] (x%)
Soit y € R**. Notons x 'unique antécédent de y par f. Alors y = x ++/1 + x*. Doncy = % doncx —V1+x2 2 — % J’en déduis, en
X— +x

additionnant (*) et (**), que : 2x =y — i et ainsi, x = %(y - i) Ainsi, Vy € R, f~1(y) = %(y = %)

2. f(x) = x| +3x—|x].

Vx € R,x —|x] = 0doncDf = R.

Soitp € Z.Soitx € [p,p + 1[. Alors |x] = p donc f(x) =p + $/x —p.Commex —p € [0,1[,$/x —p € [0,1] et f(x) € [p,p + 1[.

Les ensembles [p,p + 1[ tq p € Z sont deux a deux disjoints. Par conséquent, si y € [p,p + 1[ alors les antécédents de v, s’il en existe, sont
dans [p,p +1[.

Soit y € R. Posons p = |y|. Alorsy € [p p + 1[ .Donc les solutinos de , f(x) = ysont dans [p,p + 1[ Soitx € [p,p + 1[.
fO=yep+fr-p=yefx-p=y-» & x-p=0-p°ex=p+t@r-p*ex=+0-D"

car y—p=0
x—-p=0

Jen déduis que |y] + (v — |y])®est I'unique antécédent de y par f. Donc f est bijective de Rsur RetVy € R, f~(y) = |yl + (¥ — ly])°®.

3. fn= 1+le
Vx €ER,1+|x|] >0donc 1+ |x| #0 doncDf = R.
Vx€eRY, x=0et1+|x|>0doncf(x)=0.Vx e R, x<0etl+|x|]>0doncf(x)<O.
Doncsiy € R*, alors les antécédents de y s'il en existe sont positifs et si y € R™*, alors les antécédents de y s'il en existe sont strictement
négatifs.
Soity € R.
_
. x x=——siy#1
1efcasyE]R+.50|txE]R+.Alorsf(x)=y<=>m=y<:)x=y(1+x)(:)(1—y)x=y(:){ 1-y =

O0=1siy=1
=2 si Y
{x—l_ysly;tl { x 1_ySlyE[0,1[ { x = 1||SLyE[Ol[

impossiblesiy =1 cﬁi“g impossible siy € [1, +oo[ impossible siy € [1, +00[
Xz

: x X_LSly-‘# -1
2emecasyE]R{_*.Soith]R{_*.Alorsf(x)=y<=>E=y(:>x=y(1—x) S(0+y)x=ye 1+y

O0=1siy=-1
=2 — =Y ¢ — =
{x—Hysly;t 1 @{ x—1+y51ye] 1,0[ (:’{ x = 1||SLyE] ,0[
1

impossible siy = —1 car \impossible siy €] — impossible siy €] — oo, —1[.
x<0

Ainsi, si y €] — 1,1[ alors y a un unique antécédent qui est —— i € siy €] —o00,—1] U [1, +oo[ alors y n’a pas d’antécédent .

J’en conclus que f est bijective de Rsur | — 1,1[ et Vy €] — 1,1[,f 1y = 1—|y|

Conséquence : f est donc injective . Comme, de plus, f est continue, f est striccement monotone et comme f(0) < f(1), f est strictement
croissante ; alors le TBCSM assure que 1 = lir_{l f(x)et =1= lim f(x).
xX—+00 X—>—00

4 f =
Df = RetVx ER, f(x) > 0.

Soity E Retx € R. Posons X = e*

(2 < (2

x_ln(1—y)SL (1—y)>0<:) x—ln( )szyE]Ol[

impossible si (1%) <0 impossible siy ¢]0,1[

fO=yoy=""o(l+e)y=e Sl-pef=yoe =2

1+e*

Donc, tout réel y €]0,1[ admet un unique antécédent qui vaut ln( ) et tout réel y €]0,1[ n'a pas d’antécédent par f.
Ainsi, f est bijective de Rsur]0,1[ et Vy €]0,1[, f"1(y) = In (1 y)

Soit f(x) = ett2

1. f(x) exlste sietssi e* # 1 sietssix # 0. Donc Df =R".

2. Etudions f: Vx € Df, f(x) =2

—3¢" .

(eX-1)2




Donc sur chaque intervalle R™ et R™, f est strictement décroissante.

X —o0 0 + oo
f'(x) - -

fx) | =2 +00

f est continue et strictement décroissante sur I'intervalle ]—oo, 0[. Donc, le TBCSM assure que f(]—o0,0[) = ]—oo, —2[ et f est bijective
de ]—oo,0[ sur ]—oo, —2[ . De méme, f(]0,+o[) = ]1,+oo[ et f est bijective de ]0, +oo[ sur |1, +oo[ . Par conséquent, tout réel de
]—00,—2[ U ]1, +oo[ admet un et un seul antécédent par f dans Df. Donc f est bijective Df sur ]—co, —2[ U ]1, +oo[.

3. Cherchons une expression de f 1 : soity € ]—o0, —2[ U |1, +o[ et x I’antécédent de y par f .

Ona: 1+ x3_1=y

- ¥ 1 =3 ateX = 3 _y¥2 —o0 —

Donc, x1—y 1 puis e 1—y_1ete = +y_1—y_1>0cary€] 00, —2[U]1,+oo].
y+2

Ainsi, x =In (y 1)

Yen conclus que Vy € ]—o0,—2[ U |1, 400, f~1(y) = In (E)

y-1
5. f(x) = sh(x) = 2=~
Df = R.
Soity E Retx € R. Posons X = e”.
A=(2y)%+4=4(y%+1)

. 2=(2 yZ+1)2
X_p—X X—= ~
f=yeoy== ze <:>( X)=y<:)(X2—1)=2yX<:)X2—2yX—1=0 = =
car x>0

etty<|y|<i{y?+1
X = 2y+2V 241 y + /y + 1 doncy— ‘/y +1<0<y+\/y +1

x =y +,/y?+ 1. Donc tout réel y admet y +,/y? + 1 comme unique antécédent.
X=y- ,/ Z+1

Ainsi, sh est bijective de RsurRetVy € R, (sh™)(y) =y +y%2 + 1.

Ex 10 Soit £ : (x ng)

a. Montrer que f est bijective de Df sur un intervalle | & déterminer et donner une expression de f 1.
b. Justifier que Cf a une tangente verticale en 0. En déduire . (f~1)'(—1).
c. Calculer (f~1)'(x) pour x € J et retrouver la valeur de (f~1)"(—1).

a. Df =R*.Soityunréeletx € RY.

impossible si y—+1 <Oouy=2

2Vx—1 _ 4 _ _ _y+1
=Y eNr-1=(1+Viye Q-NVr=y+lek=" z(yH) sﬂ“>o =
2-y 2—y

impossible si y & [—1,2]

= (%)2 >0siye[-1,2[

2
Donc, tout réel y € [—1,2[ admet un unique antécédent (g) et tout autre réel y n’a pas d’antécédent.

Ainsi, f est bijective de Rtsur [—1,2[ et Vy € [-1,2[, f "1 (y) = (y—Jr;) .
f_
b. f estcontinueenOetVx > 0,7(x) = f(x) 1o _ “f ZC(;:;_;J— x(if/_) = \/_(H\/_) Donc, llm 7(x) = +. Ainsi, Cf a

une tangente verticale au point A(0,—1). Alors Ie TDBR assure que f ! est dérivable en-1et (f71)'(—1) = 0, autrement dit, Cy-1a une
tangente horizontale au point B(—1,0).

c. Vye[-12[Lf'(y)= ( ) Donc f ™1 est dérivable sur [—1,2[ (puisque son expression n’est constituée que de fonctions dérivables

@-y)++1) _ 3
@-y? T @e-»*

partout sur leur propre domaine de deflnltlon) EtVy € [-1,2[, (f ' (y) = 2u' (W)u(y) avecu(y) = —etu 'y) =

Donc, Vy € [-1,2[,(f~ (D =0.

Ex11 1. Soit f définie par: f(x) = Sm( S

dérivable sur J\{1} et calculer (f~1)’(2). Que se passe —t-il en 1 ? Donner une expression de =1 a I'aide de I'Arcsin.

2. Etudier et représenter la fonction f de la variable réelle telle que : f (x) = x + In (x) . Montrer que f est bijective de Df sur un
1

frleo+1

Montrer que f est bijective de |0, —] sur un domaine J a déterminer. Montrer que f 1

domaine a déterminer. Justifier que f ! est dérivable sur Ret Vx € R, (f 1)'(x) =1 —



1) Soit f définie par: f(x) = Sinl(x).

Df =]0,§].f est continue sur Df .

1 1

. T2 i .
Soit (x1,%3) €]0,=]% x; < x, = 0 < sin(xy) < sin(x,) = e e

2

Donc f est strictement décroissante.

e wd
car sinest
strictement croissante

-
sur ]0,;] et ne s'annule pas

e Alorsle TBCSM assure que :
) £(1031) = Uim £, Jim fGO[= [1, +e0[
2) f est bijective dez]O,g] sur [1, 4oo].
3) f~lestcontinue et strictement décroissante sur [1, +oo[ et bijective de [1, +oo[ sur ]0, g].

e f estdérivablesurDf etVx € Df, f'(x) = — )’

f(]O,g D =11, +oo[ et Vx €]1, +oo[, (f 1) (x) = m .Enparticulier, (f~1)'(2) =

11 sinz(g)
@ el
¢ sin2()
e Comme f est dérivable en ;—r et f'(1) = 0, f "n'est pas dérivableen 1 = f G) et la courbe de £~ a une tangente verticale au point B(l,g).
1
sin(x)

cos(x)

Donc Vx E]O,% [, f'(x) # 0. Le TDBR assure alors que f ~lest dérivable sur
1 — -1 =
@) Ora=f"'"QQefla)=2e
1
sin(a)

=2 & sin(a) = % Sa= %. Donc, (f~1)'(2) =

e  Soity € [1,+[. Notons x l'uniqueantcédent de y par f .Alors x E]O,g] et
élément de |0, ;—r] dont le sinus vaut 1/y . J’en déduis que x = Arcsin 6) Ainsi, f~1(y) = Arcsin (i)

2) Soit f définie par: f(x) = x +1In (x) .Df = R™™. f étant la somme de deux fonctions continues et strictement croissantes sur leur
propre domaine de définition, f est continue et strictement croissante sur Df .
Alors, le TBSCM assure que : f(R*™) =] lim £(x), lim f(x)[= ]—00, +o0[ et f est bijective de R**sur R et f ~est continue et
xX— X—+00

strictement croissante sur R.
f est dérivablesur Df etVx >0, f'(x) =1 +i # 0.Donc f~'est dérivable sur f(D;) = RetVx € R, (f 1) (x) =

1 ' feo+i-1 . 1
1+f_+(x)_1+f‘1(X)_ THUR) 14100

1 j—
AGEOE
oK !

Ex 12 Soit f: (x » x3 + x — 8).
1) Montrer que f est bijective de R sur R. Donner 1ir+n Ji €9}
X—+00
2) Résoudre I'équation 2f(x) + 3f~1(x) = 10.
3) Montrer que f~* est dérivable sur R et calculer (f~1)'(—6).

_ 1
4) Montrerque Vx ER,(f~1)'(x) = S

1) f est continue et dérivable sur Ret Vx € R, f'(x) = 3x2 + 1 > 0. Donc f est strictement croissante sur I'intervalle R. Alors le TBCSM
assure que f(R) = ] lirJ;n f(x), lim f(x)[ = Ret f est bijective de R sur R et f ~lest continue et strictement croissante sur R et
XxX—+00 X——00
bijective de R sur R. De plus, par symétrie des courbes Cf et Cf par rapport a la premiére bissectrice, lim f(x) = b & lirrg fi(x) =a.
x-a X
Or, 11111 f(x) = o0 donc, lirJEl f1(x) =+oo.
X—+00 X—+00
2) fet ! sontstrictement croissante sur R donc @: (x = 2f (x) + 3f ~1(x)) est strictement croissante sur R donc est injective. Par
conséquent, 10 admet au plus un antécédent par ¢. De plus, f(2) = 2 donc f~1(2) = 2 et ¢(2) = 10. Ainsi, 2 est un antécédent de 10
par . Jen déduis que 2 est ;’unique antécédent de 10 par ¢ et ainsi, I'unique solution de I'équation 2f (x) + 3f~1(x) = 10.
3) CommeVx € R, f'(x) # 0,le TDBR assure que f~* est dérivable sur Ret (f ~1)'(—6) = m.
Cherchons (f71(—=6)): a = (f"(-6)) © —6=f(a) © —6Za’>+a—8 S a=1.
f étant bijective,

(x)n'a qu'une solution
1 1

i =1y = =
Par suite, (f~1)'(—6) oS
4) LeTDBRassureque:Vx € R, (f~1)'(x) =

1 _ 1
FIEE)  3(F1) +1

Ex 13 Montrer que I'équation tan(x) = x admet une unique solution u,, dans chaque intervalle | — g + nn,g + nn[ tgn € N. Un tel réel u,
est appelé un point fixe de tan. lllustrer ce résultat. Déterminer la limite de la suite (u,,).

Posons f: (x = tan(x) — x). Alors Df = Dyqp = Upezl — g + nn’,g + nn[ . f est continue et dérivable sur D4, car son expression n’est
constituée que de fonctions continues et dérivables sur leur propre domaine de définition. Et Vx € Df, f'(x) = 1+ tan?(x) — 1 =

tan?(x) = 0. Sur chaque intervalle ] — g + nrr,g + nn[, f~ est positive et s’annule au point isolé n donc f est strictement croissante. Alors le
Donc 0 admet un unique antécédent u,, dans chaque intervalle | — g + nn’,g + n1[. Donc I’équation tan(x) = x admet une unique solution

u, dans chaque intervalle | — g + nn’,g +nn[tqgn € N.

=y .Doncsin(x) = % et% €]0,1].x est donc l'unique



. vn €N,
12 ’

Vs m
‘ ——+nn <u, <z +nm. Comme
10 s 2 2
’ . s . \
. lim —= 4+ nm = +oo, le théoréme
A n-o+o 2
des gendarmes assure que ;

lim w, = +oco.
n-+co

—14 II

Ex 14 Soit f: [a, b] — [a, b], continue. Montrer qu’il existe un réel a € [a, b] tel que : f(a) = a. Un tel réel a est appelé un
point fixe de f.

Soit g : (x » f(x) — x).

g est la somme de deux fonctions continues sur I'intervalle [a, b], donc g est continue sur [a, b].

g(@) =f(a) —a=0carf(a) € [a,b].

gb) =f(b)—b<0carf(b) €[a,b].

Alors le TVI assure que g s’annule au moins une fois sur [a, b] en unréel a. Alors f(a) — a =0 etainsi f(a) = «a.

Ex 15 Soit f et g deux fonctions réelles, continues sur un intervalle I et telles que : Vx € I, |f(x)| = |g(x)| et f(x) # 0.

Montrer:Vx € I, f(x) = g(x) ouVx € I, f(x) = —g(x).

Vx €L|f(x)| =|g(x)|doncvx €1, f(x) = g(x) ouf(x) =—g(x). Or,Vx € I,f(x) # 0 donc |g(x)| = |f(x)| # 0 et par conséquent

et Vx € I,g(x) # 0.Comme f et g sont contonues sur I'interavlle | et ne s’annule pas sur | nécessairement f et g garde un méme signe sur I.
Il en résulte que si f et g ont le méme signe alors Vx € I, f(x) = g(x) et si f et g sont de signe opposé alorsVx € I, f(x) = —g(x) .

Ex 16 : Soit f: R — R telle que: f(x) = 11’;2 .
1) f est-elle injective ? surjective de Rsur R ?
2) Montrer que f(R) = [-1;1].
3) Montrer que f induit une bijection g de [—1,1] sur [—1,1] et déterminer une expression de g~*.

. , . , _—2(x?-1) 5 (x=1)(x+1)
1) f est continue et dérivable sur RetVx € R, f'(x) = e = Tax
x —0 -1 1 +
f'(x) - 0 + 0 -
fx)|o 1

iy

f est continue et strictement décroissante sur I'intervalle ]1, +oo[. Donc, le TBCSM assure que f(]1,+o[)=]0,1[. De méme, f([—1,1])=
[-1,1] et f(] — o, 1[)=] — 1,0[. Jen déduis que :

1) 2 n’apasd’antécédent par f et par conséquent, f n’est pas surjective de R sur R.

2) iadmet au moins deux antécédents par f I'un dans |1, +oo[ et I'autre dans [—1,1]. Donc, f n’est pas injective.

2) f(R) = f(]1, +eo[U [=1,1] U] = o0, 1]) = f(]1, +o[) U f([=1,1D U f(] = 0, 1)) = [=1,1].



3) f est continue et strictement décroissante sur I'intervalle [—1,1]. Donc, le TBCSM assure que f induit une bijection g de [—1,1]sur

(-11] - [-11]
f([—1,1]) = [-1,1]. Autrement dit, g : L, 2 est donc bijective.
1+x2
Cherchons une expression de g 1. Soit y € [—1,1] et x I'unique antécédent de y par g dans [—1,1]. Jesaisque: y = g(x) = 132. Alors
2 —2J1- —J1— 1=
yx? —2x+7y = 0.Posons A= 4 — 4y% = 4(1—y?) = (2 1—y2) , Xy =2 22; y_1 ; Y ot x, = ; ¥ .Dong, x = x; ouU X = X,.

—v2
Maissil >y = 0alors 1+./1—y2> 1doncx, = % > % > 1. Donc, x, ne convient pas et ainsi, x = x; est 'unique antécédent de y

- 1+J1-y2 1 . - ;o .
par g. Maissi—1 <y < 0 alors x, = =, <3 < —1.Donc, x; ne convient pas etainsi, x = x; est I'unique antécédent de y par g.
—/1-v2
Ainsi, g7l (y) = %

1—\/1—y2> _ y =2y 1-/1-y? =2y 1-/1-y? —2y 1-V1-y%2 _ y OK Il
y y*+(1-/1-y2) y2+1+(1-y?)-2/1-y2 2-21-y2

Vérification : g (

Ex 17: Soit a et b réels et f: (x = ax + b|x|).Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que f est bijective de R sur R.
Le cas échéant, donner une expression de 1.

(a+Db)xsix >0
VxElR,f(x)=ax+b|x|={0 six=0.

(a—b)xsix <0

a+b>0
ler : ]
s {37 0
Vx>0,(a+b)x=0 . -, . . (o . A
.D / .
Alors, {Vx <0,(a—b)x <0 onc, un réel positif et un réel strictement négatif n’ont jamais la méme image
De plus h: (x ~ (a + b)x) est bijective de R*sur R* et h™1: (x - ﬁx). Et g: (x = (a — b)x) est bijective de R™*surR™* et g71: (x »
L xsix =0
a+b

Lx). Par conséquent, f est bijective de R sur R et f~1:[ x » 1 .
a=b —xsix <0
a-b

a+b<0
a—-b<0’
Vx>0,(a+b)x <0
Vx <0,(a—b)x>0

M:{

Alors, { .Dong, un réel positif et un réel strictement négatif n’ont jamais la méme image. Comme précédemment, f est

1 .
—pXsix =0
bijective de R sur R et f~:( x » {7 .
—xsix <0
a-b
3emecas: a+b>0eta—b<0.
Alors h: (x » (a + b)x) est bijective de R*sur R* et g: (x » (a — b)x) est bijective de R™*sur R**. Donc tout réel strictement positif a 2
antécédents par f : I'un strictement positifs et I'autre strictement négatif. Ainsi, f n’est pas bijectif.
4émecas: a+b<0eta—b<0.
Alors comme précédemment, je peux affirmer que tout réel strictement négatif a 2 antécédents par f : I'un strictement positif et I'autre
strictement négatif. Ainsi, f n’est pas bijectif.
Sémecas: a+b=00Ua—-b =0.
AlorsVx > 0,f(x) =00U Vx < 0, f(x) = 0. Donc 0 a une infinité d’antécédents par f. Donc f n’est pas bijective.
Ainsi,
T +b<0 a+b>0 a<-b a>-b

t bijective de R surR < {¢ { o { {
f est bijective de R sur a—b<0lg—p>0 a<b % la>h
L xsix>0
a+b

< a<—|bloua>|b|

f est bijective de R sur R & | a| > |b]. Etle cas échéant, f~1:( x = {7 .
Exsix< 0

Ex 18 Montrer que f: ((n,p) = 2™(2p + 1)) est une bijection de N sur N*.

Surjectivité : pour chaque m € N*, je cherche (n,p) € N2 tel que m = 2"(2p + 1).

Montrons par récurrence forte sur m que H(m) : « il existe (n, p) € N2 tel que m = 2"(2p + 1).» est vraie.

Initialisation ; 1 = 2°(2 x 0 + 1). Donc, n = 0 et p = 0 conviennent.

Propagation : Soit m un entier naturel non nul. Je suppose que H(1), ..., H(m — 1), H(m) sont vraies et sous cette hypotheése forte, je vais
montrer que H(m + 1) est vraie.

Sim + 1 est impair alors il existe k € N tel que m = (2k + 1). Doncm + 1 = 2°(2k + 1). Ainsi, n = 0 et p = k conviennent.

Sim + 1 est pair alors il existe k € N* tel que m = 2k. Comme 1 < k < m, H (k) est vraie donc il existe (n',p") € N2 tel que k =

2" (2p’ + 1).Donc, m = 2k = 2"*1(2p’ 4 1). Ainsi, n = n’ + 1 et p = p' conviennent.



Ainsi, H(m + 1) est vraie dés que H(1), H(2), ..., H(m) sont vraies.
Conclusion : Le théoréme de récurrence forte assure alors que pour tout m € N*, il existe (n,p) € N? tel que m = 2™(2p + 1). Ainsi, f est
surjective de N? sur N*,
(€]
Injectivité : Prenons(n,p) et (n',p") des couples d’entier naturels tels que : 2"(2p + 1) = 2" 2p' +1).
p— TL -n

Zp+1=2 ((Z)p +1) donc 2p + 1 est pair ce qui est absurde. Par conséquent, n > n’

n'—n>
De méme en imaginons que n > n’. Alors 2p + 1 = 2™ (2p’ + 1) est pair ce qui est absurde. Par conséquent, n < n’.
Donc, nécessairement, n = n'. Par suite, (*)s'écrit(2p + 1) = (2p' + 1) et par conséquent,p = p'.
Jen conclus que f est injective. Et finalement f: ((n,p) = 2™(2p + 1)) est une bijection de N* sur N*.

Imaginons que n < n’. Alors {

Ex 19 Méthode de dichotomie : Soit f une fonction continue et strictement monotone sur [a, b] et telle que : f(a)f(b) < 0 (i.e. f(a) et
f(b)sont de signes opposés). Alors le TBCSM assure que f s'annule une seule fois sur [a, b] en un réel a €]a, b[. Lorsque I'équation f(x) =0
est impossible a résoudre de maniére algébrique, la méthode de dichotomie permet alors, dans cette situation, de déterminer une valeur
approchée de a a une précision & choisie. Voici le principe de dichotomie :

Etape 1:0On calcule f( ) Ou bien f (a+b) =0alorsa = aTH’. Et c’est fini : on a trouvé la valeur exacte de a.

Ou bien f( ) # 0 alors

Soit f (“:b) est de signe opposé a f(a). Alors a E]a = [ Posonsa; = a et b1 asz. b | bh—ua
—a =
Soit f (a:b) est de signe opposé a f(b). Alors a E] ,b[. Posons a; = - 2 et b, = b. ! 2
Alors @ €]ay, by [ et a, et bysont deux valeurs approchees de a par défaut et excés a la précision bz;a
Etape 2 : On calculef(a1+b1> Ou bien f (a1+b1) =0alorsa = al:bl. Et c’est fini.
Ou bien f (a1+b1) # 0 alors

Soit f (a1 bl) est de signe opposé a celui de f(a,). Alors a E]al,al+b1 [ Posonsa, = a, et b, = alT“’l. b—a

a1+b1 a, b1 [b, — ay| = o2
Smtf( )est de signe opposé f a celuide f(b,). Alors a €] ,by[. Posons a, = et b, = b,.
Alors @ €]a,, b, et a, et b, sont deux valeurs approchées de a par défaut et exces a la précision bz—z
Etapen : On calculef(a"%ﬂ)’”) Ou bien f (a"l—w’”) =0alorsa = a"%”’"’l. Et c’est fini.

Ou blenf(%b"l) # 0 alors
Soit f (M) etf (a,_1) sont de signes opposés. Alors a €]a,,_ 1,“"%“’"’1[ Posons a, = a,_; et b, %b"‘. |by, — ay|
Soit f (M) et f(b,,_1) sont de signes opposés. Alors a E]Lb”1 b,_1[. Posons a,, = %b"’l etb, = b,_;. = bz_na
Alors a €]a,, b,[ et a,, et b,, sont deux valeurs approchées de a par défaut et exceés a la précision bz;na.

L’étau se resserre donc autour de la racine a de f sur ]a, b[. Il suffit de savoir quel entier n choisir pour obtenir la précision € souhaitée. Il suffit

n n b-a ln(b%a)
de choisirn € N tel que : 2—<sOr 0<—<e(:>—a> o2 >—(:)ln(2 )>ln( )@nln(2)>ln( )ﬁnz e
ln(b a)

In(2)

Prenonsny = [ ] + 1. Alorsa, et bno sont deux valeurs approchées de a par défaut et exces a la précision ¢.

Application : 1) Montrer que "équation e* ++/x — 2 = 7 admet une unique solution et en trouver une valeur approchée a 1072 prés.
2) Donner une valeur approchée de I'unique point fixe de la fonction cosinus.




