
 

Les méthodes classiques sur les matrices et systèmes linéaires 

Ex 1 Rang- Produit matriciel-Système linéaire- Matrice non inversible. 

Soit 𝐶 ∈ 𝑀𝑛,1(ℝ) dont le coefficient ligne 𝑖 est 𝑐𝑖 = 𝑖 𝑒𝑡  𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)(𝑖,𝑗)∈⟦1,𝑛⟧²telle que : 𝑎𝑖𝑗 =
𝑖

𝑗
  . 

1. Déterminer 𝑟𝑔(𝐴).  
2. Calculer 𝐴𝐶  puis résoudre le système linéaire 𝐴𝑋 = 𝐶 .  
3. Exprimer 𝐴² en fonction de 𝐴.  
4. En déduire par l’absurde que 𝐴 n’est pas inversible.  
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. Donc, ∀𝑖 ∈ ⟦2, 𝑛⟧, 𝐿𝑖 = 𝑖𝐿1. Ainsi, 𝐴 ~𝐿⏟
𝐿𝑖←𝐿𝑖−𝑖𝐿1
𝑝𝑜𝑢 
𝑖∈⟦2,𝑛⟧ (

 
 

1

1

0
0

0

  

1

2

0
0

0

… ..  

1

𝑛

0
0

0)

 
 

. Donc 𝑟𝑔(𝐴) = 1. 

2.Notons 𝑈1, … , 𝑈𝑛 𝑙𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑛𝑛𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝐴.  

Alors 𝐴𝐶 =⏟
𝑐𝑜𝑢𝑟𝑠 

𝑐𝑎𝑠 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑐𝑢𝑙𝑖𝑒𝑟
 70.1

∑ 𝑐𝑗𝑈𝑗
𝑛
𝑗=1 .   Or,  𝑐𝑗𝑈𝑗 = 𝑗𝑈𝑗 = 𝑗
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=
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= 𝐶. Donc 𝐴𝐶 = ∑ 𝐶𝑛

𝑗=1 = 𝑛𝐶.  

En conséquence, 𝐴 (1
𝑛
𝐶) =

1

𝑛
(𝐴𝐶) =

1

𝑛
(𝑛𝐶) = (

1

𝑛
𝑛)𝐶 = 𝐶 . Donc 1

𝑛
𝐶 =
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est une solution particulière du système linéaire 𝐴𝑋 = 𝐶. 

Soit 𝑋 = (

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

).  𝐴𝑋 = 0⏟    
(𝑆𝐻)

𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑖é à (𝑆)

⟺

{
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3
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𝑥𝑛 = 0
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1
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1

3
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1

𝑛
𝑥𝑛) = 0

⋮

𝑛(𝑥1 +
1

2
𝑥2 +

1

3
𝑥3 +⋯+

1

𝑛
𝑥𝑛) = 0

⟺
𝐿𝑖←𝐿𝑖−𝑖𝐿1
𝑝𝑜𝑢𝑟 
𝑖∈⟦2,𝑛⟧

{
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0 = 0
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0 = 0

⟺ 𝑥1 = −
1

2
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1

3
𝑥3 +⋯−

1

𝑛
𝑥𝑛 .  

Donc 𝑠𝑜𝑙(𝑆𝐻) =

{
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 /𝑥2, . . , 𝑥𝑛𝑟é𝑒𝑙𝑠

}
 

 

. Alors le cours assure que 𝑠𝑜𝑙(𝑆) =

{
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/𝑥2, . . , 𝑥𝑛𝑟é𝑒𝑙𝑠
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. 

3. Soit (𝑖, 𝑗) ∈ ⟦1, 𝑛⟧2. (𝐴²)𝑖𝑗⏟  
𝑐𝑜𝑒𝑓 𝑙𝑖𝑔𝑛𝑒𝑖
𝑐𝑜𝑙𝑜𝑛𝑛𝑒 𝑗 

𝑑𝑒 𝐴²

= ∑ 𝑎𝑖𝑘𝑎𝑘𝑗
𝑛
𝑘=1 = ∑

𝑖

𝑘

𝑘

𝑗

𝑛
𝑘=1 = ∑

𝑖

𝑗
=𝑛

𝑘=1 𝑛
𝑖

𝑗
= 𝑛𝑎𝑖𝑗⏟

𝑐𝑜𝑒𝑓 𝑙𝑖𝑔𝑛𝑒 𝑖 
𝑐𝑜𝑙𝑜𝑛𝑛𝑒 𝑗 𝑑𝑒 𝑛𝐴

. J’en déduis que 𝐴2 = 𝑛𝐴.  

4. Alors 𝐴(𝐴 − 𝑛𝐼) = 0. Or 𝐴 ≠ 𝑛𝐼 donc 𝐴 − 𝑛𝐼 ≠ 0. Le cours assure alors que 𝐴 ne peut pas être inversible.  
 

Ex 2 Reste de la division euclidienne-Polynôme annulateur d’une matrice - Puissances et inverse d’une matrice.  
1. Soit 𝑛 ∈ ℕ.  Déterminer le reste de la division euclidienne de 𝑋𝑛 par (𝑋 − 1)2 .  

2. Soit 𝐴 = (
1 0 0
0 −2 −9
0 1 4

).  

a. Montrer que  𝐴 est combinaison  linéaire de 𝐴 et 𝐼.   
b. En déduire 𝐴𝑛𝑜ù 𝑛 ∈ ℕ.   
c. Montrer que 𝐴 est inversible et déterminer 𝐴−1 (on écrira cette matrice inverse sous forme d’un tableau). 

1. Si 𝑛 ∈ ℕ 𝑒𝑡 𝑛 < 2,  alors le reste est nul.  
Prenons 𝑛 ∈ ℕ 𝑒𝑡 𝑛 ≥ 2. Il existe deux uniques polynômes 𝑄 et 𝑅 tels que 𝑋𝑛 = (𝑋 − 1)2𝑄(𝑋) + 𝑅(𝑋) 𝑒𝑡 𝑑𝑒𝑔𝑅 < 2. Donc il existe deux réels a et b 
tels que 𝑅 = 𝑎𝑋 + 𝑏. On pose 𝑇(𝑋) = (𝑋 − 1)2𝑄(𝑋). Alors 𝑇 admet 1 comme racine au moins double donc 𝑇(1) = 𝑇’(1) = 0. Or,  𝑋𝑛 = 𝑇(𝑋) +

𝑎𝑋 + 𝑏   et 𝑛𝑋𝑛−1 = 𝑇′(𝑋) + 𝑎. Donc, en évaluant en 1, {1 = 𝑎 + 𝑏
𝑛 = 𝑎

. Donc  𝑎 = 𝑛 et 𝑏 = 1 − 𝑛 et 𝑅(𝑋) = (1 − 𝑛) + 𝑛𝑋.  Ce résultat est encore valable 

pour 𝑛 = 0 et 𝑛 = 1. 
2. a. 𝐴² = 2𝐴 − 𝐼 

b. (𝐴 − 𝐼)² =⏟
𝐹𝐵𝑁

𝑎𝑣𝑒𝑐 𝐴 𝑒𝑡−𝐼
𝑞𝑢𝑖 𝑐𝑜𝑚𝑚𝑢𝑡𝑒𝑛𝑡

𝐴² − 2𝐴 + 𝐼 = 0. Donc (𝑋 − 1)2est annulateur de 𝐴.  

Or, on a prouvé que 𝑋𝑛 = (𝑋 − 1)2𝑄(𝑋) + (1 − 𝑛) + 𝑛𝑋. Donc, 𝐴𝑛 = (𝐴 − 𝐼)2𝑄(𝐴) + (1 − 𝑛)𝐼 + 𝑛𝐴 = (1 − 𝑛)𝐼 + 𝑛𝐴.  

d. 𝐼 = 2𝐴 − 𝐴2 = 𝐴(2𝐼 − 𝐴). Donc A est inversible et 𝐴−1 = 2𝐼 − 𝐴 = (
1 0 0
0 4 9
0 −1 −2

).  

 



Ex 3 Puissance de matrices. FBN. Suite matricielle «  géométrique ».  

Soit 𝐴 =

(
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 et 𝑥, 𝑦 et 𝑧 des suites telles que {
𝑥0 = 1
𝑦0 = 2
𝑧0 = −1

et ∀𝑛 ∈ ℕ,

{
 
 

 
 𝑥𝑛+1 =

1

4
(2𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 + 𝑧𝑛)

𝑦𝑛+1 =
1

4
(𝑥𝑛 + 2𝑦𝑛 + 𝑧𝑛)

𝑧𝑛+1 =
1

4
(𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 + 2𝑧𝑛)

. On pose 𝑋𝑛 = (
𝑥𝑛
𝑦𝑛
𝑧𝑛
). 

1. Calculer les puissances de 𝐴 . 
2. Exprimer 𝑋𝑛+1 en fonction de 𝑋𝑛.  
3. En déduire 𝑥𝑛, 𝑦𝑛 𝑒𝑡 𝑧𝑛en fonction de 𝑛. Les suites 𝑥 , 𝑦 et 𝑧 sont –elles convergentes ?  

1. 𝐴 =

(
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=

1

4
(𝐽 + 𝐼). Comme I et J commuent, 𝐴𝑛 = 1

4𝑛
(𝐼 + 𝐽)𝑛 =

1

4𝑛
∑ (

𝑛
𝑘
)𝑛

𝑘=0 𝐽𝑘𝐼𝑛−𝑘 =
1

4𝑛
∑ (

𝑛
𝑘
)𝑛

𝑘=0 𝐽𝑘 . Or,  𝐽𝑘 = {3
𝑘−1𝐽 𝑠𝑖 𝑘 ≥ 1
𝐼 𝑠𝑖 𝑘 = 0

.  

Donc, 𝐴𝑛 = 1

4𝑛
𝐼 +

1

4𝑛
∑ (

𝑛
𝑘
)𝑛

𝑘=1 𝐽𝑘 =
1

4𝑛
𝐼 +

1

4𝑛
∑ (

𝑛
𝑘
)𝑛

𝑘=1 3𝑘−1𝐽 =
1

4𝑛
𝐼 +

1

4𝑛
[∑ (

𝑛
𝑘
)𝑛

𝑘=1 3𝑘−1] 𝐽.  

Or,  ∑ (
𝑛
𝑘
)𝑛

𝑘=1 3𝑘−1 =
1

3
∑ (

𝑛
𝑘
)𝑛

𝑘=1 3𝑘 =
1

3
∑ (

𝑛
𝑘
)𝑛

𝑘=0 3𝑘 −
1

3
=

1

3
4𝑛 −

1

3
. Donc, 𝐴𝑛 = 1

4𝑛
𝐼 +

1

4𝑛
[
1

3
4𝑛 −

1

3
] 𝐽 =

1

3×4𝑛
[3𝐼 + (4𝑛 − 1)𝐽].  

2.  𝑋𝑛+1 = (
𝑥𝑛+1
𝑦𝑛+1
𝑧𝑛+1

) =

(

 
 

1

2
𝑥𝑛 +

1

4
𝑦𝑛 +

1

4
𝑧𝑛)

1

4
𝑥𝑛 +

1

2
𝑦𝑛 +

1

4
𝑧𝑛

1

4
𝑥𝑛 +

1

4
𝑦𝑛 +

1

2
𝑧𝑛))

 
 
=

(

 
 

1

2

1

4

1

4
1

4

1

2

1

4
1

4

1

4

1

2)

 
 
(

𝑥𝑛
𝑦𝑛
𝑧𝑛
) = 𝐴𝑋𝑛 .  

Alors on montre facilement par récurrence que ∀𝑛, 𝑋𝑛 = 𝐴𝑛𝑋0. Ainsi, (
𝑥𝑛
𝑦𝑛
𝑧𝑛
) =  1

3×4𝑛
(
4𝑛 + 2 4𝑛 − 1 4𝑛 − 1
4𝑛 − 1 4𝑛 + 2 4𝑛 − 1
4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 4𝑛 + 2

)(
1
2
−1
).  

𝑥𝑛 =
1

3×4𝑛
(2 × 4𝑛 + 1)~𝑛→+∞  

2×4𝑛

3×4𝑛
= 2/3 

𝑦𝑛 =
1

3×4𝑛
(2 × 4𝑛 + 4)~𝑛→+∞  

2×4𝑛

3×4𝑛
= 2/3

𝑧𝑛 =
1

3×4𝑛
(2 × 4𝑛 − 5)~𝑛→+∞  

2×4𝑛

3×4𝑛
= 2/3

. Les trois suites convergente vers la même limité 2/3.  

Ex 4 Stabilité d’un ensemble-Inversibilité matricielle. 

Soit 𝐺 l’ensemble des matrices de la forme 𝑀(𝑥) = (
1 0 0
−𝑥² 1 𝑥
−2𝑥 0 1

) où 𝑥 réel.  

1. Montrer que 𝐺 est stable pour le produit matriciel et que 𝐺 contient l’élément neutre pour le produit matriciel.  
2. Montrer que toute matrice de 𝐺 est inversible et que son inverse appartient à 𝐺.  

1. Soit 𝑥 et 𝑦 deux réels. 𝑀(𝑥)𝑀(𝑦) = (
1 0 0

−(𝑥 + 𝑦)2 1 𝑥 + 𝑦

−2(𝑥 + 𝑦) 0 1
) = 𝑀(𝑥 + 𝑦) ∈ 𝐺. et 𝐼 = 𝑀(0).  

2. Soit 𝑥 un réel. D’après 1. 𝑀(𝑥)𝑀(−𝑥) = 𝑀(0) = 𝐼 donc 𝑀(𝑥) est inversible et 𝑀(𝑥)−1 = 𝑀(−𝑥) ∈ 𝐺.  
 

Ex 5 Inverse d’une matrice. Puissances de matrices. FBN. 

Soit 𝐴 = (
5 −1 9
3 4 0
1 1 1

),  𝑃 = (
−9 −2 3
9 3 3
5 1 1

)  et  𝐷 = (
1 0 0
0 2 0
0 0 7

).  

1. Montrer que 𝑃 est inversible et déterminer 𝑃−1.  
2. Montrer que : 𝐴𝑃 = 𝑃𝐷.  
3. En déduire que 𝐴 est inversible et expliciter  𝐴−1 𝑒𝑡 𝐴𝑘  tel que 𝑘 ∈ ℕ. 

1. Soit 𝑌 = (
𝑎
𝑏
𝑐
) et 𝑋 = (

𝑥
𝑦
𝑧
). 𝑃𝑋 = 𝑌 ⟺ {

−9𝑥 − 2𝑦 + 3𝑧 = 𝑎
9𝑥 + 3𝑦 + 3𝑧 = 𝑏
5𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 𝑐

⟺ {

𝑦 + 6𝑧 = 𝑎 + 𝑏              𝐿1 ← 𝐿1 + 𝐿2
9𝑥 + 3𝑦 + 3𝑧 = 𝑏       𝐿2 ← 𝐿2        

6𝑥 = 3𝑐 − 𝑏                     𝐿3 ← 3𝐿3 − 𝐿2

 

⟺

{
 

 
𝑦 + 6𝑧 = 𝑎 + 𝑏      

3 (
𝑐

2
−
𝑏

6
) + 𝑦 + 𝑧 =

𝑏

3
    

𝑥 =
𝑐

2
−
𝑏

6

 ⟺{

𝑦 + 6𝑧 = 𝑎 + 𝑏      

𝑦 + 𝑧 =
5

6
𝑏 −

3

2
𝑐    

𝑥 =
𝑐

2
−
𝑏

6

 ⟺ {

5𝑧 = 𝑎 +
1

6
𝑏 +

3

2
𝑐          𝐿1 ← 𝐿1 − 𝐿2     

5𝑦 = −𝑎 + 4𝑏 − 9𝑐     𝐿2 ← −𝐿1 + 6𝐿2

𝑥 =
𝑐

2
−
𝑏

6
            𝐿3 ← 𝐿3 

 

⟺

{
 
 

 
 𝑥 = −

𝑏

6
+
𝑐

2

𝑦 = −
𝑎

5
+
4

5
𝑏 −

9

5

𝑧 =
𝑎

5
+

𝑏

30
+

3

10

𝑐 ⟺ (
𝑥
𝑦
𝑧
) =

(

 
 
0 −

1

6

1

2

−
1

5

4

5
−
9

5
1

5

1

30

3

10 )

 
 
(
𝑎
𝑏
𝑐
) . Le système admet donc une unique solution. 

 J’en conclus que  𝑃 est inversible et 𝑃−1 =

(

 
 
0 −

1

6

1

2

−
1

5

4

5
−
9

5
1

5

1

30

3

10 )

 
 

.  

2. Par le calcul de 𝐴𝑃  puis de 𝑃𝐷, on vérifie que 𝐴𝑃 = 𝑃𝐷. 
3. Inversibilité ?  

𝐴𝑃 = 𝑃𝐷 donc 𝐴 = 𝑃𝐷𝑃−1. Or 𝐷 est diagonale et n’a pas de coefficient nul sur la diagonale donc D est inversible. Alors A est le produit des trois 
matrices inversibles : P ; D et 𝑃−1, A est donc inversible et 𝐴−1 = (𝑃𝐷𝑃−1)−1 = (𝑃−1)−1(𝑃𝐷)−1 = 𝑃𝐷−1𝑃−1 𝑒𝑡 𝐷−1 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1, 1

2
,
1

7
).  

Puissances ? Enfin, 𝐴𝑘 = (𝑃𝐷𝑃−1 )𝑘= 𝑃𝐷𝑃−1𝑃𝐷𝑃−1 𝑃𝐷𝑃−1 𝑃𝐷𝑃−1 = 𝑃𝐷𝑘 𝑃−1 et 𝐷𝑘 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1, 2𝑘 , 7𝑘). 
 



Ex 6 Matrice nilpotente. Puissances de matrices.   

Soit 𝐴 = (
2 3 −2
2 0 1
8 6 −2

) et 𝐵 = (
0 3 −2
2 −2 1
8 6 −4

). 

1. Calculer les puissances de 𝐴 puis celles de 𝐵. 
2. Montrer que 𝐵 est inversible et calculer 𝐵𝑘  tel que 𝑘 ∈ ℤ. 
Puissances de 𝑨 et de 𝑩 ?  

𝐴2 = (
2 3 −2
2 0 1
8 6 −2

)(
2 3 −2
2 0 1
8 6 −2

) = (
−6 −6 3
12 12 −6
12 12 −6

)  𝑒𝑡 𝐴3 = 0. Donc, ∀𝑘 ≥ 3,𝐴𝑘 = 0.  

Je remarque que 𝐵 = 𝐴 − 2𝐼. Comme 𝐴 et −2𝐼 commutent ( puisque 𝐼 commute avec toute matrice de son type), pour tout entier naturel 𝑝 ,  

𝐵𝑝 =∑(
𝑝

𝑘
)𝐴𝑘(−2𝐼)𝑝−𝑘

𝑝

𝑘=0

=∑(
𝑝

𝑘
)𝐴𝑘((−2)𝑝−𝑘𝐼𝑝−𝑘

𝑝

𝑘=0

) =∑(
𝑝

𝑘
) (−2)𝑝−𝑘𝐴𝑘𝐼

𝑝

𝑘=0

=∑(
𝑝

𝑘
) (−2)𝑝−𝑘𝐴𝑘

𝑝

𝑘=0

= (
𝑝

0
) (−2)𝑝𝐴0 + (

𝑝

1
) (−2)𝑝−1𝐴 + (

𝑝

2
) (−2)𝑝−2𝐴2 + (

𝑝

3
) (−2)𝑝−3𝐴3…+ (

𝑝

𝑝
) (−2)0𝐴𝑝

⏟                    
=0

 

= (
𝑝

0
) (−2)𝑝𝐴0 + (

𝑝

1
) (−2)𝑝−1𝐴 + (

𝑝

2
) (−2)𝑝−2𝐴2 

𝐵𝑝 = (−2)𝑝𝐼 + 𝑝(−2)𝑝−1𝐴 − 𝑝(𝑝 − 1)(−2)𝑝−3𝐴2 = (−2)𝑝−3 [(
−8 0 0
0 −8 0
0 0 −8

) + (

8𝑝 12𝑝 −8𝑝
8𝑝 0 4𝑝
32𝑝 24𝑝 −8𝑝

) + (

6𝑝(𝑝 − 1) 6𝑝(𝑝 − 1) −3𝑝(𝑝 − 1)
−12𝑝(𝑝 − 1) −12𝑝(𝑝 − 1) 6𝑝(𝑝 − 1)
−12𝑝(𝑝 − 1) −12𝑝(𝑝 − 1) 6𝑝(𝑝 − 1)

) ] 

𝐵𝑝 = (−2)𝑝−3 (

−8 + 2𝑝 + 6𝑝² 6𝑝 + 6𝑝² −5𝑝 − 3𝑝²

20𝑝 − 12𝑝² −8 + 12𝑝 + 12𝑝² −2𝑝 + 6𝑝²

44𝑝 − 12𝑝² 36𝑝 − 12𝑝² −8 − 14𝑝 + 6𝑝²

) (vérifié pour 𝑝 =  0, 1 𝑒𝑡 2).  

Inversibilité de B ?  

1ère méthode : D’après la formule de factorisation ( autorisée car 𝐴 et 2𝐼 commutent) , 𝐴3 − (2𝐼)3 = (𝐴 − 2𝐼)(𝐴2 + 𝐴(2𝐼) + (2𝐼)2). Après 

«  simplification », j’obtiens : −8𝐼 = 𝐵(𝐴2 + 2𝐴 + 4𝐼). J’en déduis que 𝐵 (− 1

8
𝐴2 −

1

4
𝐴 −

1

2
𝐼) = 𝐼. J’en conclus que 𝐵 est inversible et 𝐵−1 = 𝐴.  

2ème méthode : Posons 𝐶 = (−2)−1𝐼 − (−2)−2𝐴 + (−2)−3𝐴2.   

Alors 𝐶𝐵 = (− 1

2
𝐼 −

1

4
𝐴 −

1

8
𝐴2) (𝐴 − 2𝐼) = −

1

2
𝐴 −

1

4
𝐴2 −

1

8
𝐴3⏟
=0

+ 𝐼 +
1

2
𝐴 +

1

4
𝐴2 = 𝐼. J’en conclus que 𝐵 est inversible et 𝐵−1 = 𝐴. 

Puissance de 𝑩−𝟏 ? 
Soit 𝑛 ∈ ℕ. Par définition, 𝐵−𝑛 = (𝐵−1)𝑛 = (𝐵𝑛)−1. Montrons que (𝐵𝑛)−1. = (−2)−𝑛𝐼 + (−𝑛)(−2)−𝑛−1𝐴 − (−𝑛)(−𝑛 − 1)(−2)−𝑛−3𝐴2 

Posons 𝐷 = (−2)−𝑛𝐼 + (−𝑛)(−2)−𝑛−1𝐴 − (−𝑛)(−𝑛 − 1)(−2)−𝑛−3𝐴2.  

Alors, 𝐷𝐵𝑛 = [(−2)−𝑛𝐼 + (−𝑛)(−2)−𝑛−1𝐴 − (−𝑛)(−𝑛 − 1)(−2)−𝑛−3𝐴2][(−2)𝑛𝐼 + 𝑛(−2)𝑛−1𝐴 − 𝑛(𝑛 − 1)(−2)𝑛−3𝐴2] 

𝐷𝐵𝑛 = (−2)𝑛(−2)−𝑛⏟        
=1

𝐼 + 𝑛 [−(−2)𝑛(−2)−𝑛−1 + (−2)−𝑛(−2)𝑛−1⏟                        
=0

]𝐴

+ 𝑛 [(−2)𝑛−1(−𝑛)(−2)−𝑛−1 − (−2)−𝑛(𝑛 − 1)(−2)𝑛−3 + (−2)𝑛(−𝑛 − 1)(−2)−𝑛−3]⏟                                                    

=−
𝑛
4+
𝑛−1
8 +

𝑛+1
8 =0

𝐴2 

Donc, 𝐷𝐵𝑛 = 𝐼. Ainsi, 𝐵−𝑛 = (𝐵−1)𝑛 = (𝐵𝑛)−1 = 𝐷 = (−2)−𝑛𝐼 + (−𝑛)(−2)−𝑛−1𝐴 − (−𝑛)(−𝑛 − 1)(−2)−𝑛−3𝐴2. 

Ex 7 Produit matriciel et inverse d’une matrice.  

 Soit 𝑛 ∈ ℕ∗ 𝑒𝑡  𝜔 = 𝑒
2𝑖𝜋

𝑛  𝑒𝑡 𝐴 = (𝜔(𝑘−1)(𝑙−1))
(𝑘,𝑙)∈⟦1,𝑛⟧²

.Calculer 𝐴�̅�. En déduire que 𝐴 est inversible et déterminer 𝐴−1. 

Posons 𝑎𝑘𝑙 = 𝜔(𝑘−1)(𝑙−1) 𝑒𝑡  𝑏𝑘𝑙 = 𝜔(𝑘−1)(𝑙−1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = �̅�(𝑘−1)(𝑙−1). Posons 𝐶 = 𝐴�̅� = (𝑐𝑘𝑙). Soit (𝑘, 𝑙) ∈ ⟦1, 𝑛⟧2.    

𝑐𝑘𝑙 = ∑ 𝑎𝑘𝑠𝑏𝑠𝑙
𝑛
𝑠=1 = ∑ 𝜔(𝑘−1)(𝑠−1)�̅�(𝑠−1)(𝑙−1)𝑛

𝑠=1 = ∑ (𝑒
2𝑖𝜋

𝑛  )(𝑘−1)(𝑠−1)−(𝑠−1)(𝑙−1)𝑛
𝑠=1   

=⏟
𝑐𝑎𝑟 

(𝑘−1)(𝑠−1)−(𝑠−1)(𝑙−1)=
𝑘𝑠−𝑙𝑠−𝑘+𝑙=(𝑘−𝑙)𝑠−(𝑘−𝑙)

=(𝑘−𝑙)(𝑠−1)

∑ (𝑒
2𝑖𝜋

𝑛  )(𝑘−𝑙)(𝑠−1)𝑛
𝑠=1 = ∑ (𝑒

2𝑖𝜋(𝑘−𝑙)

𝑛  )𝑡𝑛−1
𝑡=0 =

{
 

 1−(𝑒
2𝑖𝜋(𝑘−𝑙)

𝑛 )

𝑛

1−𝑒
2𝑖𝜋(𝑘−𝑙)

𝑛

𝑠𝑖 𝑒
2𝑖𝜋(𝑘−𝑙)

𝑛 ≠ 1

𝑛 𝑠𝑖 𝑒
2𝑖𝜋(𝑘−𝑙)

𝑛 = 1

=⏞

(𝑒
2𝑖𝜋(𝑘−𝑙)

𝑛 )

𝑛

=𝑒2𝑖𝜋(𝑘−𝑙)=1

{
0 𝑠𝑖 (𝑘 − 𝑙)  ≢ 0[𝑛]

𝑛 𝑠𝑖 (𝑘 − 𝑙)  ≡ 0[𝑛]
.  

Comme(𝑘, 𝑙) ∈ ⟦1, 𝑛⟧2,  (𝑘 − 𝑙)  ≡ 0[𝑛] ⟺ 𝑘 = 𝑙. Donc,  𝑐𝑘𝑙 = {
0 𝑠𝑖 𝑘 ≠ 𝑙
𝑛 𝑠𝑖 𝑘 = 𝑙

.  Ainsi, 𝐴�̅� = 𝑛𝐼. Par conséquent,  𝐴 (1
𝑛
�̅�) = 𝐼.  

Ainsi, 𝐴 est inversible et 𝐴−1 = 1

𝑛
�̅�. 

 

Je remplace 𝑝 par −1 pour définir 𝐶. Et ensuite je vérifié que 𝐶 est l’inverse de 𝐵 en calculant 𝐶𝐵.  

car 𝐴3 = 𝐴4 = 0 



Ex 8 Caractérisation d’une matrice inversible par le système 𝑨𝑿 = 𝟎 

Soit 𝑎1, 𝑎2, … . , 𝑎𝑛  des réels strictement positifs et 𝐴 =

(

 
 

1 + 𝑎1
1
⋮
⋮
1

  

1
1 + 𝑎2
⋮
⋮
1

  

⋯
⋮
⋮
⋮
  

1
⋮
⋮
⋮

1 + 𝑎𝑛)

 
 

.  

1. Pour 𝑋 = (

𝑥1
𝑥2
⋮
⋮
𝑥𝑛

) ∈ 𝑀𝑛,1(𝐾), calculer la matrice 𝑋𝑇𝐴𝑋. 

2. En déduire que 𝐴 est inversible . 

D’abord, 𝐴𝑋 =

(

 
 

1+ 𝑎1
1
⋮
⋮
1

  

1
1 + 𝑎2
⋮
⋮
1

  

⋯
⋮
⋮
⋮
  

1
⋮
⋮
⋮

1 + 𝑎𝑛)

 
 
(

𝑥1
𝑥2
⋮
⋮
𝑥𝑛

) = (

(1+𝑎1)𝑥1+𝑥2+⋯+𝑥𝑛
𝑥1+(1+𝑎2)𝑥2+𝑥3…+𝑥𝑛

⋮
⋮

𝑥1+𝑥2+⋯+𝑥𝑛−1+(1+𝑎𝑛)𝑥𝑛

).  

Puis 𝑋𝑇𝐴𝑋 = (𝑥1 𝑥2  ⋯ 𝑥𝑛)(

(1+𝑎1)𝑥1+𝑥2+⋯+𝑥𝑛
𝑥1+(1+𝑎2)𝑥2+𝑥3…+𝑥𝑛

⋮
⋮

𝑥1+𝑥2+⋯+𝑥𝑛−1+(1+𝑎𝑛)𝑥𝑛

)  

= [(1 + 𝑎1)𝑥1
2 + 𝑥2𝑥1 +⋯+𝑥𝑛𝑥1] + [𝑥1𝑥2 + (1 + 𝑎2)𝑥2

2 +⋯+𝑥𝑛𝑥2] + ⋯+ [𝑥1𝑥𝑛 +⋯+𝑥𝑛−1𝑥𝑛 + (1 + 𝑎𝑛)𝑥𝑛
2]  

= ∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖
2𝑛

𝑖=1 + ∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 (∑ 𝑥𝑗

𝑛
𝑗=1 ) = ∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

2𝑛
𝑖=1 + (∑ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 )². Par conséquent,  

𝐴𝑋 = 0⟹ 𝑋𝑇𝐴𝑋 = 0 ⟹ ∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖
2

⏟
𝑟é𝑒𝑙 
𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑓

𝑛
𝑖=1 + (∑ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 )2⏟      
𝑟é𝑒𝑙

𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑓⏟              
𝑠𝑜𝑚𝑚𝑒 𝑛𝑢𝑙𝑙𝑒 𝑑𝑒 𝑟é𝑒𝑙𝑠 𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑓𝑠

= 0⟹ ∀𝑖 ∈ ⟦1, 𝑛⟧, 𝑎𝑖𝑥𝑖
2 = 0 𝑒𝑡 (∑ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 )2 = 0 ⟹⏟

𝑐𝑎𝑟  
∀𝑖,𝑎𝑖>0

∀𝑖 ∈ ⟦1, 𝑛⟧, 𝑥𝑖
2 = 0 ⟹ 𝑋 = 0 . 

J’en conclus que le système linéaire 𝐴𝑋 = 0 admet 0 comme unique solution. Donc 𝐴 est inversible.  

 


