Les méthodes classiques sur les matrices et systéemes linéaires

Ex 1 Rang- Produit matriciel-Systeme linéaire- Matrice non inversible.

Soit € € M, ;(R) dont le coefficientligne i estc; = iet A = (ai}-) telle que : a;; = f .

@.)elLn]?
1. Déterminer rg(A).

2. Calculer AC puis résoudre le systeme linéaire AX = C .

3. Exprimer A2 en fonction de A.

4. En déduire par 'absurde que A n’est pas inversible.
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2.Notons Uy, ..., U, les colonnes de A.
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Alors AC = Yi=16Uj. Or qU;=jU;=j13 =3 [=C.DoncAC =}, C =nC.
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En conséquence, A (% C) = %(AC) = %(nC) = (%n) c=cC. Donc%C = est une solution particuliére du systéme linéaire AX = C.
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Donc sol(SH) = *2 /%5,.., x,réels p. Alors le cours assure que sol(S) = 2 /X3, .., Xy1éels p.
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3.S0it (i,)) € [L,n]? (A%);; = Xioyapay; = ZLIEF = L’=1; =n-= na;  .Jendéduis que A*> = nA.
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4. Alors A(A—nl) = 0.0r A # nl donc A — nl # 0. Le cours assure alors que A ne peut pas étre inversible.

Ex 2 Reste de la division euclidienne-Polyn6me annulateur d’'une matrice - Puissances et inverse d’une matrice.
1. Soitn € N. Déterminer le reste de la division euclidienne de X™ par (X — 1)2.

1 0 0
2. SoitA=|0 -2 -9
0 1 4

a. Montrer que A estcombinaison linéairede Aetl.
b. Endéduire A"oun € N,

c. Montrer que A estinversible et déterminer A~! (on écrira cette matrice inverse sous forme d’un tableau).
1. Sin € Netn < 2, alors lereste est nul.

Prenonsn € N et n > 2. Il existe deux uniques polynémes Q et R tels que X™ = (X — 1)2Q(X) + R(X) et degR < 2. Donc il existe deux réels aetb

telsque R = aX + b. Onpose T(X) = (X — 1)2Q(X). Alors T admet 1 comme racine au moins double donc T(1) = T’(1) = 0. Or, X" = T(X) +
aX +b etnX™?! =T'(X)+ a.Donc, en évaluanten 1, {1 r:lf Z b

pourn=0etn =1.
2. a.A’=24-1
b. (A—1)? = A*—2A+1 =0.Donc (X — 1)?est annulateur de A.

FBN
avec A et—1
qui commutent

Or,onaprouvé que X™ = (X — 1)2Q(X) + (1 —n) + nX. Donc, A" = (A —1)?Q(A) + (1 —n)I + nA = (1 — n)I + nA.

1 0 0
d 1=2A-A%=A(2I — A).DoncAestinversibleetA™t = 2] — A = (0 4 9 )
0 -1 -2

.Donc a=neth=1—netR(X) = (1 —n)+nX. Ce résultat est encore valable



Ex 3 Puissance de matrices. FBN. Suite matricielle « géométrique ».

1 1 1 1
> 2 a xo =1 {xn+1 = Z(zxn + Yo+ 2,) X
Soit A = i % i etx,y etz des suites tellesque{ Yo =2 etVn € N,{ y,41 = %(xn + 2y, + z,).Onpose X, = | Yn
11 1 zo=—1 1 Zn
\Z A E/ Zn+1 = Z(xn + yn +22,)

1. Calculer les puissancesde A .
2. Exprimer X, enfonctionde X,,.
3. Endéduire x,,, y,, et z,en fonction de n. Les suites x , y et z sont —elles convergentes ?
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Donc, 4" = =1+ =30, (1) 1k = 1+ =30 () 3% 1/——1+ [z (")3"*1]/
Or,Zkl(k)3k1=—Z () =§zk:0(k)3k—§=§4 2 Done, A" = 1+ [4n ]/ —L[31+ (4" = 1)]].
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2. Xpsg1 = | Vn+1 | = 2%n + 2o + i 1= = AX,.
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Xn L 4"+2 4"—-1 4"-1
Alors on montre facilement par récurrence que Vn, X,, = A"X,. Ainsi, | Yn | = i 4" -1 4"4+2 4"-1 2 |
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Xn = 3><4" 2x4"+ 1)~n—>+co Ixan 2/3
n
VY = 3><4" Cx4"+ D)~ % = 2/3. Les trois suites convergente vers la méme limité 2/3.
2x4"
I = g (XA = 5) s o = 2/3

Ex 4 Stabilité d’'un ensemble-Inversibilité matricielle.

1 0 0
Soit G 'ensemble des matrices de la forme M(x) = | —x®> 1 x |oux réel.
—2x 0 1

1. Montrer que G est stable pour le produit matriciel et que G contient ’élément neutre pour le produit matriciel.
2. Montrer que toute matrice de G est inversible et que son inverse appartienta G.
1 0 0
1. Soitx ety deuxréels. M(x)M(y) = (—(x +¥)?* 1 x+ }’> =M(x+y)€eG.et] = M(0).
—2x+y) 0 1
2.  Soitx unréel. D’aprés 1. M(x)M(—x) = M(0) = I donc M(x) estinversible et M(x)™* = M(—x) € G.

Ex 5 Inverse d’une matrice. Puissances de matrices. FBN.

5 -1 9 -9 -2 3 1 0 0
SoitA=|3 4 0),P=|9 3 3|etD=(0 2 0
1 1 1 5 1 1 0 0 7

1. Montrer que P est inversible et déterminer P71,
2. Montrerque: AP = PD.
3. Endéduire que 4 estinversible et expliciter A~ et A* tel que k € N.

a X -9 —2y+3z=a y+6z=a+b Li<L+1L,
1. SoitY=<b)etX=<y).PX=Y<=>[9x+3y+3z=b 4:){ Ix+3y+3z=b L,«1L,

c z Sx+y+z=c 6x =3c—b Ly« 3L;— L,
yt6z=a+b y+6z=a+b Sz=a+1bh+3¢ Ly—L —L
c b b 5 3 6 2 ! 2
o 3(;—g)+Y+Z=; e{ytz=-b—sc olsy=—a+4b-9 L, —L, +6L,
c b c b c b
X=37% X=37% x=375 leels
x=-24¢ o -1 1t
6 2 X 6 2 a
= y:—§+§b—§c<:>(y>= —é g —g (b).Lesystémeadmetdoncuneuniquesolution.
_a b 3 Z 1 1 c
25T 5 30 10
o -1 1
6
Jen conclus que P estinversibleet P~ = —g % -z
1 1
5 30 10
2. Parlecalculde AP puis de PD, on vérifie que AP = PD.
3. Inversibilité ?

AP = PD donc A = PDP~.Or D estdiagonale et n’a pas de coefficient nul sur la diagonale donc D est inversible. Alors A est le produit des trois
matrices inversibles : P; D et P~1, Aest donc inversible et At = (PDP™1)™t = (P~1)"}(PD)" ' = PD P let D! = diag(l,%,%).
Puissances ? Enfin, A = (PDP~1 )*= pDP~1PDP~* PDP~ PDP~' = PD¥ P~ et D* = diag(1, 2¥,7%).



Ex 6 Matrice nilpotente. Puissances de matrices.

2 3 =2 0 3 =2
SoitA=(2 0 1 |JetB=(2 -2 1
8 6 -2 8 6 —4

1. Calculer les puissances de A puis celles de B.

2. Montrer que B est inversible et calculer B tel que k € Z.
Puissancesde Aetde B ?

2 3 =2\/2 3 -2 -6 —6 3

A*=(2 0 1]{2 0 1 |=(12 12 -6]etA®=0.Donc,Vk=3,4%=0.
8 6 —-2/\8 6 -2 12 12 -6

Je remarque que B = A — 21. Comme A et —21 commutent ( puisque I commute avec toute matrice de son type), pour tout entier naturelp,

p p

L 4
2 (Jarcanrs =5 (o = 5 (Y eoratn =3 () o

k=0 =0 k=0
p
2

BP

= () corac+ () o ta+ (0) vz + (5) (-ora .+ (Z) (~2)°47

=0

= (O) ra+ (§) —aria+ () a2

-8 0 0 8 12p —8p 6p(p—1) 6p(p—1) -3p(p-1)
BP = (=2)PI + p(=2)P A —p(p — D(=2)P734% = (-2)"73 ( 0 -8 0 ) + ( 8p 0 4p ) +|-12p(p-1) -12p(p-1) 6p(p—1)
0 0 -8 32p 24p -8p -12p(p—-1) -12p(p-1) ©6p(p—1)

-8+ 2p + 6p? 6p + 6p° —5p — 3p?
BP = (=2)P3( 20p—12p* -8+ 12p+ 12p? —2p + 6p*
44p — 12p? 36p — 12p? —8 — 14p + 6p*

i(ifié pourp = 0, 1et 2).

Inversibilité de B ? Je remplace p par —1 pour définir C. Et ensuite je vérifié que C est Uinverse de B en calculant CB.

1% méthode : D’apres la formule de factorisation (autorisée car A et 2I copimutent) , A3 — (21)3 = (A — 2I)(A? + A(2]) + (21)?). Aprés
« simplification », j'obtiens : —81 = B(A4? + 2A + 4I). V’en déduis que B

A~

A% — %A - %1) =1.)en conclus que B estinversible et B~! = A.
2°me méthode : Posons C = (—2)711 — (=2)724 + (-2) 7342

Alors CB = (—11 - 1A2) A-2D=-24-242_2434+1+24 4242 =] renconclus que B estinversible et B~1 = A.
2 4 8 2 4 3‘:6/ 2 4
Puissance de B~1 ?
Soitn € N. Par définition, B™" = (B~1)" = (B™)~1. Montrons que (B™) .= (=2) " + (—n)(-2) """ 14 — (—n)(—n — 1)(—2) ™34

Posons D = (=2)™ + (—n)(—2) "4 — (—n)(—n — 1)(—=2)"""342.
Alors, DB™ = [(=2) "I + (=n)(=2)"""A — (=n)(=n — D(=2) "3 A% [(=2)"] + n(=2)"""4 — n(n — 1)(=2)"34?] j card® = A* = 0

DB" = (=2)"(=2) "I +n[-(=D"(=2) "+ (=2) " (=" ']A
=1 =0
+n [ M2 = ()= D2+ (2 (n = D) 42

n,n-1 n+1
=G+ g +E=0

Donc, DB™ = . Ainsi,B™ = (B™)" = (B") ™' =D = (-2) "™ + (—n)(-2) 7" *A — (-n)(—n — 1)(—2) 342

Ex 7 Produit matriciel et inverse d’une matrice.

2im —
SoitnEN*et w =en et A= (w*kDUD) .Calculer AA. En déduire que A est inversible et déterminer A~

(k,DE[1,n]*

Posons ay, = w* DD et b = &-D-1) = k=D~ posons C = AA = (cy,). Soit (k, 1) € [1,n]>.

2im
N I
2im(k=D\" e“"%ﬁ n_ezm(kfz)_l
2im 2in(k-1) e L) . (0 (k=D %0

= n_(en Yk = gty ) = mmiep Sie o # 1 = { D = o

= s=1 t=0 P nsi(k—10) =0[n]
(k=1)(s-1)~(s=1)(I-1)= o Rmled
ks—ls—k+l=(k—1)s—(k—1) nsie m =1

=(k=-D(s-1)
Osik=+1

Comme(k, 1) € [1,n]? (k—1) =0[n] & k =1.Donc, ¢, = { . Ainsi, AA = nl. Par conséquent, A (%/T) =1

nsik=1

A.

. . . _ 1
Ainsi, A estinversibleet A= = .



Ex 8 Caractérisation d’une matrice inversible par le systeme AX = 0

1 + al 1 coe 1
1 1+a,
Soit ay, ay, ...., a, des réels strictement positifset A = : 3
1 1 1+a,
X1
P
1. PourX =|( ¥ | € M, ,(K), calculer la matrice X" AX.
*n
2. Endéduire que A estinversible .
/1+a1 1 - 1 \ rarmn s
. : X A1)X1+X2++Xn
D’abord. AX = 1 1 + az : X; _ x1+(1+u2)?cz+x3...+xn
i 1 ’ 1+:an x:n x1+x2+»-<+x7:_1+(1+an)xn

(1+a)xq+x2++xn
x1+(1+az)xz+x3..+xp

Puis XTAX = (x; x5 -+ x,,)
x1+x2+---+x,;_1+(1+an)xn

=[(1+ ap)x? + x50 + - x50 ] + [0 + (L + a)x2 + - +xpx,] + -+ [x00, + - +x,-1%, + (14 ay)x2]

=Y ax? + X, % (B, %) = Tk, ax? + (T, %) Par conséquent,

AX=0=>XTAX=0=31, gi)i +Qr,x)?2=0=Vie[l,n],ax’?=0et (T, x)?>=0 = Vi€ [Ln],x?=0=X=0.

car

réel réel Via;>0

positif positif

somme nulle de réels positfs
J’en conclus que le systéme linéaire AX = 0 admet 0 comme unique solution. Donc A estinversible.



