Des exercices classiques sur les polynémes

Ex1 Produit de deux polynémes
Soit m et n deux entiers naturels.

n m
Démontrons Y.j_, (k) (n N k) = (n -;m) en déterminant de deux manieres le coefficientde X™ dans (1 + X)"(1 + X)™
Dunepart, P = (1 + X)*(1 + X)™ = (1 + )™ = Yyt (n + m) X*. Donc le coefficient de X™ dans P est (n -:lm)

k
D’autre part, P = (1 + X\)*(1 + X\)™ = [Z ( )X"] [ o (7}n) Xj] =Yt X* o = 3h, (7) (k ]) Donc le coefficient de X™
dansPestc, = };0 (7) (n n ]) Ainsi, par unicité des coefficients d’un polynéme, Z] —0 (7) (nﬁj) = (n —;m)

Ex 2 Degré d’un produit, d’'une somme, d’une composée de polynémes

Déterminer tous les polyndmes P € R[X] tels que P(X?) = (X? + 1)P(X) par analyse-synthése. Dans l'analyse, on
cherchera d’abord le degré d’un tel polyn6me.

Le polynéme nul est solution.

Analyse : Supposons qu’il existe un polynéme P € R[X] non nultel que : P(X?2) = (X2 + 1)P(X).

Posons d = deg(P). Alors, deg(P(X?)) = deg((X? + 1)P(X)).

Or,degP x deg(X*) = 2d et deg((X? + 1)P(X)) = deg((X?+ 1)) + deg(P) = 2 + d.Donc, 2d = d + 2 donc d = 2.

degré degré
d'une d'un
composée produit

Ainsi les solutions non nulles de notre probléme sont nécessairement de la forme P(X) = aX? + bX + ctelsquea, betcréelseta = 0.
Ces polyndmes sont-ils tous solutions ? Prenons P(X) = aX? + bX + ctelsque a, b et c réels eta = 0. Alors,

b—c—a=0 =-a
Ainsi, les solutions de notre probléme sont tous les polynémes de la forme a(X? — 1) tq a € R (pour a = 0, on retrouve le polyndme nul).

PX) =X?>+1DPX)=oaX* +bX?’+c=(X?+1)(aX?*+bX+c)=-bX3+(b—c—a)X?+bX =0 (:){

Ex 3 Factorisation en produit de facteurs irréductibles de R[X].

. x\" x\" . . . .
Soitn € N*. B, = (1 4 ;) = (1 = ;) . Factorisons B, en produit de facteurs irréductibles de R[X].

Racines complexes de P, :

2ikm

Pn(z)=0<=>(1+§)n=(1—§)n=>(1+§)n=1=>("—”)n=1=>ake[[0,n—1]],"—”=e ™

1-—= n-z n-z
n

2ikm

2ikm 2ikm\ ** 2ikm
<:>EIkE[[0,n—1]],n—z=eT(n—z)<:>Elke[[0,n—1]],z(1+eT)g—n(1—e n)

( sk carl+ e n s’annule pour n pair et
1-e n ) s (kT noo.
n ni sm( ) km\ . k = -uniquement . De plus, pourn
edkelon-1NG}.z=-7—7Fm = cos(k—;) —ntan( ) ' e " regalité (%)
(1+e n ) identités n pairet k = > l’égalité (**) n’est pas
du .
losange vérifiée.

On a donc trouvé toutes les racines complexes de P,.Ces réels ntan( )tels quek € [0,n — 1]]\{ -1 sont tous distincts : en effet,

pourtoutk € [0,n — 1]]\{;} ,7 € [0,m/2[V] E'T[[ tan est strictement croissante ( donc injective) et positive sur [0, m/2[ et tan est
strictement croissante ( donc injective) et négative sur | % n[ et par conséquent, tan est injective sur [0, /2[U] % n[.

Degré et coefficient dominant de P,

_ x\" A\ RN [\ x\" 1 x\" x\* 1 deg(U) <n—-1
R=(1+3) -(1-3) = [(z) +n(}) +U(X)] - [(—5) +n(=%) +V(X)] et{deg(v) <n-1°
Alors, B, = — (1 — (~1))X" +

De plus, (1 — (—=1)™) = 0 sietssi n pair. Et, (1 — (=1)™ 1) = 0 sietssi nimpair.

1" cas n impair. Alors degP, = n et codom( n) = F' De plus, on a trouvé n racines distinctes de P, qui sont les complexes ntan (kf) i
tels que k € [0,n — 1]. Donc, ces racines sont toutes simples dans P, et B,(X) = H (X ntan (k") i )

Parmi ces racines, une seule est réelle quiest 0 = ntan( ) i.Donc P,(X) = —Xl_[k;1 (X — ntan (%) i )

Ensuite les autres racines non réelles sont deux a deux conjuguées ( car P, est a coefficients réels). Pour k € [[ 2 ]] ntan( ) > 0et
pourk € [[LH,n - 1]] ntan ( . ) < 0.Donc, les complexes ntan (l‘; ) iaveck € [[— n-— 1]] sont les conjugués des complexes

ntan (k )Laveck € [[ ; ]].J’en déduis que:

Pn(X)zﬁXHZT:I(X—ntan(kn) )(X+ntan( ) )=—XH (X2+n tan( )2)



2°me cas n pair. Alors degP, = n — 1 et codom(B,) = ——;. De plus, on a trouvé n — 1 racines distinctes de B, qui sont les complexes

ntan( ) itels que k € [0,n — 1]\{n/2}. Donc, ces racines sont toutes simples dans B, et B,(X) = H (X ntan (k:) i )
2
Parmi ces racines, une seule est réelle quiest 0 = ntan( ) i.Donc P,(X) = —XH (X ntan (k:) i )
2

Ensuite les autres racines non réelles sont deux a deux conjuguées ( car B, est a coefficients réels). Pour k € [[1% - 1]] ntan( ) >0
etpourk € |F +1,n-— 1]] ntan ( n) < 0.Dongc, les complexes ntan (kn )L aveck € [[2 +1,n-— 1]] sont les conjugués des complexes

ntan (k )Lavec k € [[ -— 1]] Jen déduis que :

B.X) = Xl_[k 1(X ntan( ) )(X+ntan(l;—n)i)=n:_2

;;1 (X2 + n*tan (kf)z )

Soitn € N et n > 2. Montrer que (X — 1)* divise A = (Z,CZOX")2 —n2xn1

(X — 1)? divise A sietssi 3Q € R[X],4 = (X — 1)2Q(X) sietssi 1 est racine au moins double de A sietssi A(1) = 4'(1) = 0.
Calculons A(1) et A'(1) :

A1) = (28 1)2 —-n2=n?-n?2=0.

A'(X) = 2(ZRS5 X*) (BR25 %) = nP (X = 2(ZRs kX E ) (BRS5 XF) - nP(n— DX

Donc A'(1) = 2(Zzik)(Zpzs1) —n?(n—-1) = —zn(z_l) n—n?(n—1)=0.

J’en conclus que (X — 1)? divise A.

Ex 5 Relation entre le degré et nombre de racines
Soita, b et c trois réels distincts.

A(b) =A(c)=0etA(a) =1
Trouver A, B et C trois polynémes de R,[X] tels que { B(a) = B(c) = 0 et B(b) = 1.
Cla)=C()=0etC(c) =1
2. Montrer, sans développerA+ B+ C, que:A+B+C =1
3. SoitP € R,[X]. Montrer que P = P(a)A + P(b)B + P(c)C.
4
1

—

Prouver que cette écriture de P comme combinaison linéaire de A, B et C est unique.
A est de degré au plus 2 et admet b et c comme racines. Donc il existe unréelAtel que: A(X) = A(X — b)(X — ¢). Alors

A(a)=A(a—b)(a—c) =1donc A= . Ainsi, A(X) = X —b)(X — o).

1
(a-b)(a—c) m
De méme, B(X) = m(X X —a)etCX) = m(X a)(X — b).
2. PosonsT=A+B+C—1.AlorsT(a) =A(a) +B(b)+C(c)=1+0+0—1=0.DemémeT(B) =T(C) =0.
Donc a, b et ¢ sont racines de T. De plus, deg(T) < max(deg(A),deg(B),deg(C),deg(1)) = 2.Donc T a un nombre de racines
strictement supérieur a son degré. Donc T = 0. Ainsi, A+ B+ C = 1.
3. Posons T =P — [P(a)A + P(b)B + P(c)C]. Alors, comme précédemment, T(a) = T(b) = T(c) = 0 et deg(T) < 2.
Ainsi, T estnulet P = P(a)A + P(b)B + P(c)C.
4. Soitu,vetw desréelstels que P = ud + vB + wC. Alors P(a) = uA(a) + uB(a) + wC(a) = u. De méme, P(b) = vet P(c) = w.
Ainsi, P = P(a)A + P(b)B + P(c)C est 'unique décomposition de P comme combinaison linéaire de 4, B et C.

Ex 6 Forme scindée. Relation entre les racines de P et celles de P’.
Soit PER[X] tel que deg(P) = 2. Montrer si P est scindé sur R, alors P’ est scindé sur R.

@®0n note A le coefficient dominant de P et a4, .., & les racines de P de multiplicités respectives non nulles my,..,mg; ous € N*.
a4,.., Qs étantréels, on peut les ordonner. Onimposedonc: a; < a; <...< .

Onaainsi, P = A[[7_1(X — ay)™k etdeg (P) = Y5—, deg (X — ap)™) = Xj_q M.

®q, est racine de P d’ordre de multiplicité my, i.e. P(ay) = P'(ay) = P"(ay) =..= P D(q,) = 0 et PO () # 0. Donc,

(P (ap) =..= (PHY™=D(a,) = 0 et (P D(qy,) # 0. Donc, oy est racine de P’ d’ordre de multiplicité m;, — 1, avec, par convention,
simy, —1 = 0 alors qin’est pas racine de P'. Cela fait déja Y5 _,(m;, — 1) racines pour P’

@®Soit k € [1,s — 1]. Le théoréme de Rolle s' applique & P sur [ay, ay41]: P est continue sur [ay, ay.1] et

dérivable sur lay, 41l et P (ax) = 0 = P (ay41) donc il existe ¢, € [y, @41 tel que P7(c,) = 0.

€1,Cz, -, Cs—1 SONt (s — 1) racines distinctes au moins simple de P’.

®Nous avons ainsitrouvé s —1 4+ Yj5_,;(my — 1) racinesde P'.Or,s =14+ Yj_(mpy — 1) =s -1+ Qi mp) — Qi1 1) =s—1+
deg(P) — s = deg(P) — 1 = deg (P"). Donc les racines déja trouvées sont les seules racines de P’ et P’ est scindé sur R et

S s—1
S
P'=n l_[(X - ak)mk_l] n(X - ck)] oun = deg(P) = my et .
k=1 k=1 3=




Ex 7 D’Alembert Gauss

Trouver tous les P polyndmes de R[X] tels que P(X + 1) = P(X).

Les polyndmes P constants vérifient P(X + 1) = P(X).

Soit P un polyndme non constant. Imaginons un instant que P(X + 1) = P(X). DoncVz € C,P(z + 1) = P(2).

P étant non constant, le théoréme de d’Alembert Gauss, P admet au moins une racine complexe a. Alors P(a) = 0. Alors P(a + 1) =
P(a) = 0.Donc, & + 1 estracine de P . Alors P(a + 2) = P(a + 1) = 0. Donc, a + 2 est racine de P . On montrer alors facilement par
récurrence que Yk € N, @ + k estracine de P. Ainsi, P a une infinité de racines donc P est le polyndme nul ce qui contredit le fait que P
n’est pas constant. Ainsi, il n’existe pas de polynéme non constant vérifiant P(X + 1) = P(X) et nous pouvons conclure que les
polyndmes constants sont les solutions de notre probleme.

Ex 8 Relation coefficients-racines
Soit P=X3+X2+1.
1. Justifier que P admet une racine réelle et deux racines complexes conjuguées. On ne demande pas de les déterminer.
On les note a4, a;, a5 .
2. Calculeraja,az , a; +a, +az et aa, + ayaz +a, as .
2 2 2 2 2 2
En déduire ay% + a,2 + a;% et 2os | T tdsT |t
a2 a2 a2
Déterminer le reste de la division euclidienne de X7 par X3 + X2 + 1. Endéduire a;” + a,” + a3’

1. Etudions P: (» R E: ;R; L 1) .P est dérivable sur Ret P'(t) = 3t? + 2t = 3t (t + g) D’oui les variations de P :
x —00 —3 0 + oo
P'(x) + - +

P (%) B T \ /+w

CommeP(0)=1>0,P (— g) = 1. Grace aux variations et valeurs, et limites de P et la continuité de P, P s’annule une et une seule

. . 2
fois sur Renunréel a eta, €] — oo, -3 [-

Comme P est de degré 3, P a trois racines complexes comptées avec leur multiplicité et dont une seule réelle ( d’aprés ce qui précede) .
Les deux autres racines sont donc complexes non réelles. Et comme P est a coefficients réels, ces deux racines complexes sont
conjuguées. Soit a, et a3 = @, ces deux racines complexes non réelles.

2. D’apreslecours,ennotantay = 1,a; = 0,a, = 1,a; = 1 les coefficients de P,
a; +a; +az = —Z—z =—letaqayasz = (—1)32—2 =—1.
Deplus, P =X3+X?+1=X—a)X —a)(X —a3) = X3 — (a; + a, + a3)X? + (qya, + aya; + a;a3)X + a,a,a3. Donc par unicité
des coefficients, je peux identifier ces derniers et j’'obtiens @@, + a,az + a;az = 0.
a, + 2Re(a,) = —1
. Donc, ala,|? = -1

? .
2a,Re(a,) + |a,|? =0

Rque: a; + a, + @; = a; + 2Re(a,) et a,a, @, = a,|a,|?et a,a, + a,@, + a,@; = 2a;Re(a,) + |a,
3. Alors,a? + a3+ a2 = (a; +a; +a3)? —2(aa, + aza3 + aya3) = 1.
Puis, a3 + a3 + a3 = (@? + a2 + a2)(a; + a, + a3) — (@?a, + a2a; + a,%a; + ;03 + aya? + a a2
=—1—(a1az(a; + @) + azaz(ay + az) + qyaz(@y+az))
=—1—(a1az(a; + ay + a3 — az) + ayaz(a; + a, + a3 —ay) + az(a+a; + a3 — ay))

=—1—(a1a;(-1—a3) + azaz(—1 —ay) + ara3(—1 — a3))

=—1—(—a1a; — aya3 — a3 — 3a0,03) =-1—(0+3) = —4.
L@ tas? | attas® | atHap?  aitattasi-an? | attanttagi-a? | gttt as-as?
Enfin, —— + T+ ;= B + > + 3
a az as a az as
1-a,?2 | 1-a,? | 1-as? 1 1 1
= 2 s =2t =t =3
ay a, as a2 @ az

0{220{32 + 0(120(32 + a12a22

0(120(220(32

(aray + aas + ayas)? — 2(aa,03% + ayaz?az+aq *aqas)

3
(ayaza3)?

_ T2maaz(aitaytas) 3= —2C-DED 3=_5
1 1 '




4. Effectuons la division euclidienne :
X7 X3 +X2+1
—(X7 + X5+ X% X*—X3+X2-2X+3
—X6 — x*
—(=X%—X5 - X%
X5 —X*+x3
—(X5 + X*4X2)
—2X44+Xx3-Xx2
—(=2X%-2X3 —2X)
3X3-X2 +2X
—(3X34+3X%2 +3)
—4X?+2X -3
Alors —4X? + 2X — 3 est le reste de la division euclidienne de X7 par X3 + X% + 1 et Q = X* — X3 + X? — 2X + 3 est le quotient.
OnaX’ = P(X)Q(X) —4X? + 2X — 3. Donc, pour chaque racine @ de P, a’ = 115_9 Q(a) —4a? +2a — 3 = —4a? + 2a — 3.

=0
Donc, 0(17 + a27 + a37 = —4(0(12 + azz + a’32) + 2(0,’1 +a,; + a3) —3=—-4—-2-3=-5.

k
Ex 9 Soitn € N*. Montrer que B, = Zﬁ:oi—, n’a que des racines simples.

Xk ka—l Xk—l
Py = S} donc B/(X) = N, X = 37

_yn-1XP _ xn
= Lk=1 Gy ZZ=1; =P (X)) ——-

Imaginons un instant que « soit une racine multiple de B, . Alors a est une racine commune de de B, et P, . Donc a

am am am™ n 0k
0=P,_1(ax) =PB(a) —= 0 — = ——etparsuite, a = 0.Alors 0 = P, (0) =Xr- = = 1 ce qui est
car car 00=1
a=0
est racine
de P

k
. . X . .
absurde ! Ainsi B, = ZLOF n’a que des racines simples.



