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Problème  
Résultats préliminaires 

1. Montrer que si 𝑃 et 𝑄 sont deux polynômes de ℝ[X] tels que ∀𝑡 ∈ [−1,1], �̃�(𝑡) = �̃�(𝑡) alors 𝑃 = 𝑄 .  
2. Justifier que si 𝑓 est une fonction continue sur [−1,1] alors 𝑚𝑎𝑥𝑡∈[−1,1]|𝑓(𝑡)| existe ; on notera alors 

‖𝑓‖∞ = 𝑚𝑎𝑥𝑡∈[−1,1]|𝑓(𝑡)|.  

Partie I Une famille de polynômes  

∀𝑛 ∈ ℕ, on cherche dans cette partie à prouver l’existence et l’unicité d’un polynôme  𝑇𝑛 tel que :  
  ∀𝑥 ∈ [−1,1], 𝑇�̃�(𝑥) = cos(𝑛𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑥)).  
3. Montrer que 𝑇0 𝑒𝑡 𝑇1 existent et les déterminer.  
4. Montrer que si 𝑇𝑛 existe alors il est l’unique polynôme vérifiant :  

∀𝑥 ∈ [−1,1], 𝑇�̃�(𝑥) = cos(𝑛𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑥)). 
5. Montrer, par récurrence, que ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑇𝑛+2 existe et 𝑇𝑛+2(𝑋) + 𝑇𝑛(𝑋) = 2𝑋𝑇𝑛+1(𝑋).  
6. Pour tout 𝑛 ∈ ℕ, déterminer le degré et le coefficient dominant de 𝑇𝑛.  
7. Pour tout 𝑛 ∈ ℕ, déterminer la parité de 𝑇𝑛.  
8.  (a) Justifier que : ∀𝜃 ∈ [0, 𝜋], 𝑇�̃�(cos (𝜃)) = cos(𝑛𝜃).  

 (b) Soit 𝑛 ∈ ℕ∗. Résoudre sur [0, 𝜋], l’équation cos(𝑛𝜃) = 0.  
 (c)  Montrer que 𝑇𝑛 est scindé sur ℝ et déterminer ses racines.  
 (d) Donner la factorisation de 𝑇𝑛 en produit de polynômes irréductibles de ℝ[𝑋]. 

 (e) Montrer que : ∏ cos (
(2𝑘+1)𝜋

2𝑛
)𝑛−1

𝑘=0 = {
(−1)

𝑛
2

2𝑛−1
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 𝑠𝑖 𝑛 𝑒𝑠𝑡 𝑝𝑎𝑖𝑟 .   

9. Soit 𝑛 ∈ ℕ. Montrer que ‖𝑇�̃�‖
∞

= 1.   

10. On pose 𝑉𝑛 = 21−𝑛𝑇𝑛. Montrer que 𝑉𝑛 est unitaire ( i.e. son coefficient dominant vaut 1) et est de degré 𝑛. 
11. Soit 𝑛 ∈ ℕ. Montrer que ‖𝑉�̃�‖

∞
= 21−𝑛.  

12. Imaginons un instant qu’il existe un polynôme 𝑃 unitaire tel que ‖𝑃�̃�‖
∞

< 21−𝑛.  

∀𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛⟧, on note 𝑥𝑘 = cos (
𝑘𝜋

𝑛
).  

(a) Montrer que deg(𝑉𝑛 − 𝑃) ≤ 𝑛 − 1.  
(b) Donner le signe de (𝑉�̃� − �̃�)(𝑥𝑘) pour tout 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛⟧.  
(c) En déduire que 𝑉𝑛 = 𝑃.  
(d) Conclure.  

Partie II Approximation polynomiale d’une fonction de classe 𝑪𝒏 

Soit 𝑛 ∈ ℕ∗et 𝑓 une fonction de classe 𝐶𝑛 sur [−1,1] et 𝑎1, … . , 𝑎𝑛 des réels de [−1,1] tous distincts.  
On pose 𝑆(𝑥) = ∏ (𝑋 − 𝑎𝑘)𝑛

𝑘=1 . 

13. Déterminer le degré, le coefficient dominant et les racines de 𝑆. 

14. Pose ∀𝑗 ∈ ⟦1, 𝑛⟧, 𝐿𝑗(𝑋) = ∏
(𝑋−𝑎𝑘)

(𝑎𝑗−𝑎𝑘)

𝑛
𝑘=1
𝑘≠𝑗

.  

(a) Soit 𝑗 ∈ ⟦1, 𝑛⟧. Déterminer le degré, le coefficient dominant et les racines de 𝐿𝑗. Calculer 𝐿𝑗(𝑎𝑗) 
(b) Montrer que (𝐿1, … , 𝐿𝑛) est une famille libre de vecteurs de ℝ𝑛−1 [𝑋].  

      (b) Montrer que 𝐻(𝑋) = ∑ 𝑓(𝑎𝑗)𝐿𝑗(𝑋)𝑛
𝑗=1  est l’unique polynôme de ℝ𝑛−1 [𝑋] vérifiant : 

∀𝑖 ∈ ⟦1, 𝑛⟧, �̃�(𝑎𝑖) = 𝑓(𝑎𝑖). 
15. Soit ∀𝑡 ∈ [−1,1], 𝜑(𝑡) = 𝑓(𝑡) − �̃�(𝑡) − 𝜆�̃�(𝑡) où 𝜆 est un réel que l’on va choisir.  

Soit 𝑥 ∈ [−1,1]\{𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛}.  



(a) Déterminer la valeur de 𝜆 telle que 𝜑(𝑥) = 0. Désormais 𝜆 prend cette valeur.  
(b) Montrer que 𝜑 s’annule au moins 𝑛 + 1 fois sur [−1,1].  
(c) En déduire que 𝜑(𝑛) s’annule au moins 1 fois sur [−1,1]. 
(d) Déterminer 𝜑(𝑛) en fonction de 𝑓(𝑛), 𝑛 et 𝜆.  

(e) En déduire qu’il existe un réel 𝑎 ∈ [−1,1] tel que : 𝑓(𝑥) − �̃�(𝑥) =
𝑓(𝑛)(𝑎)

𝑛!
�̃�(𝑥).  

16. Déduire de la question précédente que : ∀𝑥 ∈ [−1,1], |𝑓(𝑥) − 𝐻(𝑥)| ≤
‖𝑓(𝑛)‖

∞

𝑛!
|𝑆(𝑥)|.  

17. Pour quelles valeurs de 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛, la quantité ‖𝑆‖∞est -elle minimale ?  

18. En déduire que ‖𝑓 − 𝐻‖∞ ≤
‖𝑓(𝑛)‖

∞

𝑛!
21−𝑛. 

 

 


