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DS 5

4 heures et calculatrice interdite. En cas de doute sur le sujet, n’hésitez pas a m’en faire part.
Encadrer vos résultats en couleurs (pas de fluo). Soigner Uécriture et la présentation.
EXERCICE 1 Théorémes classiques et applications. Les parties A4, B et C sont indépendantes.

A. Théoreme de Rolle
Soita et b deuxréelstelsque a < b et g: [a, b] = R, de classe C? sur [a, b] telle que g(a) = g(b) = 0 et g’(a) = 0. On pose
o(x) = {@ si x €]a, b]‘
Osix=a
1. Etudede ¢.

1.1 Enoncer le critére de classe C* .

1.2 Montrer que ¢ est de classe C! sur [a, b] et déterminer ¢'(x) pour x € [a, b]. (indication : utiliser le DL, (0) de g)
2. Propriété de g.

2.1.Enoncer le théoreme de Rolle.

7o)

2.2. Montrer, en utilisant ¢, qu’il existe un réel c €]a, b[telque: g'(c) = p—

2.3. Interpréter géométriquement ce résultat.

1.1 Cours.

gx)
1.2 Soit ¢(x) = {_ six €]a, b]
Osix=a

g et (x » x — a) sont continues sur ]a, b] et dérivables sur Ja, b[ et (x = x —a) ne s’annule pas sur ]a, b] don (x - g(_x:)

est continue sur ]a, b] et dérivable sur ]a, b]. De plus, g est dérivable en a et g'(a) = 0. Donc hm g( ) = =g'(a) =0.)en

déduis que ¢ est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b] et Vx €]a, b], ¢'(x) = %

Comme g est de classe C? sur [a, b], Taylor Young assure que g admet le DL,(0) suivant: g(x) = g(a) + g'(a)(x — a) +

g”(a) (

9@ (a)
> (x

—a) 4+ o0,((x —a)?) = —a)? + 0,((x — a)?) et g' admet le DL, (0) suivant: g'(x) = g'(a) + g"(a)(x —
0" @ (- +0a (-0~ Dix-a)2 40, (x-00?) _ g""(a)

a) +o,(x—a)=g"(a)(x —a) +o0,(x —a)Alors Vx €]a,b],¢'(x) = oy >

0,(1). Donc llm(p x) = )

.Alors le critére de classe Cl'assure que @ est de classe C!sur [a,b] et @'(x) =
(x-a)g' ()-g(x)
(x—a)?

g"
a
()Slx—a

. Six €]a,b]

2.1 cours

2.2 p(a) = p(b) = O ety est declasse C! sur[a, b] donc ¢ est continue sur [a, b] etdérivable sur]a, b[. Alors le théoréme

- ! -
de Rolle assure qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que : ¢'(c) = O i.e. (ma)g (9-9(9) _ Alors, g'(c) = %.

(c-a)?

2.3 Latangente a Cg en C(c, g(c)) a pour pente g'(c) et passe par le point C. La droite (AC) a pour pente M et passe

par le point C. Ces deux droites ont la méme pente et ont un point commun, elles sont donc égales.

B. Accroissements finis.
3.1 Enoncer le théoreme d’égalité des accroissements finis.

3.2 Soit f: RT - R, dérivable sur R* telle que f' est strictement décroissante et positive sur R".



3.2.1 MontrerqueVx € [1,4+oo[, f(x +1) — f(x) < f'(x) < f(x) — f(x — 1).
3.2.2  Soit (Sp)nen-la suite réelle définie par: Vn € N¥, s, = Y-, f' (k).
Montrer que : (S, )nen+€St convergente si et seulement si f a une limite finie en +oco.

3.2.3. Application : étudier la convergence des suites u et v définies par :

1 1
vneN u, =Y . —— etv, =Y —.
»Yn Zk—l 1+k2 n Zk—lm

3.1.cours

3.2.1. Soit x € [1, +oo[. f est continue sur [x,x + 1] et dérivable sur ]x,x + 1[. Donc légalité des accroissements finis

assure qu’il existe ¢, €]x,x + 1[telque: f'(c,) = FOt)7 () =flx+1)—f(x).

x+1-x

De méme, f est continue sur [x — 1, x] et dérivable sur ]x — 1, x[. Donc U'égalité des accroissements finis assure qu’il existe

d €lx — Lx[tel que: f'(d;) = LR = () — fx - 1),

Comme f' estdécroissanteet0 <x—1<d,<x<c¢,<x+1,ona:f'(d,) < f'(x) < f'(c,) etainsi,
f+D—f() <f'(0) <fl)—-flx-1).
3.2.2.Soitn € N*.Vk € [1,n],f(k+ 1) — f(k) < f'(k) < f(k) — f(k — 1) donc

k=1 f(k +1) = f(k) < Xg=y f'(k) < Xk=y f(k) — f(k — 1) et partélescopage, f(n + 1) = f(1) < 5, < f(n) = f(O)(+%).
=Supposons (s,) convergente.
Comme f est croissante sur R, f admet une limite finie ou infinie en +oo.
De plus, (s,) est majorée parunréel M . Etparsuitevn EN*, f(n+1) < f(1) + Mi.e. Vvn=2,f(n) < f(1) + M. Posons
M' = f(1) + M. Alors la suite (f(n))nen+ €St majorée par M’. Comme f est croissante, Vx € RY,x < [x] + 1 donc f(x) <

f ([xj + 1) < M'. Donc f est majorée. Ainsi, la limite de f en +co est finie.
€N

<Supposons L finie. Alors f est bornée au voisinage de +co et comme f est croissante, f est majorée sur Rt par un réel M.
Par conséquent, la suite (f(n)),en+ €St majorée par M.Alors d’apres(**),¥n € N*,s, < M — f(0). Donc la suite (s,,) est

majorée. De plus, (s,,) est croissante car Vn € N*,s,,.; — s, = f'(n + 1) = 0. J’en déduis que (s,) est convergente.

3.2.3vn € N, u, = Z}jzlrlkz = Y r=1 Arctan'(k) et v, = ﬁjlﬁ =Yrof (k) ouf(x) =v1+x.

Arctan et f sont deux fois dérivables sur R* (car Vx € R*,1+ x > 0donciln'y a pas de probléme avec la racine carrée).

—>0et f(x)=—

—2x

+
et Vx ERY, f'(x) = Ty =

> 0 et Arctan’(x) =

= < 0 et Arctan”' (x) =

\/_ < 0. Donc [’ et

2(1+x)2
Arctan’ sont décroissantes et positives. Alors le résultat 4.b. s’applique : comme Arctan a une limtie finie en 400, u est
convergente et comme f tend vers 400 en +o0, v est divergente.

C. Une nouvelle formule de Taylor.

Soit g: R = R, une fonction de classe C"*letaet b des réels fixés tels a < b.

_ (b x) (k) (b-x)"t1t ,
On définit @: R > R par: Vx € R, p(x) = g(b) — [Z - (x)] +V G ol V est une constante réelle (que vous
choisirez a la question 6.)
g ’ _ (b—x)" (n+1)
4.1 Montrer que @ est dérivable sur RetVx € R, ¢’ (x) = — [g (x) + V].

4.2 En choisissant « judicieusement » la constante /, montrer U'existence d’un réel ¢ € [a, b] tel que :

n (b _ a)k (b _ x)n+1 -
9(b) = ;Tg(k)(a) + Wg( )(©).

5.1 Justifier que M = max(, g™V et m = miny, 5 g™+ existent.
I LR G L A b-a™
5.2 Montrerque: m ey </, ——39 (wWdu <M TR



—)n _\nt1
5.3 En déduire qu’il existe un réel c € [a, b] tel que f;%g("“)(u)du = %g(n“)(c).

5.4 Montrer par récurrence sur n que pour toute fonction f : R —» R de classe C**?,

(k) _.a\n
fb) = Zzof k!(a) (b —a)* + f:%f("“)(u)du. (Formule de Taylor reste-intégral).

5.5 Retrouver le résultat obtenu a la question 6.

(b _x)n+1

(n+1)!

5. g :R - R, une fonction de classe C"*1donc Vk € [0, n]],g(") est dérivable sur R ; de plus, (x - ) est dérivable

sur R car polynomiale donc ¢ est dérivable sur R comme combinaison linéaire de fonctions dérivables sur R. Et Vx € R,

]labus

, b rabus h—x)+1 rabus , b rabus pex)t1
o) = = |mia[E2 g ] v S - g - [ [ ) e

(n+1)! (n+1)!

(b- X)

g(k+1)(x)] Vin+1) (b-x)"

_ (b-x)k—1
= —g'(0) = Tho [k o— g W () + 22 —

(k—-1)! n!
ag Ak+1

(b—x)k1 (b—x)¥ (b—x)"
=—9'(0) =~ Tieo [~ 9P ) + = g* V@) | -V
eyt & 77 KW T °

n!

' (b-0)" (b—x)"
= =g'() + @y — Apyy — Voo = = [gM () + V],
=0

6.p(b) = g(b) — [ =0 ® kl‘)) (k)(b)] +V (b(;li);rl = g(b) — g(b) = 0. Choisissons V € R de sorte que ¢(a) = 0.
(b-a)¥ (b—a)*? (n+1)! (b )
9(@) = g(b) - [t 9P (@] + v - =0 o v = S [[z 2 g® ()] - (b)]

Désormais V = — 2! [[Zﬁ o(b ml g(k)(a)] g(b)]

(b_a)n+1

Alors ¢ vérifie les hypothéses du théoréme de Rolle ( continuité sur [a, b], dérivabilité sur ]a, b[ et p(a) = @(b)). Alors il

existe un réel c €]a,b[ tel que: ¢'(c) =0i.e. —@[g("+1)(c)+V] =0. Donc, V=—g®D(c). Autrement dit,

(b—a)n+1 (n+1)!

g [[ b0 g9 @) - g(b)] —g™(c). Ainsi, - g(b) = Siog 2 g (@) + L g o),

5.5 g™*Dest continue sur le segment [a, b] donc g™*Vest bornée et atteint ses bornes sur ce segment .
Ainsi, M = max[a,b]g("“) etm = min[a_b]g("“) existent et [m, M] = g([a, b]).

(b— u)

<M (b— u)” (b—u)”
n!

5.6 Yu € [a,b],m < g™V (u) < M donc m(b < g™ D) > 0. Alors par croissance

de l'opérateur intégral appliqué aux fonctions continues (u - m(b ok ) ( e gD () &= ”) )et (u - M“’ ol ) ona:

b (b-uw)™ b (n+1) (b-u)™ b (b-uw)"
Jym——du< [ g"PW——du< [ M—=—du.

b

Y _.n n+1 _yn+1
or, [PME= L gy =y [P gy = [ — (b w ] =89 jenconclus que :
a n! a n! n! a (n+1)!
(b_a)n+1 b (n+1) (b—u)" (b_a)n+1
(n+1)! s fa 9 ) n! du <M (n+1)!
b gt @0 b gntn) @0
5.7 Alorsm < 27 o < M i.e. Ja o e € [m, M]. Or, [m, M] = g([a, b]).
(n+1)! (m+1)!

b (b-w)® ”) g™ (W)du = (Gl g™ (c).

Donc il existe unréel ¢ € [a, b] telquef !

5.8 Démo de cours.



k) 0\ _ _ O+l
5.9 Onadonc, g(b) = ¥7_,Z (@) (b —a)k + f:%g(n“)(u)du et f:%g(n“)(u)du = %g(n”)(c).Ainsi,

k!

—(1+2)x

1.Soitx € R. (t -

ryve ) et (t - e‘(l“z)") sont continues sur le segment [0,1] donc les réels @ (x) et ¥ (x) existent. Ainsi,

2.a. -= f mdt = Arctan(1) — Arctan(0) =I.

2.b. Soitx > 0. Vt €[0,1],-2 < —(1 +t?) < -1 donc —2x < —(1 + t?)x < —x (puisque x > 0) et par croissance de la fonction

. L 1e-2% 1 e-(1+tH)x
Donc par croissance de lintégrale, fo :+t2 dt < fo : e dt <

e=2x  o—(14t%)x =X

. — — 2
exponentielle, e 2¥ < e~ (19X < o=X Alors, < < .
1+t2 1+t2 (1+t2)

1 e o, . . s
fo (1”2) dt. Alors par linéarité de l'opérateur intégral,

o = (1+ s i _
e 2 1+t2 dt < f = “dt < e Fie.
-_— = -— = »
x—+400 4 x—+0 4

2.c. Soitx<0. Vt€[0,1],-2 < —-(1+1t%) < -1 donc —2x = —(1 + t?)x = —x (puisque x < 0) et par croissance de la fonction

e—2x e—(1+t2)x —x

exponentielle, e™2* > e‘(“t e Alors, T 22> a+c?)

(puisque 1+ t? > 0).Alors, par croissance de lintégrale,
1
0 1+t2 = 0 1+t2 0 (1+t2)

1 1 e-(14t2)x xs
0 mdt > fO 172 dt = e *i.e.
cc
. T o_ me X _ o(x i
Comme lim 2° = +°0’ -De plus’ Vx< O‘ P Sk ( ) < Comme lim T E- s -
x——00 4 4 x X 4 X—>—00 X

e—(1+tD)x  o—(14t2)y

-zx —(1+ -x
fle lel >f1 ° __dt.Alors par linéarité de lopérateur intégral,e™2*

2.d. Soit x et y deux réels tels que x <y. Alors Vt € [0,1],—(1 + t2)y < —(1 + t?)x donc

N —Qdrs fo pve dt i.e.®(y) < @(x).Ainsi, .

et par conséquent,

1+t2 1+t2



t2

2 t2
4. F(x) =29 (x;) + (f;ce_ﬂit) Posons g(t) = e z. g étantcontinue sur R, G: (x I f e zdt) est la primitive de g sur R s’annulant

2
en 0. Comme &, G et u: (x = %) est dérivable sur R, F = 2® o u + G? est définie et dérivable sur R puisque son expression n’est

constituée que de fonctions dérivables sur R.

a) Deplus, Vx ER,F'(x) = 2u’(x)<b’(u(x)) + 26" (x)G(x) = 2x (—'P (XZ—Z)> +29(x)G(x)

1 (1+t2)x x2 (X 2 1 a+td)x N
VxE]R,F’(x)=—2xfe T2 dt+2e” Zfe 2dt=—f 2e 2 xdt+f 2e” 2e 2dt
0 0 0 0
X2 4(tx 2 2442
VxE]RF(x)——f 2e” 7 2 xdt+f 2e” Zdt = —f 2e” du+f 2¢” % dt=0.
CV lére int?grale u=tx
du=xdt
2

t2
Ainsi, F est constante sur 'intervalle R. Alors Vx € R, F(x) = F(0) = 2®(0) + (fo e_?dt) = %

x? x B 2 bud x _2 2 T x? x _ 2 T x2 .
b) Alors Vx € R, 2¢ (7) + (fo e zdt) = 2. Donc, (fo e zdt) =529 (7) Alors Vx>0, [e"zdt = |>—2¢ (7) puisque
t2 2
Vx>0, foxe_7dt > 0 par positivité de l'opérateur intégral. Comme liIIl P(x) =0, ]iIP ¢>(x?) = 0 (par composition) . J’en déduis
X—+00 X—+00
o X —ﬁ T

quexl_l)rllmf0 e zdt = \/;

3.a. Soit h € [-1; 1] et x > 0. Lexponentielle est de classe C? sur [—x,x] et Vt € [—x, x], |exp” ()| = et Donc 'inégalité de Taylor

Lagrange, Vt € [—x,x],|et — (1 + )| < ex%=ex%. En particulier, t = hx € [—x, x]. Donc, |e‘"" -1+ hx| <X e"
3.b.soita > 0. Soith € [—1;1],

®(a+h)—D(a 1/ [le~(+t)ath) 1p-(1+tHa 1
ot 0 () o
0 0 0

h 1+¢t2 1+t2
®(a+h) — o(a) @) le—(1+t2)(a+h) _ e_(1+f2)a +(1+ tZ)he—(1+t2)a A J-le—(1+t2)h -1+0+ tZ)he_(th)a dt
h 1 +t>)h 0 1+t
_ —(1+t2)h_ 2
Alors linégalité triangulaire sur les intégrales assure que : |M + l1’((1)| </ ! We"(“tz)a dt.

@(a+h)-o(a) 1 —(1+t2)h _ 2 _ 2 —(1+tDh _
| o +¥()| < fo |e 1+(@+¢t )h| (1+tZ)IhI dt Or, d’apres 3.a. en prenant x =1+t“>0, on a: |e 1+
2 R(A+E2)? 142 —(+tDh _ 2 h2(1+t2)2 14ezy e (e ; s
1+t )h| < e Donc |e 1+@@+t )h| (1+t2)lhl S ( )(1+t2)lhl Alors par croissance de lintégrale,
1],-(1+t*)h _ 2 2 232 —(1+t ) 1 2
[ ERACL L RN dtsf D (e e = [nl [ e 0-0d = aln.
o (1+t>Hh 0 2 1+ t2)|h| 0o 2

A(a)indépendant de h

ILen résulte que : |w

+ ‘P(a)| < A|h| ol A dépend de a mais est indépendant de h.

@®(a+h)-@(a) @(a+h)-o(a) _
h

3.c. Comme }ling)AlhI =0, }lmg) + ¥(a) = 0, et par conséquent, ,lzin(q) —¥(a). Cela signifie que @ est dérivable en

aet®'(a) = —¥(a).)’en déduis que @ est dérivable sur Ret @' = —.

FIN



