Sup PCSI .2024-2025 Mathématiques Chapitre 16bis

Déterminants d'une matrice carrée

1Si A une matrice carrée d’ordre n, on note C; la colonne i de A. La matrice 4 est notée A = (C,| C;| G5 ...1C,)

| Déterminant d’'une matrice carrée d’ordre 1, 2 et 3 et plus.
1. Définition et premiéres propriétés

2 Calcul d’un déterminant d’ordre 1,2 3 ou 4.

1. Déterminant d’ordre 1: Le déterminant de la matrice M = (a) carrée d’ordre 1 est le scalaire det (M) = a.

2. Déterminant d’ordre 2 : Le déterminantde M = ((Z

b : . a b :
d) est le scalaire noté det(M) ou |C d|te| que:

det (M) = |* Z| Efad s

a b ¢ a b c
3. Déterminant d’ordre 3: Le déterminantde M = (d e f)est le scalaire det(M)ou |d e f]| tq:
g h k g h k
a* b= ¢t
d e f|= +a|e A —b|d / +c|d e| = a(ek — fh) — b(dk — fg) + c(dh — eg)
s h K g k g h
h k|der
développement par rapport a la premiére ligne
at* b ¢ b boc
Ou encore: [d= e f=+a|e f|—d| C|+g| |=a(ek—fh)—d(bk—ch)+g(bf—ce)
= h k h k e f
gt h k
développement par rapport a la premiére colonne
a b; ¢ d f a ¢ a c| ., . "
Quencore: |[d e* fl=-b | | +e | k| —h |d | développement par rapport a la deuxieme colonne
g h= k g k g f
a boc b ¢ a c a b| . R N
Ou encore: d e f =g |e f| —h |d f| +k |d | développement par rapport a la derniere ligne etc
gt h Kkt €

les signes attribués
aux coefficients
sont toujours
positifs sur ladiagonale
et alternés.

a11 Q2 Q43 Qg4 a11 Qg3 Q43 Qg4

az1 App Q3 Apy . QA1 Az Q3 Ay o
noté det (M) ou est défini par :
Q31 A3y Q33 A3y |’ ) Q31 A3z Q33 A3a|’ P

Ay Qup Ayz Qyq A1 Qg Ay3 Ayq

4. Déterminant d’ordre 4 : Le déterminantde M =

Q11 Qg3 Ay3 Q14
a3 Q1 Qg3

Az Qzz Q33
a3y A3z Qdzg

a;; Q12 Gg3
az1 Gy Qs
Ayy Q4 Gu3

a;; Q13 Qg3
Q31 0Q3p 0433
Ay1 Qup  Ouz

az1 Az Q3
Q31 043z 43z
A1 Qup Qy3
—_— e W0
déterminant
les signes attribués d’ordre 3
aux coef ficients
sont toujours
positifs sur ladiagonale
et alternés.

+
az1 App Q3 Apy

Q31 A3z Q33 A3y
Qyy Qg Q43 q,,

= =714 T Ay, = Q34 T+ Ay

]

développement par rapport a la derniere colonne

L ) 2 -3 1 1-10 3
3 Exemples Calculons A; = i+ 2j-1 A,=|1—-1 0 5|letA;= 2031
Y l-2i 1+5%7? 1 4 2 3713 2 5 -3
4-20 1
itz , L o .
M=l 147U HD\ LS |- =-2D@ =D = -5 22 +1+ 4 —2i=(3-2v3)—i(4+3).
=—j =1  1-i/3 -2+/3-2i
2 -3 1
p=|=17 0% s7[==(D[} JHo[7 J=5[F =(-6-9-56+3) =65
1 4 2
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  d'une matrice carrée


1-1 f§3 -1 3 1 =1 3 ~ ~ ~
et § 1o 2 Sfesf w1 T Heel Aleskonk; -
(—2)|§ i”=—3[—4—3><5+4><(—3)]+5[—2+2><(—5)]=33.

4 Calcul d’un déterminant d’ordren > 2 :
Soit A € M,,(R).
Pour tout (i, ) € [1,n]?%0n note Ai]- la matrice carrée d’ordre n — 1 obtenue en enlevant la ligne i et la colonne j a A. Alors,

n n
det(A) = Z(—l)"” a;;det(4;;) = Z(—l)i” a;jdet (4;))
i=1 j=1
developpement développement

par rapport ala colonne j par rapport ala ligne i
On admet que quelle que soit la colonne ou la ligne choisie, le résultat est toujours le méme.

5 Proposition : Le déterminant d’'une matrice triangulaire ou diagonale est égal au produit des éléments sur la diagonale

a11 EER *
0 a = = 0 ay -
|‘: d| =ad , |0 e x|=aek et (2)2 v x| = keq ank
En particulier, det(0,,) = 0 et det(l,,) =1.
Ay * e Ayy --- % Q33 - %
; 0 az - 0 - : 0 - :
Démo: 0 - * [T * = Q410p; * =t = 0q1 A2 - Appe
) 0 ann (O] 0 0 ap, 0) 0 0 an,
detd’ordren—1 detd’ordren—2

2. Forme n-linéaire alternée

6 Propriétés : det est linéaire par rapport a chaque colonne (1) et alternée(2) ; cela signifie que :
1) Sia et f sont des scalaires et Yk, C;, est une colonne a n lignes alors

det(aC; + BC{IC,| ...1C,) = adet(Cy| C,| C5l...1C,) + B det(Cq| C,| C5] ... 1C,)

det(C,laC, + BCy| C;l...1C,) = adet(C,| C,| G5l ...1C,) + B det(C,| Cy | C5] ... 1C,)

det(C,| C,laCs + BCS| ... |IC,) = adet(Cy| Cy| G5l ...|C,) + B det(Cy| G| C3l ... |C).  (...)

2) Sion échange deux colonnes de la matrice alors le déterminant change de signe.

det(Cs| C,| G4l ...1C,) = —det(C,| G| Cs5l...1C,) .

det(C,| C,| Cyl...1C,) = —det(C,] G| G5l ...1C,) .  (..)

Démo :
1) Soit B = (Cy] Gy |..aCy + BCLI ) et A = (Cyl Cyl o] Cil o 1C) €t A' = (€1 Gyl o] Col G, Alors,
det(B) = Y1, (m D (e ay, + Baj)det(4y) = a X (—1)* a;det(4y) + B XM, (1) af, det(A},). Donc, det(B) = adet(A) + S det(4’) .

developpement
par rapport ala colonne k

2)  H(n): «sijéchange deux colonnes dans une matrice carrée d’ordre n alors le déterminant change de signe. »

Init : |Ccl Z| =ad —cbet |Z i' =cb—ad =—(ad —chb) = — |(cl Z| Donc H(2) est vraie.

Propag: Soit n € N tq n > 2. Je suppose H (n) vraie. Sous cette hypothése, montrons que H(n + 1) vraie. Soit A une matrice carrée d’ordre n + 1,notons A =
(€41 C5] G5 ... 1€ | Criq) et B la matrice obtenue en échangeant les colonnes i et j de A ol i et j deux entiers distincts compris entre 1 et n + 1. Calculons
det(B) en développant par rapport a une colonne k distinctes des colonnes i et j (B ayant n + 1 colonnes et n + 1 > 3 donc cette colonne k existe bien) :
det(B) = Y, (—1)"** by, det(By,) = n (=D q; det(B,,). De plus, pour tout | € [1,n], Bjest carrée d’ordre n et est obtenue en

developpement car Aet Bont
par rapport i la colonne ke{i,j} 1@ méme colonne k

échangeant les colonne i et j dans A,. Donc par hypothése de récurrence, det(By,) = —det(Ay,).
Ainsi, det(B) = X, (- D"* ay (—det(4,)) = — X, (= DH* qydet(4,,) = —det (4). OK
CCL:Vn = 2, H(n) vraie.

7 On admet l'unicité du théoréme suivant :

det est I'une unique application de M,,(K) dans K vérifiant les propriétés suivantes :
e det est linéaire par rapport a chaque colonne i.e. V(a,B) € K?etVk € [1,n], ,

det| 1 Gyl Gy |aX + BY| Copal - 1C,y | = adet(CL] Col oo 1Ck s 1XICkss] o 1C) + B Aet(Cy| Cyl v |Cs 1Y |Chsa] - 1C).

la colonne k
estc.l de
XetY

e detestalternéei.e. V(i,j) € [1,n]? (i #j = det(61| Gl .Gl ... |C]| ICn) = — det(C1| Gl .. |CJ| ...... |C;] ... ICn)).
o det(l,) = 1.
On dit que det est une forme n-linéaire, alternée.




3. Autres Propriétés du déterminant

8 Propriétés Soit A une matrice carrée d’ordre n.0n note C; la colonne i de A. La matrice A est notée A = (C,| C,| C5] ...|Cy,)
1.  Sil'une des colonnes de la matrice est nulle alors le déterminant de cette matrice est nul.

2.  Une matrice carrée ayant deux colonnes identiques a un déterminant nul

3. Sil'une des colonnes est combinaison linéaire des autres colonnes alors le déterminant est nul. En particulier, si deux
colonnes sont proportionnelles alors le déterminant est nul.

Par exemple, pour n = 3, det(C;| aC; + BCs| C3) =0

4. Sion ajoute a l'une des colonnes une combinaison linéaire des autres colonnes alors on ne change pas le déterminant.

Par exemple, pour n = 3, det(C,| C, + aC, + BC;| C5) = det(C,| C,| C3) g T ——

5. Si on multiplie une colonne par un scalaire k alors le déterminant est multiplié par k. élémentaires

A ~; B = det(B) = —det (4)

Par exemple, pour n = 3, det(kC;| C,| C3) = kdet(C,| C,| C3)
et det(k1C1| szzl k3C3) = k1k2k3 det(C1| C2| C3).

LiHLj

6. SiAcarréed'ordren alors Vk € K, det(kA) = k"det(A) A\ A ~; B=det(B) =det(4)
Par exemple, pourn = 3, det(kC;| kC, | kC3) = k3 det(C; | C,| C3) LiLi+AL;

7. det(4B) = det(4) x det (B) ADMIS i#], AeK

8. det(d”) = det(A) Y| L B = det(B) = Adet (4)
9. Sion échange deux lignes alors le déterminant change de signe. Lf:i’:i

10. Sil’'une des lignes est combinaison linéaire des autres lignes alors le déterminant est nul.
11. Sion ajoute a 'une des lignes une combinaison linéaire des autres lignes alors on ne change pas le déterminant.
12. Si on multiplie une ligne par un scalaire k alors le déterminant est multiplié par k .

Démo : 1) det(C,|C,1C3) = —det(C,| C;| C3).Donc, det(C,| C;| C3) =0.
en échangeant
le deux colonnes
identiques
1) det(C,| aC; + BCs| C5) = adet(Cy| C| C3) + B det(Cy| C5] C3) =0.
prop 93.1 =0d'apres 1) =0d'apeéres1)
2)  det(Cy| C, + aCy + BC5l C3) = det(C;| C,| C3)+ adet(Cy| Ci] C3) + B det(Cy| 5| C3) = det(Cy| G| C3).
prop 93.1 =0 =0
3) detkCil Gl €)= kdet(Cil Gl C)et detl Gl koColhsCs) = kykoks det(Cyl Gl o)
prop 93.1 prop 93.1
4)  det(kCil kG, 1kCy) = K'det(Cy kG, IKC) =  K2det(Cy1ClkC) = kP det(C, | Gl Cy).
prop 93.1 prop 93.1 prop 93.1

5)  Admis
6) Calculer det(A) en développant par rapport a la ligne i revient a calculer det(A”) en développant par rapport a la colonne i. Donc det(A") = det(4).

10 En PRATIQUE : pour calculer det(4),
1. onregarde si 'une des lignes ou colonnes de A est combinaison linéaire des autres.
2. Lorsqu’on ne voit rien, on fait des opérations élémentaires sur les lignes et colonnes de 4 :
e SOIT pour échelonner la matrice A et obtenir une matrice triangulaire supérieure (ou inf.) dont on sait calculer le
déterminant.
e SOIT pour faire apparaitre des colonnes ou lignes avec un seul coefficient non nul afin de développer le déterminant
par rapport a cette colonne ou ligne « presque nulle ».
3. Pour calculer un déterminant A,, d’ordre n inconnu, on essaie souvent d’obtenir une relation de récurrence entre A, et
A,_1(et/fou A, _, ..).

11Exemples :
s s -1 3 4
. |6 _1O|=OcarL2=—2L1 et|0 1 2|=0carC;=2(C+Cy).
5 2 14 1 4 2
2 -3 1 1 4 2 1 4 2 L4 2 01 7
e M=|-1 2 5| =-|-1 2 5 = -0 6 7| = -6[0 1 - = -6 6| =-59
14 2luen 120 =3l bt o —11 =3li,h, o —11 —3|keist1i. |0 0 %9
3 3 1
_ + _
TEEN DR Voo o 5 Tileapr
o A= =% 3 3= 125 = Jo 4 -4 = 4o 1 -—1|=4]
32 =357 M0 5 —125(7 0 T2l o 0 e e lo 23 12 —23 12
4216 |0 2 -116 puis LyeLy—Ly e -

A,=4[12 — (=23) x (=1)] = —44.



Exemple CLASSQUE : Déterminant de Vandermonde. Soitn € Ntqn = 2, ay,...,a, des complexes et

1 1 ... 1
al a2 “ee an
Vi(ay,..,a,) =| a? a2 a? |. calculons V,(ay,..,a,)
a;l—l aél—l a;r%—l
1 1 ... 1 1 1 1
a, a, - a a, a, a,
—| .2 2 2 — 2 2
u(ay,..,an) = ai a3  ap = a? as ) an
LpeLp—aqlp_q .
gt At 0 @l -aal? - afl -
1 1 1 1 1
a, a, 1*
aq 5 ee o 0 a, —aq . a, —aq
a? as a; 2 2
= -1 : : : = =10 dz = 4, an — a1 an
) : _ ' _ . _ ’ _ “w : :
Ly—1-Ln-1=@lnz | ay 2 a;aly 3 an 2 a;ay 3 Lp—2¢Lln—2=Q1ln-3 n-2 n-3 n-2 n-3
1 2 -1 —2 puis 0 a; —a,a; an — a0y
0 a}'—a,d} ap t—a,ay
2 142 n 1%n Ln_3<—Ln_3.—aan_4 0 ag—l _ aﬂlg_z a;ll—l _ a1a3_2
puis
Ly—L,—aiL,
a, —a, as; —a, a, —a,; a, —a, a;—a; - a, —a,
as—a.a a:—aa; - ai-— (a; —aya (a3 —apa; -~ (a,—ay)
2 142 3 143 an — 414y 2 1)02 3 1)43 an — 4q)An
=41 . = : 3 : 5 s
-2 -3 _n-2 -3 i -2 -3 _ n— _ n-3 i n-
ay* —a,ay° af* —a a} ay * —a.ay (az —ay)az (az —ay)ag (an —ay)ay
-1 -2 n-1 -2 -1 -2 n-2 n-2 n-2
ay '—aal™? al ' —ayal? .. oayt —aqay (ay —aq)aj (az —ay)ay~ ... (a, —ay)ay
1 1 cee 1
a; az " an
= (a;—ayaz—ay)..(a, —ay) PP
() - -3 —
prop 94.4 ay™® a3 g3
ay? at?.. a?

J'endéduis que ,V,(ay,..,a,) = [[Ir=2(ar — al)]Vn_l(az,. .,@y). (C’est la relation de récurrence vérifiée par V,)

Par conséquent, V,(ay,..,ay) = [[Ti=2(ax — a) 1[I li=s(ax — ax)1Vy—(as, .., ay)

e = [T _ae=a] [T _tw-a] [T @ eo]tustaoan == [T T (@] taten

=|1|=1

|
V(ay,..,a,) = [1_[ (ar — aj)] = produit de tous les facteurs (ak = a]-) possibles avec k > i.
| 1<j<ksn |

produit double

4. Application du déterminant a l'inversibilité

1
det(4) *

12 Théoréme : A inversible si et ssi det(A) # 0 . Etsi A est inversible alors det(A™!) =

Démo : det(A) # 0 =aucune des lignes de A n’est combinaison linéaire des autres= A inversible.

Ainversible = A1 existe et AA™! = [ = det(44™1) = det(I) = det(A) det(A~1) = 1 = det(A) # 0 et det(4~1) = —

det(4)"
1 1 1
13Exemple : Déterminons tous les réels x tels que A — xI est inversibleoud=(1 1 1].
1 1 1
1—x 1 1 3—x 3—-x 3—x 1 1
detA—xD =] 1 1—x 1 = 1 1—x 1 = B-x)1 1—x 1
1 1 1 1 —1X Lye=Ly+Ly+L3 1 1 1 — xlprop9z4 1 1 1—x
det(4 — xI) = B-x)[0 —x 0]=(3-x)x% Donc, (A—xI) inversible & x + 0 et x # 3.
Ly<Ly—Ly 0 0 —-X
Lye<Lz—Ly
14Conséquences : Soit A et B deux matrices carrées d’ordre n.
e Si AetB sont semblables alors det(4) = det(B) et tr(A) = tr(B).
e Si AB estinversible alors A et B sont inversibles. .
} I det(B) = det(P~'AP) det(B) = det(4)
Démo A et B sont semblables=3P € GL,(K)/B =P 'AP = 3P € GLn(K)/{ tr(B) = tr(P-1AP) ;—;: { tr(B) = tr(A) °

det(P~1AP)=det(P~1)det(A)det (P)
=mdet(A) det(P)=det(4)
et tr(P~1AP)=tr(APP~V)=tr(4).

AB inversible=>det(AB) # 0 = det(4) det(B) # 0 = det(A) # 0 et det(B) # 0 = A et B sont inversibles.




Il Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base et déterminant d’un
endomorphisme.

15 Déf : Soit E' de dimension finie n de base . Soit 7= (Fl))ie{l,..,n} une famille de vecteurs de E de cardinal n. Alorsdet ,7
le déterminant de la famille 7 ‘dans la base .~est le déterminant de la matrice de 7 dans B. det , 7= det (mat_, 7).

16Conséquences Si . ~et .~ 'sont deux bases de E et 7 ‘une famille de vecteurs de E de cardinal n. alors
o det 7 = (det y.7)(det , 7).

e 7 estlibre sietssi 7estune basesietssi 7 estgénératrice E sietssidet ,7# 0.

e det ,estlinéaire par rapport a chaque vecteur de la famille et alterné et vérifie det . "= 1.

17Préliminaire : Soit E de dimension finie et . vet .7 'deux bases de E .
Soit u un endomorphisme de E tel que .= mat ,uetA =mat ,u.
Alors, mat ,u = mat ,,. 7 X mat_u X mat , »' ie. M = P"1AP

Dong, det(B) = det(P~1) x det(4) x det(P) = ﬁm X det(A4) x det(P) = det (A)

Donc, le déterminant de la matrice de u dans une base de E ne dépend pas de la base choisie. D’ou la définition suivante :

18Def Soit E de dimension finie. Soit . un endomorphisme de E . Le déterminant de I'endomorphisme u , noté det(u) , est le
déterminant de la matrice de u dans n’‘importe quelle base de E .
Pour toute base . ~zde E, det(u) = det (mat_, u) .

19Exemple : Sis est une symétrie vectorielle dans le K-e-v E alors det(s) = (—1)! ou t = dimKer(s + idg).
Si p est une projection vectorielle dans le K-e-v E telle que p # idy alors det(p) = 0.
Si h est 'homothétie vectorielle de rapport A dans le K-e-v E de dimension n alors det(h) = A" = Adim (&),

20Prop : Soit E de dimension finie p. Soit u un endomorphisme de E , A un scalaire etk € N.

1. det(Au) = AP det(u)
2. det(u o v) = det(u) X det (v)
3. det(u®) = (det(u))k.
4 u est injective si et ssi u est surjective si et ssi u est un automorphisme E si et ssi det (1) # 0. Et dans le cas échéant,
— 1
det(u™?t) = e
5. Ker(u — Aidg) contient un vecteur non nul sietssi det(u — Aidg) = 0.

Démo :1. det(Au) = det (matgz(Au)) = det (Adet (matgzu)) = AP det(det (matgu)) = AP det(w)
2. det(u o v) = det( (matgu o v) = det( (matgu) X (matgv)) =det (matzu) x det (matgv) = det (w)det (v)

3. Par conséquent, on montre facilement par récurrence que det(uk) = (det(w))*.
Init°: det(u®) = (det(id)) = 1 = (det (u))°.
Propag® : Soit k € N.Je suppose que det(u*) = (det(u))¥. Alors, det(u**1) = det(u®) det(ul) = (det(w))* det(u)) = (det(u))*.

par 2 par hypo
derécurrence

CCL:Vk € N, det(u®) = (det(u))*.
4. u estinjective sietssi u est surjective sietssi u est un automorphisme E sietssi (matgu) inversible sietssi det (u) # 0.

1
det(u)”

Et quand u est un automorphisme, u o u~! = id donc det(u) x det(u~') = det(u o u™t) = det(id) = 1. Ainsi, det(u™') =
2.
5. Ker(u — Aidg) contient un vecteur non nul sietssi u — Aidg n’est pas injective sietssi det(u — Aidg) = 0.






