Sup PCSI 2022-2023 Mathématiques
CorrigéduTD 16
Systémes linéaires et Matrices

a 1
1. SiX= <b) alors AX = aCy + bC, + cC3 donc X = (0) vérifie AX = 1C; + 0C, + 1C5 = 0.
c 1

1 -2 0 100
2. Cy=-Csdoncrg(Ad) <2 etA~;[2 5 O0|~¢|2 9 0)=B. Donc,rg(A) =rg(B) = 2.
3 0 0 3 6 0

1 2 -3
Je remarque que L, = 2L, et L3 = 3L; .Donc, A~ <0 0 0 )et rg(4) =1.
00 O
-2 1
2. Jeremarqueque2C; —C,=0etC,+C,+C3=0. DoncA( 1 ) =0et A(l) =0.
0 1
3
Onaaussi C3+ 3C; = 0 doncA (O) =0.
1
3. Comme2L;—L,=0et3L;—L3=0,2 -1 0A=0et (3 0 —1)A=0.
X 1 x+2y—-3z=1 x+2y—3z=1
4. A <y) = <1> = {Z(x +2y—-32)=1 (:){ 2=1 IMPOSSIBLE !
z 1 3(x+2y—32)=1 3=1
-6 x+2y—3z=-6 x+2y—3z=-6
5. AX = <—12><= 2(x+ 2y —32) =—12(=>{ -12=-12 S x=—-6—2y+3z.
-18 3(x + 2y —3z) = —18 -18=-18
—6—2y+3z
Donc, Sol = {< y )/y,zréels}
z
a x+2y—-3z=a x+2y—3z=-6 _
6. AX = (b) s<{2x+2y-32)=h o { 2a=Db . Donc le systéme est compatible sietssi {ga = b_
c 3(x+2y—-32)=c 3a=c a=c

(S) est de Cramer sietssi (S) admet une unique solution

X1+ a'y20, + a'13x3+. . +a',x, = By
xZ + a'23X3+.. +a,2pxp = b’z
sietssi il existe un systéme (S”) échelonnée équivalent a (S) et de la forme (S'): :

+ 4 — bl
Xn—1T A2pXp = D pq
ol
Xp=Db'p

sietssi il existe un systéme (S’) échelonnée équivalent a (S) et de rang n.

sietssirg(S) = n.



Lp<L,—3Ly

x tmy +(m-1)z = 0  Lycls-(m-DL, x +my +(m-1)z = 0
Si1: 3x +2y +mz = 3 (2-3m)y +(m-3m+3)z = 3
(m—1x 4+my +(Mm+1)z = m Lyl +3L, m-mim-1))y +(m+1D)-m—-1%z = m
Lz<Lz+(m—1)Ly
x +my +(m-1z = 0 x +my +(m-1)z = 0
= 2-3m)y +(-2m+3)z = 3 o 2-3m)y +(-2m+3)z = 3
2m-m?)y +(@Bm-m*z = m QQ-mmy +@B-mmz = m
x 42z = 0 x=72z .
lercasm =0 Alors S;; & 2y 43z = 3 e yy=-3;z+5. Donc Sol(S11) = {(—22,—;2 +E’Z) /z € ]R}.
0=0 0=0
x +my +(m-1)z = 0 LyeLy—2Ls x +my +(m-1)z = 0
2émecasm# 0 Alors S, & 2-3m)y +(-2m+3)z = 3 (=2-m)y -3z = 1
2-m)y +@B-m)z = 1 LycLy+2Ly 2-my +@B-mz = 1
LyeLa+ (3L, x 4+my +(m-1)z = 0 x +my +(m-1z = 0
S (=2-m)y -3z =1 o (-2-m)y -3z = 1.
T 3-m - 3-m 2 -
LyeLy=(30)1, C-m+—F(2-my =1+—= (m*—4m)y =6-m
x +my +(m-1)z = 0
Jdersous—cas m#z0etm=4 5, (=2—m)y -3z = 1.Ainsi,Sol(S;;)=0.
0=2
_ m’-2m—4
- m(m—4)

\ 4 - m2-2m—4  6-m 4
# = - . ’ = ) = .
28mesous— cas m#zQetm=z4 S, <z ) Ainsi, Sol( S11) {( nt) " mm—) m(m_4))}

6—m

y =

- m(m—4)




1. rg(M) = 3 (en utilisant les équivalents colonnes).
M-MT
2

M+MT
2. LecoursassurequeS = — etA =
p-pPT
S

T
3. Soit P € M3(R).on pose U = % etV =

Alors U est symétrique, V est antisymétriqueet P =U +V .Donc, PT =UT +VT =U -V.

— U=-§
Alors, 2P =3PT =M & 2(U+V)-3(U-V)=4+S & U+ 5V =S+4 & {II/]—_ {
car . s;;:m antr—?ym. par Unicité -
une combi. de l'écriture
linéaire de M comme

de matrices !
sym est sym. somme d, une
sym et d'une

donc (-1)U+10 antiosym
est sym. ym.
idem avec
anti-sym

Ainsi, Sol = {—S + %A}

a 0 0 a ¢ 0 a 0 O0\/fa ¢ O a? ca 0
PrenonsL=(u b 0>.Donc LT=<O b O)etLLT=(c b 0)(0 b 0>=<ca c? + b? 0)
w v C 0 0 1 0 0 1/\0 0 1 0 0 1
at=1 a=1 a=-1
Donc,LLT=A<:>{ ac=1 @{c=1ou<= c=-1
c2+p2=1 =0 b=0

u w a 0 0O\ u w a? au aw
b v) etLlT=u b 0 (0 b V) =|lau u®+b? uw + bv | Donc,
0 ¢

a 0 O a
Prenons L (u b 0) Donc LT—<0
w v oc 0 w v ¢/\0 0 ¢ aw uw+bv w?+v?+c?

a?=1 a=+1 a=4+1 a=1 a=1 a=-1 a=-1
(W2+1;2+C2=1 [p2+c2=1 {v2+c2_=1 [c=cos(t) (c=cos(t) (c=cos(t) {c=cos(t)
LT = 4 & u?+b? = u2+b2—1@i b2 =0 & 3tel02n]/ v=sin(t),, Jv=sin(),, Jv=sin(t) , Jv=sin(t)
au = au =1 u=+1 u= u=1 u=-1 u=—
aw =0 w = w=0 w = w=0 w=0 w=20
uw+bv =0 bv =10 b= b=0 b=0 b=0

1
0
0
1 0 0 -1 0 0 1 0
Donc,Sol={<1 0 0 ),(—1 0 0 ),(1 )( 0 )/tE[O,ZTl’[}.
0 sin(t) cos(t) 0 sin(t) cos(t)/ \0 sin(t) cos(t 0 sm(t) cos(t)

1 0 0 11 0 11
Vérification : (1 0 0 )(0 0 sin (t)) = (1 1 )_01( 1]
0 sin(t) cos(t)/ \0O 0 cos(t) 00

=]

tr(AB — BA) = tr(AB) — tr(BA) = 0 ettr(l,) = n # 0. Dong, il n’existe pas de matrices A et B carrées d'ordre n tq AB — BA = I,.

cours

Puissances de matrices par conjecture et récurrence

42 = ( cos(a) sin(a)) ( cos(a) sin(a)) _ (cosz(a) —sin®*(a)  2cos (a)sin (a) ) _ ( cos (2a) sin (Za))

—sin(a) cos(a)/ \—sin(a) cos(a) —2cos (a)sin (@) cos?(a) —sin®(a))  \—sin(2a) cos (2a)/

. n _ (€os(na) sin(na)
Conjecture 4™ = (—sin (na@) cos (na))'

. _ (1 0)_[cos(0) sin(0)
A=l = (0 1) - (—sin (0) cos (0))'

cos (na) sin (na)
—sin (na) cos (na))'
et n cos(na) sin(na)\( cos(a) sin(a)

Alors AT = A%A = (— sin(na) cos(na)) (— sin(a) cos(a))

Soit n € N. je suppose que A™ = (



_(cos(na+a) sin(na+a)

= (cos(na) cos(a) — sin(na)sin(a) ~ cos(na)sin(a) + sin (na)cos (a)) ( )
= " \—sin (na+a) cos(na+a))

cos(na)sin(a) + sin (na)cos (a) cos(na) cos(a) — sin(na) sin(a)
cos((n+1a) sin((n+ 1a)
—sin (n+1)a) cos((n+ l)a))'
cos (na) sin (na))
—sin (na) cos (na)/’

An+1 — (

CCL:Vn € N, A" =(

1 0 0\enposantao=1etbhy=0 /Ay by by
1.M"=I=(O 1 0) = <b0 a, b0>_

0 0 1 by by ag

an bn bn
Soit n € N. Supposons qu’il existe deux réels a,, et b,, tels que : M™ = (bn a, bn>.
bn bn an

a, b, b, 2 -3 -3 2a, —6b, -3a,—b, —3a,—b,
Alors, M™1 = M"M = <bn a, bn) (—3 2 —3) = (—3an -b, 2a,—6b, —3a,— bn).
b, b, a,/\-3 -3 2 -3a,—-b, —-3a,-b, 2a,—6b,
An+1 bn+1 bn+1
Posons a,; = 2a,, — 6b,, et b,,; = —3a,, — b,. Alors M1 = (bn+1 A1 bn+1>.
bn+1 bn+1 An+1

an by by
J’en conclus grace au théoréme de récurrence que Vn € N, il existe deux réels a,, et b, tels que M™ = (bn a, bn).
by by a

an bn bn
Il existe donc deux suites a et b telle que : Vn € N,M™ = (bn a, bn>.
bn bn an
2vneN,a,,, =2a, —6b,eth,,; =-3a,—b,.
Donc, a, = ;(bn + bpyq) done by, = —3ap4g — bpyy = —3(2a, — 6by ) — bpyy = -3 (_?2 (bp + bpy1) — 6by ) —bnys
AinSi, le+2 - bn+1 - ZObn =0.
3. Posons (e.c) :72 —r—20 = (r+4)(r —5) = 0. Donc, 1; = —4 et 1, = 5sont les racines de (e.c) et il existe u et v deux réels tels que :
vn, b, = u(—4)" +v5™.0r,by =0et b, = —3.Donc,u+v =0et—4u+5v=—3.Doncv = —% etu= i Ainsi, Vn € N,
by =5 [(—4)" = 5" et @y = == (by + byyy) = 5 [(—4)" = 5" + (™1 = 57+1] = = [(=4)"(1 - 4) — 5"(1 + 5)] = [(—4)" + 2 X 5"]
=H"+2x5"  [(=H"-5"]  [(-DH"-5"]
etM" == [(-®)"-5"] (—4)"+2x5" [(—4)"—-5"]
(=" -5"] [(=D"-5"] (H"+2x5"
Autre méthode : Ecrire M = —3] + 5/ et appliquer la FBN.

A0+ A0 =21,

A+At=1,.

A +A2=(A+AD2=20, =12 2], =—I,.

BHAB =L+ ADA+A D) —A2A 1 —A724 = (-1, —(A+ A ) =—I, — I, = —2I,.
A+ A = (B A DA+ A —ABA L= A734 = (=21 )], — (A2 + A2 = =21, + 1, = —1,.



Supposons qu'il existe @y,_,a,, € Ztelque AW 1+ A M D =q I etA™ +A™™ = a,,1,. Alors,

AL 4 47D = (AM L AT (A4 AT - ATATE - ATMA

= amln - am—lln = (am - am—l)ln-
CCL:Vm € N,3Ja,, EZ/A™ + A™™ = ay1l,.

Posons (e.c):r2—71+1=0.1, =es etr, =13.

Posons a1 = ap,

= (apl)l, — (Am1 + A=(m=D)
— Qp_q. Alors ML A1 =¢q 1.

Doncil existe a et 8 réels tels que Vm € N, a,,, = a cos (Em) + Bsin (Em).

Alorsay =2 = acos(0) + Bsin(0) =aeta; =1= acos( )+ ﬁsm( ) =1+ ﬂ‘/z—gdoncﬂ = 0. Ainsi,
vme€ N, a,, = 2cos (gm) et finalement A™ + A™™ = 2 cos (;m) I,.

Ex 11 Soit 4, B, C € M, (R) telle que Vk € {1,2,3},4¥ = B + kC. Montrer que Vk € N*, A* = B + kC.

A=B+C Cost—4
Jesaisque{d? = B + 2C. Donc{B —_ZA _AZ'
A> =B +3C T eaT

Initialisation: A = B + C.

Propagation : Soit k € N*. Supposons que A¥ = B + kC.
Alors A**1 = A*A = (B + kC)A = BA+ kCA =
At = (k—1)(B+3C)— (k—2)(B+2C) =B+ (k+1)C.
CCL : je peux conclure que Yk € N*, A¥ = B + kC.

(24— A2)A + k(A% — A)A =

Puissances de matrices grace a la formule du bindme de Newton.

(k — 1)A3 — (k — 2) A2

Inverse d’'une matrice grace a des matrices nilpotentes ou grace a un polynéme annulateur.

21 00 .
: 02 1 0 Si(4,B) e M, (K) et AB = BAalors VN € N,
Ex 12 Soit B =
0 0 2 1 (A+B)N — (N)ARBN k
0 0 0 2 k
1. Calculer B™ avec pour n € Z. Quel est le rang de B™ ? N-1
2. Montrer que B est inversible et déterminer B~1. BN+l — AN*1 = (B — A) Z AN—1-k pk
1 0 0O 01 00 e
— ;[0 1 0 O 0 0 10
1. B=2I+Noul= 00 1 0>etN— 00 0 1>.
0 0 0 1 0 0 0O
01 00 0 0 10 0 0 0 1
_[0 0 1 O 2_(0 0 0 1 3_[0 0 0 O 4 _ k— ;
N = 00 0 1 , N —(0 0 0 0 , N° = 00 0 0 et N*=0 donc Vk =4,N"* = 0.N est donc nilpotente.
00 0O 0 0 0O 0 0 0O
De plus I et N commutent donc 2l et N commutent Alors
n
n _ T\ vk n-k _ M\ vkon—ky — M 5n—k pk — (V) 9n n\ 5n-1 ™\ on—2n2 5 (M) 9n-3 3
5= (neen Z(k)NZ I—Z(k)z W= ()2t +(3) 2N+ (5) 2PN+ ()N
k=0 k=0 k=0
1 0 0 O 01 00 (n—1) 0 0 1 O0 (- 1)(n—2) 0 0 0 1
n_-n(0 1 0 O n-1(0 0 1 0}, nn— n—2(0 0 0 1), n—ln— n-3{0 0 0 O
B‘Z<0010+"2 00 0 1 2 2 oo o o)t 6 2o 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0O 0 0 0O 0 0 0 O
Zn nzn—l n(n — 1)211—3 7‘”(”_1;(“_2) 211—4—
Ainsi, B™ = 0 2" n2n1 n(n—1)2"n3
0 0 n n2n-1
0 0 0 2"
2. B estinversible car triangulaire supérieure avec aucun zéro sur la diagonale et B~1est triangulaire supérieure.
x=%_b,c_4d 1 o _1
2 1 0 0\ /% /a 2x+y=a y2_b4cj_d16 (o1 S
_ 02 1 ol\[y)_|[b» 2y+z=b T2 1'% y_ 2 4 s |[b
BX=r=lo'o 2 1 ){z|7\c |2V 2+t=c T ,oc_a Zl\z|= ro_z |\ef
00 0 2/\¢ d 2t=d 2 t o 2 4]\
d 1
. _1 4 A
2 4 8 16
0 a1 4
=i 2 4 8
Donc, B~! = PO
(0) 2 4
o 1
2




Si A € M,,(K) alors

VN €N, [ — AN = (I — A)(ZN=2 4%).

2 3 =2\/2 3 =2 -6 -6 3 2 3 =2\/-6 -6
A2=(2 0 1|l2 0 1 |=|12 12 -6|etA3=(2 0 1 12 12
8 6 -2/\8 6 -2 12 12 -6 8 6 —-2/\12 12

Donc 4 est nilpotente et Vk > 3, 4% = 0.

0 3 =2
B = (2 -2 1 ) = A — 2]. Comme A et [ commutent, A et —2] commutent et je peux appliquer la FBN :

8 6 —4
v & et &, N
n_ _ =} k(_on\yn—-k o} k =} _o\n—k gk
e Y QoS () opmE E Y (e
= car k=0 k=0
Vk=3,4k=0.

- (Qerrm s (s Q) o

100 2 3 =2 . -6 -6 3
==2)"(0 1 0 +n(=2)""12 0 1 +n"7(—2)"-2 12 12 —6>.
0 0 8 6 —2 12 12 -6

40 —4n 0 =2nJ+| 6n(n—-1) 6n(n-1) -3nn-1)

4 0 0 —4n  —6n  4n —3n(n—-1) —-3n(n—-1) in(n -1
-4 o) ) Z
0 0 4 —1lén —12n 4n én(n—-1) 6nn—1) -3n(n-1)

3 1sik>1

)_1 n_1 n_lyn (MYjkm-k _Lyn (M« k _
_4(]+1).Commelethommuent,A —4n(1+]) _4n2k=0(k)] I _4n2k=°(k)] .0r, | —{ Isik=0

1
4
1
2
1
4

N RO [RR R

n

= 5 () = 1455 ()91 i (s
or, Yk- 1( )3"1—12’13 1(;:) Zk 0( ) , ~4

1
—1=24n—Lponc am =L+ [tan -y =t
1 1
Xn41 (E nt yn+ Zn)\l (
Xn+1=(y"+1>= _xn yn+ Zn |=

3
Zn+1
N Xnt7 yn+ Zn)/

w

[31 + (4™ - 1)]].

3x4n

}’n = AX,.
Z n

WP RN R
BIR NP S| -

Xn ) 4" +2 4" -1 4"-1 1
Alors on montrer facilement par récurrence que vn, X,, = A"X,. Ainsi, [ Yn | = an 4" —1 4™"4+2 4"—1]| 2 ).
Zn 4" —1 4" -1 4"+ 2/ \-1
2x

Xn = 3% 4_1, XA+ D~y o Ixan 2/3
2x4" o . 2
Vp = 3X4n X4+ 4~ 10 Foyri 2/3. Ainsi les suites x, y et z sconvergent vers .
2x4"
Zn = Ix4n (2XA4" =5)~p s T Ixan =2/3



0 aa a 1
1 —
~0a-a" 2 1 1
Ex 15 Soita € R* etn € N\{0,1}. Soit 4 = 1 S U= ¢ |eev=[ ¢
an-2 noa 1 arlj—l
1 1 an-1
(= a 0
1. Montrerque A = UVT —1I. : 7 Mo A Ay il
Si Agl + LA+ 1,A% 4+ -+ 1, A" =0tq Ay #0alors A[— —[——A— - — A" =1
2. Endéduire A* tel que k € N. IR 2 ady # Oalors A[= 51 =3 P
3. Montrer que A est inversible et déterminer A1,
) L 1 aa? a1
1 1 a a a™” 1y n-2
1 1 a a_z an-1 ; a a
wvt=| ¢ |laa®-avH=| ¢ ¢ @ .. @ = Pmom i = A+ 1LDoncA=UVT 1.
1 14 g g pra ~a
an-t ant @ Gnoi gnel S
a
2.Alors comme UVT et I commutent, pour toutk € N, (UVT — ¥ =¥k 0( ) vHs(=nk—s =3k, (Is() (=DF=s@vT)ys.
1
1
Calculons (UVT)S : (UVTY2 = uvTUvVT =0TV . MaisVTU = (1 a a? - a™ )| ¢ |=0+1+-+1)=(n)=n.Par
1
an—l
S—1 T o
conséquent, (UVT)2 = UnVT =nUVT. Alors, (UVT)S = { IUSI;SSZS(;> 0 1l s’en suit :
K K
T _ nk — (K _1vk kY o1 \k=s TS — 13k kY ¢ _a\k=s,s—11T — (_ 17k Zk_k—ss—l T
VT -1 _(0)( 1) 1+Z(s)( DS UVT)S = (-1) 1+Z(S)( DF=sns1gyT = (=1)* + (S)( Df=snst| oy,
s=1 s=1 s=1
k 55— 1 k - - - (=¥
Etz’;ﬂ(s) (Dot = 23k, (S)(—1)k Sns]—T (n—1)* ==X ren conclus que : 4¥ = (=11 + [ (n — )k = =] oy
ouencoreA"=(—1)"I+E(n—1)" (1)](A+I)—[ (n—1k-—= +( 1)]I+[ (n—1)* - (1)]A

2. En particulier, A% = [711 (n—-1)>2 +nT_1] I+ [711 (n-1)>? —ﬂ A=m-2)A+(n-1I
Donc, ﬁ [A2-(n—2A]=1Iie A [ﬁ [A—(n- 2)1]] = 1. Ainsi Aest inversibleet A= = ﬁ [A—(n—2)I].

Ex 16 Soit A(a, b) = (a;;) T
1. CalculerA(a,b)P ,p EN.
2. Montrer que A% est combinaison linéaire de A et I. En déduire A= lorsqu’elle existe .
3. Calculer det(A(a, b)) (sous forme factorisée). Retrouver toutes les valeurs de (a, b) telles que A(a, b) inversible.
A=Db]+ (a—b)loul =1, et]lamatrice carrée d'ordrel dont tous les coef f.valent 1.

Comme | et ) commutent, bJ et (a — b)I commutent donc je peux appliquer la FBN et
p p P

a2 =@+ @-np = F) e (@-n)'™ =) Q)p<@-nrt = (7)pa - byt

k=0 k=0 k=0

4P = (a—b)PI + Z )b*(a= bk = @@= b1+ ) (7)b(a— bty
k=1

dans M, (K) telle que : Vi,a; = a et Vi # j,a;; = bolua et b scalaires .

AP = (a—b)PI + [z ( )b"(a - b)p"‘n"‘l] J.
or, 35, (§) b*a - byr=*nk=t = [52_ (V) ¥ (a = byr=*nk=1] = () b0 (a — byp om0

4 14
1 -b)P 1 b 1 —b)P
= [HZ (i) (bn)*(a — b)P~* | — % = Z (112) (nb)*(a — )P~k | — % ~[nb+a—b]P - M_
k=0 k=0

Ainsi, A7 = (a — b)PI + [%[nb+a—b]p—@]/ = (a—b)PI +=[[nb+a—b]P — [a— bJPY

En particulier, A2 = (a — b)?1 +%[[nb +a—b)?—[a—b)?) = (a—b)?I +%[nzb2 + 2(a — b)nb]] = (a — b)%I + [nb + 2(a — b)]b]
Or,bj =A—(a—Db)l.

Donc, A2 = (a — b)?I + [nb + 2(a — b)][A — (a — b)I] = [(a — b)? — (a — b)(nb + 2(a— b))|I + [nb + 2(a — b)]A

A% =(a— b)[a =)= (nb + 2(a— b))]] +[nb+2(a—b)]JA=(a—-b)[A1—n)b—al]l +[(n—2)b+ 2alA.

Donc, (a—b)[(1—n)b—a]l =A% —[(n—2)b+ 2a]A.

Si(a—b)[A1—n)b—a]#0ie.a+#beta=+(1—n)b alors

_ 1 2 _ _ — 1 _ _
= eBia—mr=a] [4%2 = [(n —2)b + 2a]A] = ia—m=al [A=[(n—2)b+ 2a]l]lA .

Donc A est inversible et A™1 = m[ —[(n—2)b + 2all].

Si(a—b)[1—-n)b—a]l=0ie.a=b ou a=(1—n)balors
A% —[(n—2)b+ 2a]A = 0donc A[A— [(n— 2)b + 2a]l] = 0.



Si b # 0 alors A nest pas diagonale donc A — [(n — 2)b + 2a]l # 0 et par suite, il existe un =e matrice B non nulle telle que AB =
0 donc A nest pas inversible.

Sib=0alorsa=0(cara=b ou a=(1—n)b) doncA = 0 etainsi, A nest pas inversible.

. c = = a _ o z =il _ 1 _ _
BILAN : A est inversible sietssia # b et a # (1 —n)b . Et le cas échéant, et A~ = Gopia-mpal [A—[(n—2)b+ 2a]l].

Puissances et inverse d’une matrice grace a un polynéme annulateur et la division euclidienne.

Inverse d’une matrice grace a un annulateur et la relation de la forme AB = I

11 1
12 n 1 1 1
22 2 12 n
12 n 00 0
1.A=|3 3..... 3 |.Donc, Vi€ [2,n],L; =iL;. Ainsi,A ~; 0 0-- @ |-Doncrg(4)=1.
teooom LTty
I H pou
nn n iezn] ‘0 0 0
1 2 n
2.Notons Uy, ..., U, les colonnes de A.
1
j
2 1
N 2
Alors AC = Y16 Or, qUy=jU;=j|3 =3 |=C.DoncAC = ¥7_,C = nC.
cours j :
cas particulier .
70.1 n n
J:
A
n
2
En conséquence, A (%C) = %(AC) = i(nC) = (%n) c=cC. Donc%C = | " |est une solution particuliére du systéme linéaire AX = C.
n
n
1 1 1
X1+-x+zx3+ 0 +-x, =0
X1 17,721 373 n’m x1+1x2+1x3+...+lxn=0
. X 200 + 20, +2xy o+ 2x) = 0 2o " 11 1
SoitX=[ ) AX=0 o 172727373 n'm ) 0=0 S X ==Xy — X3+ — =Xy
: ——— : Li<Li—iLy : 2 3 n
X (S.I.Q 1 1 1 pour
n associé a(S) n(xl + ExZ + §x3 + e 4 ;xn) =0 i€l2n] 0=0
1 1 1 Xyt x
_Ex2_§x3+"‘_;xn n 272 373 e
Donc sol(SH) = X2 /%5,.., xpréels p. Alors le cours assure que sol(S) = P /%3,.., x,Téels 7.
Xp 2+ x,

SiP(A) = 0et X" = P(X)Q(X) + R(X) tqg deg(R) < deg (Q) alors A™ = R(A).




1. A2=34-2I.
2. P(X) = X? — 3X + 2 est donc un polynéme annulateur de A. Cherchons le reste de la division euclidienne de X™ par P.

Le théoréme de la division euclidienne assure qu’il existe Q et R tels que X™ = PQ + R et deg(R) < deg(P) = 2. AlorsR=aX + bet
X"=X-1)X—-2)Q+aX + b.)évalueen leten2etjetrouve:1=a+bet2" =2a+ b.Donca=2"—1eth=2-2"

Ainsi, X" = P(X)Q(X) + (2" — 1)X + 2 — 2™ Par suite, A" = P(A)Q(A) + 2" - DA+ (2-2M)I=2"- 1A+ (2 -2M)I.
3.34—-A*=2I donc%A —%AZ =1 et%(31 — A)A =1.Donc A est inversibleet A™* = %(31 —A).

4. Par récurrence :

Init: A —24=A?-2A=3A-21—-2A=A-2I0K!

Propag®: Soitn € N*.Je suppose que A"t — 24" = A — 2I.

Alors, AM*2 — 24" = (A" —24MA=(A—2DNA=A?>-2A=3A—-2I—-2A=A—-2I0K!

Jen conclus par le théoréme de récurrence simple que Yn € N*, A"*1 — 24" = 4 — 2I.

5. VnEN*, Gppq =AW+ A—21 =2A"+ A— 2]+ A— 2] = 2A™ + 2A — 4] = 2G,,. Donc Vn € N*, G, = 2" 1G,. Ainsi,
vn € N, A" + A — 21 = 2" 1 (24 — 2I) = 2"(A — I) et finaleemnt, A" = (2" — 1)A + (2 — 2")1.

Si Aol + A A+ ApA2 + o+ 2y A" = 01q Ao # O alors A[— 21 —32A — - = 224" 1] = |
0 0 0

1 3 -3\/1 3 -3 1 -3 3
1.M?2=(3 1 =3]({3 1 -3]=(-3 1 3|=-M+2I;.DoncP(X)=X*+X—2=(X—1)(X+ 2) estannulateur de M.
3 3 -5/\3 3 -5 -3 -3 7

2.Soit p € N.Cherchons le reste de la division euclidienne de X? par P. Il existe un unique couple ( Q,R) de polynémes a coefficients réels tels
que X? = PQ + R et deg(R) < deg(P) =2.AlorsR(x) =aX +betXP = (X - 1)(X+2)Q(X)+aX + b.

Donc,1=a+bet(—2)?P =—2a+b.Alors,3a =1—(—2)Pet3b =2 + (—2)".
Ainsi, X? = P(X)Q(X) + %((1 —(=2)")X+ 2+ (=2)") 1).
X0
1

Par conséquent, AP = 5((1 —(=2)P)A+ 2+ (—2)P) I3).

I :h
)

1 -2 =2 1 -2 =2 1 -8 -8 )
14=(-1 2 -1){-1 2 -1)=(-4 7 —4)=44-3L, Parconséquent, A — 44 = —3I; et(—1) (A% —44) =
1 1 4 1 1 4 4 4 13
I; et finalement et (— %) (A—4DA = I3. Donc A est inversible et A7 = (—%) (A—4D).
2.a) Supposons que X € M3(R) et AX + XA = I; et montrons que XA? = A%X puis AX = XA.
CommeAX+XA=1;, A(AX+XA)=Al;=Aet (AX+XA)A=1A=A4; donc A’X + AXA = A= AXA+ XA? Ven déduis que :
A?X = XA?.De plus, A?> = 4A — 31,. Par conséquent, (44 — 313)X = X(4A — 31;) i.e. 4AX — 3X = 4XA — 3X.Donc 4AX = 4XA et ainsi,
AX = XA.Donc A et X commuent.
— — 1,-1 —(L4-1
b)AX+XA=1, = {AX tXA=1; @{ZAX =k = {zA (2ax) = (zA )13 =3 X=1a"1 Donc, Sol = {lA‘l}.
AX = XA AX = XA P 2 2
%A—lcommute
avec A




143 - A2+ A—-1=0doncA® —A*’+A=1etenfin(A2 —A+1)A=1.DoncAestinversibleet A1 = A2 —A+1.

A% =1=0A4%+0A+ 11. Doncay = 0,b, = 0 et c, = 1 conviennent.
Soitn € N. Supposons que : 3(ay, by, ¢,) € R3, A" = a,A? + b, A + ¢, 1.
Alors A™1 = A"A = (a, A% 4+ byA + cyDA = 4, A3 + by A2 + coA = a, (A2 — A+ 1) + b A2 + ¢, A = (a, + by )A% + (¢, — ap)A + a,l.
POSONS Gpp1 = Ay + by, byyq = ¢ — Gy €L Cpyq = Ay Alors, AV =a, A% + by A+ cppql.
Le théoréme de récurrence assure alors que Vn € N, 3(a,, by, ¢,) € R3, A" = a, A% + b A + ¢, 1.
3.La matrice est nécessairement de type (3,8)( car type(3,1) = type(3,8) X type(8,1))
Qny1 = Ay + by n+1 a, + b, 1 1 0\/% 1 1 0
vn €N, { bp 1 = ¢, —a, donc <bn+1> = <cn - an) = (—1 0 1) (bn>. DoncB = (—1 0 1) convient.

Cnt1 = Ap Cn+1 an 1 0 0/\C 1 00

1 1 .0y/1 1 0 0 1 1 1 1 00 1 1 0 0 1
4B*=|-1 0 1|/-1 0 1|=(0 -1 o]etB®*=(-1 0 1]{0 -1 0o|=(1 0 -1
1 0 0/\1 0 O 1 1 0 1 0 0/\1 1 0 01 1

1 1 0\/0 0 1 100
B*=(-1 0 1J{1 0 -1)=(0 1 0)=1I.
1 0 0/\0 1 1 0 0 1

Isir =4k
L r_)Bsir=1+4+4k
Ainsi, Vr € N,B" = Blsir =2 4 4k’
B3sir =3 + 4k
An+1 an an Ao
vn, (bn+1> =B <bn>. Montrons par récurrence sur n que : Vn, (bn) =B" (bo).
Ch+1 Cn Cn Co

Qo Qo an Qo An1 an ao ao
by | =11 by |. Soit n € N. Supposons que <bn = B™| by |Alors| bpt+1 | =B bn> =BB™| by | =B™1( by |. OK!
Co Co Cn Co Cn+1 Cn Co Co

a, a,
Le théoréme de récurrence assure que Vn, (bn> =B" (bo).
Cn Co

an ) an Qo an z(g::) an Ao
(bn =(b0 sin = 4k, (bn =B<bo sin=1+4k, , (bn>=B c/sin=2+4k, et bn>=B3 by | sin =3+ 4k.
Cn Co Cn Co Cn Cn Co

Qe = Ay =0 (Agpey = Ao+ by =0 (g2 =bo+¢o=1 A344x = Co =1
Celassignifie : {byx = bg = 0 {bypy1 = —ag +co =1et{ bypiz =—by =0 et

Cae = Cp =1 Cap+1 = =0 Cag+2 =g+ by =0 Capax =bg +co =1
DoncVk €N, A* =] , A%*l=4 , AY2=4% et A =42-A+1

b3yar = ao—co = —1

Puissances et inverse d’une matrice grace a une matrice semblable

Définition : les matrices A et B sont semblables lorsqu’il existe une matrice P inversible telle que B = P~1AP.

SiA = P~1BP alors Vk € N, A = P~1B*P et

(B inversible = A inversible et A= = P~1B~1p).




Inversibilité d’une matrice grace a 'obtention d’une relation de la forme AB = I

1 x y\/1 « y 1 x+x y +xz'+y
1.V(x,y,2x,y',2") € RS, (0 1 zllo 1 Z]=(o0 1 747 > €G.
0 0 1

0O 0 1 0 0 1 Donc G est stable par produit mais
., , , pas par combinaison linéaire.
1 x y 1 x y 3 2x+x 2y+y
Mais, 210 1 =z +<0 1 Z]=10 3 2z+7 | €G.
0 0 1 0 0 1 0 0 3
1 x y
2.Y(x,v,2z) € R3,1g (0 1 z | = 3. Donc tout élément M(x,y, z) de G est inversible.
0 0 1
1 x /1 —x xz—y 1 x—x xz—y—xz+y
De plus, (0 1 z (0 1 -z | = <O 1 z—2z ) = 1. Donc (M(x,y,2))~* = M(—x,—y,xz — y) € G.
00 1/\0 O 1 0 0 1
0 x y
3.Soitk € N. M(x,y,z) =1+ N avecN = <O 0 2z |. N est nilpotente car N3 = 0 et N commute avec I. Donc,
0 0 O
AP K\ i (k k k k(k—1)
k= yk J[k=J = 3k J = 0 1 2 = LU N2
M(x,y,2)] ZFO(J.)NI FO(}.)N (O)N +(1)N +(2)N +0=1+kN+"EDN
(Lo 0 % 3\ Lo (0 0 x7\ (1 kx ky + 5 5z
M(x,y,2)]*=(0 1 0]+k{0 0 =z |+ 2 00 0]=(g 1 kz .
0 0 1 0 0 0 00 O 0 0 1

Posons ay; = w* DD et b, = E-DAD = *-DI-1) posons € = AA = (cy;). Soit (k, 1) € [1,n]>.

2im
Gl = X1 Aishg = g @*DEDgEDU= = 3| (g7 )k-DE=D=(-10-1)

ezingk—ll n (eﬂ,@)nqzin(lc—n:l
i im(k— B " . zim(kl) i —
- e = pgE = e e e e T T
(e=1)(5=1)—(s=1)(1=1)= n iew -1
ks—Is—k+1=(k—1)s—(k—1) S -

=(k-D)(s—1)



Osik=l Ainsi, AA = nl. Par conséquent, A( ff) =I. Ainsi, A est

Comme(k, [) € I1,n]?, (k=D =0[n] & k=1L1Donc, ¢ = {n sik=1 %

inversibleet A"l =2 4

n

Ll Premiere méthode: Posonsa;; =1— &
sy;l?ole

de
Kronesker

Alors (A2);; = Tioy Ay = Sy (1= 83) (1 — 8j) = Thoy 1 — ey O — She Okj + Tike OB =1 — 8y — 8 + 66y

n—1sii=j

2 (o — —
n—Zsii;tj'Donc’A =n—-2)A+n-1IL

(4% ={

Deuxiéme méthode : 4 = (1 — 6;;) =]-L

(@i, )elLn]?
Commelet] commutent, A2 =J2-2[J+1?=n]=2]+I=n-2)]J+I=n-2)A+D+I=n—-2)A+ (n— DI

2. Alors, [A2—(n—2)Al=(n—Dlet ﬁ [A— (n—2)I]A =I. Ainsi, A est inversible et A=t = —— [A — (n — 2)I].

n-1

Inversibilité d’une matrice grace a la caractérisation[A inversible & (AX =0 = X = 0)]

Inversibilité d’une matrice par résolution d’un systeme :

[A inversible & (VY, le systeme linéaire AX = Y admet une unique solution™)]|

e cette unique solution sera,le cas échéant, X = A~Y.




a; =1
4., F= (aif)(ij)e[u A € Mn(R) telle que: Aii+1) = 2 :
o a;=0sij#ietj#i+1

1. detM =3+ 8 =11 # 0donc M est inversibleet M~ ' = L( 1 2)

11\—-4 3
2 2 2 1,\% 3,2 1,32 312
2. detN=a(a+b)+b*=a*+ab+b =(a+5b) +Zb.DoncdetN=0<:)(a+Eb) =0 etzb =0&sb=0=a.
Donc, N est inversible sietssia # 0 ou b # 0. Et, dans ce cas, N~ ! = m(a Z b _ab)'
000""1 X, =Yy 000".'1
000 -~ 0)/* Y1 Xy 1=y, (M 000 0|/
3;TX=Ye| :01 0: Pl=( i e el i)=[:010: i |.DoncT inversibleetT~1=T.
010 0 :J\x, Yn X =y, Xn 0100 :]\y
10--00 1= 7n 10--00
rg(H) = ndonc H est inversible
1 2 1 X+ 2%+ X3 =Y X1 =3’1_23’2+33’3+"'+(_1)n_1n3’n
01 2 X, + 2 F X = s %o =2 = 2y5 + 3y + 4 (D" E (= Dy,
oz (0) x; Y1 : () :
HX =Y & 2 1 ( : ) = ( : ) = Xp—3 + 2xn_2 + Xp-1 = Yn-3 & Xp_3 = Yn_3 — 2yn—2 + 3yn_1 — 4yn
(0) 1 2 n In Xn-z + 2Xn-1 + Xn = Yns Xn-2 = Yn-2 =~ 2¥n-1+ 3V
0 1 Xp-1 7+ 2Xp = Yn_q Xp—1=Yn-1— 2Yn
Xn = Yn Xn = Yn
(Hy)

Justifions par récurrence finie et double (*x): conjecture Vk € [2,n — 1], x,_; = Z;‘:O(—l)k‘j (k+1=)yn-j
Hp estvraiepourk =2etk =3carx,_, =YV 2 — 2Yn_1+3Yp et Xy 3 =Yn_3 — 2Vn_2 +3Vpn_1 — 4y,

Soit k € [3,n — 2]. Je suppose Hy_; et H), vraies.

Je sais donc que X, = X¥_o(=D* (k + 1 = )yn_j et Xpy_—1y = DX (D (k =1+ 1= )y

Alors, X, _(k41) = Xn—k—1 = Yn-k—-1 — 2Xn_k — Xn_k+1 = Yn-k—-1 — 2 Zf:o(—l)k_j k+1=yn-j— Z;{:—&(—l)k_l_j(k = J)Yn-j

k-1
Xkt = Ynoks = 26-DF R0+ 1=Ky = D [(=DF 0= Py + 26-DF Gk + 1= )y ]
=0
k-1 !
Xn-k-1 = Yn-k-1— ZYn—k - Z[(_l)k_l_j(k _1) + 2(_1)k_j (k _j)+2(_1)k_j]}/n—j
j=0
1
Xn-k-1 = Yn-k-1 " ZYn—k - Z[_(_l)k_j (k _1) + 2(_1)k_j(k _j)+2(_1)k_j]}/n—j
j=0
! k-1
Yoot = Ynckes = 2 = ) DK (k= + Dy
j=0
k-1
Xn—(k+1) = Yn-(k+1) — 2Vn-k T Z[(‘Dkﬂ_i (k+2=Dlyn-j
j=0
k+1 !
Sy = P DI +2= Dy
j=0

Donc, Hy,_, et Hy vraies=Hj, vraies.

Jen conclus que : Vk € [2,n — 1], Hj, vraie.

1 -2 3 (D" n 1 -2 3 - (- 1n
% (0 1 -2 3 (-D)"2(n - 1)\ 1 (0 1 -23 D" 2 (n— 1)\'
Alors, HX =Y & ( : ) = 1 —12 ( : ) Donc, H=1 = 1 —1
Xn -2 Yn —2
: ) Vo0 7 )

rg(K) = ndonc K est inversible.
Xy +2x,+3x3+ -+ nx, =y, X1 =y — 2y, +y3
Xy + 2x3 + x4+ +(n— Dx, =y, Xy =Y, —2Y3+ Y,
: (*) :
KX=Y &= {x, 3+ 2x,5 +3x,_1 + 4%, = Y3 S Xn-3 = Yn-3 — 2¥n-2 + Yn-1

Xnog + 2%p_1 + 3%, = Y Xn-2 = Yn-2 — 2Y¥n-1+¥n
Xn-1+ 2%y = Yn_q Xn-1=Yn-1~ 2¥n
Xn = Yn Xn = Yn
(Hy)
=

Justifions par récurrence finie et double (**): conjecture Vk € [2,n — 1], %,_x Yok — 2Yn—k+1 ¥ Vn-k+2-
Hj estvraie pourk =2 etk = 3 puisque X,,_, = Vp_2 — 2Vn-1 + Yn €t Xp_3 = Yn_3 — 2Vn_2 + Yn_1-



(Hr)
=

Soit k € [3,n — 2]. Je suppose Hy, ..., Hy_1 et Hy vraies. Je sais donc que, Vj € [[2,k], x,,_;
Alors, Xn—(k+1) = Yn-(k+1) — Z?:o(k +2 _j)xn—j

Xn—(k+1) = Yn—-(k+1) — 2}‘:2(" +2 _j)(Yn—j - 2yn—j+1 + yn—j+2) = (k+2)xy, — (k + Dxyq

Xn—(k+1) = Yn—(k+1) — E?:z(k +2 _j)(Yn—j) + 22?:2(" +2 _j)(yn—j+1) - Z?:z(k +2 _j)(yn—j+2) —(k+2)yp — (k+ DWn-1— 2¥0)
Xn—(k+1) = Yn—(k+1) — Z?:Z(k +2 _j)(yn—j) +2 j'(’_=11(k +2 _j, - 1)(yn—j’) - ?;io(k +2 _j” - 2)(yn—j”) + k.Vn - (k + 1)yn—1
Xn—(k+1) = Yn—(k+1) — E?:z(k +2 _j)(Yn—j) + 22;(;11(1( +1 _j)(}’n—j) - Z;:g(k _j)(yn—j) +ky, — (k+ Dyny

Ynoj = 2Vn—j+1+ Yn—js2

Xn—(k+1) = Yn—(k+1) — Ef;zz (Z(k +1-p—-k+2-)—(k _j))}’n—j = 2Yn—k = 3Vn-k+1+ 2kYp_ 1+ 2Vn_j41 — kYyn — (k — Dyp_1 +
=0
ky, = (k+ 1)yn_4
Xn—(k+1) = Yn—(k+1) — 2Yn-k — Yn-k+1 OK!!
(Hy)

fou)

CCL: Le théoréme de récurrence forte permat alors de conclure que : Vj € [2, k]],xn_l-

1-21 0 0
91—21 0

Yn-j = 2Yn_j+1+ Yn—js2-

Je peux alors conclure que K~ = 1 -2 1
w1 0 -2
0 - 0 " 1

Résultats généraux divers

Soit M = (m;;)i=1.n € My, (K) telle qu’il existe s € K tel que : Vi € [[1,n]],2§-‘=1m,-j =s.
j=1.n

Soit M? = (@ij)i=1.n. Soiti € [1,n].Vj € [1,n], a;; = Xi—; mymy;.

j=1.n
— — — — — — 2
Donc Y-y a;; = Xy (Thoy maemys) = Bher (Bhey muemu;) = Tiey mye (2}21 mkj> =Yk=1Mix XS =5 (Zﬁq mik) = {,d
= s indépendant
dei.

Donc M? posséde la méme propriété que M.

AE;; = matrice dont toutes les colonnes sont nulles et Ej; A.







