CORRIGE TD 21
Déterminants

Ex 1 : Résoudre le systeme suivant d’inconnue (X,Y) € M,(R)? :XY=(; 1) etYX = (_52 _31)
xv=0C Derx=(> 3)

o XY i é 1) etYX =2(_52 1 _31) et det(XY) = det (3 D

o XY = (2 1) etvX = (_52 _31) et det(X)det (Y) = 1

o XY = (2 1) etYX = (_52 _31) et det(X) # 0 et det (¥) # 0

& Xet Y inversibles et XY = G 1) etYX = (_52 _31)

o XetVinversibles ey =X~ (3 Nerx (3 Dx=(5 )

o Xetv mversibles etV =x (3 et (3 Dx=x(>, )

=3 bcd) eRYx = (" Z) et X ety imversivles et =x7 (3 Det (3 1)(¢ Z) = (¢ Z) (_52 2)

3a+c=5a—2b

< 3(a,b,c,d) ERY/X = ((cl 3) etad —cb # 0 et Y inversiblesetY = X1 (g 1) et 235121:536‘1__2%
2b+d=3c—-d
—2a+2b+c=0
3a—4b—d =0

< 3(a,b,c,d) € R*/X = (Z b) et ad — cb # 0 et Y inversible; etY = X1 (;23 }) et

d 2a—4c+2d=0

2b—3c+2d=0
c=2a-2b
< 3(a,b,c,d) € = etad —cb # 0 et Y inversibleetY = X~ et _ _= P - =
b,c,d R*/X Z Z d b+0etYi ibl Y Xl; 1 2a 4(2ad2b)3(-l|—2éba 4b) =0

2b—3(2a—2b) +2(3a—4b) =0

c=2a-2b
4 a b _ 31 d=3a—4b
< 3(a,b,c,d) e R*/X = (c d) etad —cb # 0 etY inversibleetY = X~ (2 1) et 0=0
0=0
< 3(a,b,c,d) € R*/X = ( )et a(3a — 4b) — (2a — 2b)b # O et Y inversible et Y = X1 (3 1)
T 2a—2b 3a 4b 32 14b N
4 2 2 . . _ 1 a-— -
< 3(a,b,c,d) ER*/X = (Za 2h 3q— 4b) et 3a° + 2b 6ab # 0 et Y inversible et Y = EYCNTTC N (Zb g )(2 1)
4 v a 2 2 , . . 1 9a —14b 3a-—5b
< 3(a,b,c,d) e R*/X = (Za “9h 3q-— 4b) et 3a° + 2b° — 6ab # 0 et Y inversible et Y = 73a2+2b2_6ab( 6b—4a  2b— a)
4 2 2 _ — a b — 1 9a —14b 3a —5b
& 3(a,b,c,d) € R*/3a? + 2b% — 6ab # 0 et X (Za_Zb 3a_4b)etY 73a2+2b2_6ab(6b_4a Zb—a)

De plus, 3a2 + 2b2% — 6ab = 3(a? — 2ab) + 2b% = 3(a — b)? — b% = (\/3a — v/3b — b)(~/3a —V3b + b).
Donc, , 3a% + 2b? — 6ab # 0 < (V3a—v3b—b) # 0 et (V3a—V3b + b) # 0.
. _ a b 1 9a —14b 3a—5b 2 2 2
Ainsi sol = {<(2a —2b 3a-— 4b) ,—3a2+2b2_6ab( 6b—4a 2b—a )) /a,b réels et3a“ + 2b* — 6ab # 0}
oy +emx =3 °
—* d’inconnue (X,Y) € M,(R)>2.

11
A= (4 —2)
1. Jesuppose que (S) admette une solution notée (X, Yp).

a. Montrer que X et Y, sont inversibles .

b. Montrer que: tr(Xy) = 0outr(¥y,) =0.

Ex 2 Soit (S) le systeme suivant

L. . _ P . v _ (4 8 _1(2 1
c.  Supposons ici que: tr(Yy) = 0. Montrer qu’il existe un réel A non nul tel que : Yy = 4 (4_ _4) et Xo = =7 (2 10)

2. Endéduire les solutions de (S) .

5 2 1
Ex 3 Sachant que 13 divise 546, 273 et 169, montrer, sans calculer D, que D = [4 7 6| est un multiple de 13.
6 3 9
Il existe trois entiers naturels a, b et c tels que 546 = 13a, 273 = 13b et 169 = 13,
5 2 1 5 2 1 5 2 1
=4 7 6 = 4 7 6 3|14 7 6|=13d.Donc D est multiple de 13.
6 3 9lLyeLy+10L,+100L, (546 273 169 a b ¢
dET
1 1 1 1 cos (a) cos (2a)
Ex 4 Calculer les déterminants suivants:dy = [a+b b+c¢ c+al,d, =|cos(a) cos(2a) cos(3a)f,
ab bc ca cos (2a) cos (3a) cos (4a)
LI a* b ab 2 a-b—-c 2a 1 3 3
ds = %23 b,d4—ab a® b, ds=|pb—a—c 2b 2b ,det(A—AI)oﬂA:(—Z 11 —2)
ad 2 .
1¢dcd b ab a 2c 2c c—a-—>»b 8 -7 6
2a a—b—c 2a a+b+c a+b+c a+b+c 1 1 1
ds=|b—a-c 2b 2b = b—a—-c 2b 2b =(a+b+c)lb—a—-c 2b 2b
2c 2c c—a—blLicLi+L,+Ls 2c 2c c—a—>b 2c 2c c—a-b




1% 0 0
= (a+b+c)|b—a-c b+a+c a+b+c =(a+b+6)|b+a+c _b+a+c =—(a+b+c)’
> 0 (b+a+c)
CreCy—Cy 2c 0 —c—a-—->»
C3Cs—Cy
1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0
di =|la+b b+c c+al=lath c—a c—b |=(—-a)lc=b)|la+b 1 1|=(C—-a)lc=b)|la+b 1 0
ab bc ca ab  b(c—a) a(c—b) ab b a ab b a-b»b
= (c—a)(c—b)(a —Db).
1 cos(a) cos(2a) 1 cos(a) cos(2a) 1 cos(a) cos(2a)
cos(a) cos(2a) cos(3a)| =] cos(a) cos(2a) cos(3a)|=[0 cos(2a) — cos*(a) cos(3a) — cos(a) cos(2a)
cos(2a) cos(3a) cos(4a) cos(2a) cos(3a) cos(4a) 0 cos(3a) — cos(2a) cos(a) cos(4a) — cos?(2a)
—sin?(a) —sin(a) sin (2a) ) . sin(a)  sin(a) 2 2 1 1
B |— sin(2a) sin (a) —sin?(2a) = sin (@)sin (2a) ‘sin(Za) sin(za) ~ ™ (@)sin” (2a) |1 1| B
Ex 5 Soit (a,b,c,d) € R* et P(X) = a + X + yX? + X*.
1a a®a* 1aa P@
_|1 b p?p*| _|1 b b% PD)
1. MontrerqueD = 1ceet|lcepof

1d gz gl [14dg2pa)
2. Enchoisissant judicieusement P de sorte que la derniere colonne soit « presque nulle », calculer D.

1a a® a* 1a a® P(@
1 |1b b b - 1 b b* P(b)
S FRoa- ) o 1¢ ¢ Pl
1d d? d* Cy—Cy—(aCi+BC+yC3) 1d d2 P(d)
2. Posons P(X) = (X —a)(X — b)(X — ¢)(X — k) et choisissons k de sorte que le coefficient de X3 soit nul dans la forme développée
deP.
coeff(X?) _ , _ - i
 eoef [(7) —(la somme des racines de P) = —(a + b + ¢ + k). Donc prenons k = —(a + b + c)et finalement,

PX)=X—-a)X-b)X—-c)X+(a+b+0)).
1a a? P(@ laa? O

1 a a?

_[tpp2 PG| _J1bb2 0 |_ 2
Alors, D = |1 ¢ c2po|=lice o =P(|1 b b2
1d g2 p@yl |1d g2 P(d)* L c ¢

vandermonde

D=(d-a)d—b)(d—c)a+b+c+d)(c—a)a—Db)b-oc).

Ex 6 Soit n un entier impair et A une matrice carrée d’ordre n, antisymétrique . Montrer que det (4)=0.
detA = det(AT) = det(—A4) = (—1)"det(4) = —det(A). Donc det(4) = 0.

Ex 7 Soitn € N\{0,1} a et b des scalaireset A = (aif)(ij)e[u e dans M, (K) telle que : Vi,a;; = a et Vi # j,a;; = b.

Calculer det(A) (sous forme factorisée). Pour quelles valeurs de (a, b), Aest-elle inversible ?

ab b ab by et (®m—D1bp b 1b b b
ba b ba b a+m—-1)b a 1lab b
A=]: b : |.Doncdet(4) =|: b H= : beeeoe H=[a+n-Db]|i b a- | =[a+
b : b b : b a+(n—1)b : b 1: b b
b p a b p al la+(m-1Dbb a 1bb a

1* b b b B
0 a—b O 0 ab (,O,
(n—1)b]| : 0 a—b--- : =[a+ (n—1)b](+1) i =[a+ (n—1)b](a—b)" L.
0 i i 0 o
0 g —
0 0 0 a—b © a—b

déterminants d’ordre n—1
Ainsi, A est inversible sietssia + (n —1)b # 0eta # b

Ex8A;=|1|etVn = 1,A,= . 1 déterminant d’ordre n . Calculer A,, .

6 1
1 1.+ 1
0 -0 1
Pl - - n nt1)
An=1y 15 3| = (CDMApg= (=)™ Ay Done, Ap= [TEZ(-D A= (-DZrk = (=)=
1 1. 1
n n
() (p ~1)
(n F 1) <n F 1)
Ex 9 Soitn et p deux entiers naturels. Et A, ,= 1 p—1 déterminant d’ordre p .
o mHp-1y (n+b—1)
- ( 1 ) p—1

1) Effectuant des opérations sur les colonnes , montrer que : pour tous p € {0,1}et n €N, A, ,=Ap 41 5=An 511
2) En déduire la valeur de Ay, ;.



T G I iy 0om - ——(pglff(pgz)
o el 8 el B0
(n+1g—1) (n+11)—1)m (n;le) (n+é;—1) (n+é;—1)_:. (n:}-le)_F(;;i;)

Triangle de Pascal

e e -

(n+é—1) (n+;;o—1) (;+117)

Ch<Cp—C,_1+Triangle de Pascal

6 IR (S B (R

(e g

cry ey - (’;i’;) <Zf

) (e () )

N (P I () B iy
1 (n -{ 2) ) (;H_-%) (;ltﬂ = An+1,p-
O (P I e I e
n n
(’8)1 ) I 1) I (B‘)1 @D G- 1)
+ +1 + ' + +1 +
An‘p= (Tl : ) (n j ) (;l + 1) +trLangleEde Pascal (Tl : ) (n : ) | (;l + 1)
..... n
(3)1 (711)1  (p- 1) 1 (1) S (p-)
+ + + n n
+trf;r;ng:1l;n1;;scal (n 0 ) (n 1 ) (;Jl - 1) () 0 (0) (p — 2)
- = : o n+zp_3 =1 o ; njrp—z =1x0,,
I G N (S I IR G S I Gy
0 m+p-—2 n+p-—2 0 Mm+p—2 n+p-—2
( 0 ) ( p—2 ) ( 0 ) A < p—2 )
Et par conséquent, A;{:pﬂ A;{p "‘)f'i
2) Alors App=Ap_1p= Ap_gp= .= Agp= Ay g = -+ = Ago= |(g)| -1

Ex 10 Soit a4, ay, ..., a, des réels. Calculer A, (aq,as, ...., ay,,

x 0 -
0 x
An(aq,a; ap,x) =|i o
0 3l
n ap—4
_____ detd’ordren
x i (0)
=xAp_1(ay,az, .., @n_q,x) + (=) q, (1) g, |77 - i
o i ox
detd’ordre n—1
= xA,_q1(ay,ay, ..., Qp_1,x) — adx™1
Alors, A,_q(aq,az, ..., Qp_1,x) = xAy_s(aq,ay, ..., Ap_y,x) — a,zl_lx" 2 et par suite,
An(ay, ag, ..., 0y, X) = x*Ap_5(aq,05, ..., Qp_p,X) — a2_1x™ 1 — a2x™1

De méme, Ap_5(ay, Az, v\ Anz,X) = XAp_3(ay, Az, ..., Qn_3,x) — a2_,x™ * et par suite,
— .3 2 -1 _ 42 -1 2,mn-1
Ap(ay, ay, ..., ap,x) = x30,_3(ay,ay, .., Gpoz, X) — af_ox™ P —ah_x™ 1 —apx™



Conjecture : A, (aq, Ay, ..., Gp, X) = X" 1A (ag,x) — a3x™ 1 —a2x™ "t — o — @2 _,x" 1 —qaZ_ x"1 —a2x™t

— xn—l(xz _ alz) _ a%xn—l _ a%xn—l e — arzl_zxn—l _ a121—1xn_1 _ a%xn—l
An(ay,ag, e, @, x) = x™1 — (@2 —a2 — - —a%_,—d2_ | —a2)x™ L
Init: A;(a, x) = x? — a2
Propag : Soitn € N*. Supposons que A, (ay, ay, ..., @y, x) = x™ — (a2 — a2 — -—a%_, —a?_; —aZ) x™ 1. Alors,
Dni1(ay, @z, ., nyy, ) = X0y (ay, 0z, ..., Gp, X) — @7 X1
=x[x"*t —(a,* —af — - —af_, —aji 4 —a}) x" ] —aj X"t
=x""? —(a,* —af - —ab_, —ai g —af—aj) X"t OK!

Ex 11 Soit / la matrice de M,,(K) dont tous les coefficients valent 1 .
1. Soit A € M, (K) . Pour tout scalaire x , on note P(x) = det(A + xJ) . Démontrer qu’il existe un scalaire w tel que : pour tout
scalairex, P(x) = det(A) + w x . w dépend-il de x ? Que peut-on alors dire de P ?

¢, b
a c, -
2. Application : Soient (a,b, ¢y, ...,c,) €E K" 2etM =] i -~ € M,,(K).
a) Déduirede 1. lavaleur de det(M)desquea # b.
b) Calculer det(M) danslecasota=betc; ==c,=cC.
a;1+x a;p+x ag,t+x a1 a1 +Xx  ap +Xx x Qi +XxX a,t+x
a21+x a22+x a2n+x azq a22+x a2n+x xa22+x a2n+x
P(x) = det(A+ xJ) = : O =|: P + | : :
Ap +X app + X app +x An1 Apz + X app+x X Qpp +X appt+x
|11 Q12a13+X At X| |11 x Aip T X x Q12 Gan
Az1 Q2013 +X Ayt X A1 x GuntX| |[x G2z Q2n
= : : : +1 : + 1 :
Qn1 An20y3 + X Qpp +X n1 X App +X X Qnz  Onn
Ay; Q12013 Qup + X a1 Q12 x Qpt+ X ai; 1 Qn 1 @12 Qun
Q21 Q22013  Qzp + X Q1 Q2 x QptX az1 1 Q2 1 Q22 Q2pn
— : H o : + H H H : +x H B : +x|: H :
n1 Ap2@13  App + X n1 Gn2 X  Qpp +X n1 1 Qpp 1 apz ann
a1 Q12013  Qipn a1 Qg2 1 a1 1 Qn 1 @12 Qin
Qaz1 QAz2013 don az1 Ay 1 az1 1 Gon 1 Q22 Q2n
=] R R B 2 R ] TS I S B (AP ER :
An1 An2Q13 Ann an1 An2 1 an1 1 Ann 1 an2 Ann
aj; Qi 1 a1 1 Qin 1 @12 Qin
az1 Q2 1 a1 1 Qpn 1 Q22 Q2n
=det(d) +txwouw=| : : R [ : N I ¢ | estindépendant de x.
an1 An2 1 an1 1 anpn 1 anz2 Ann
1 b o
a Cy .
APPLICATION : M = | : - :
Y b
a ... i q Cy

a) Doncd’aprés 1., il existe un réel w tel que Vx € K, det(M + xJ) = det(M) + xw.
En particulier,

pourx = —a, det(M)—aw =det(M —aJ) = =JIiz1(cx —a) (L1). Et,

pourx = —b, det(M) — bw = det(M — b]) = = [Ig=1(cx — b) (L2).

a;b o a=boc,—b
Alors (bL1) — (alL2) donne : bdet(M) — adet(M) = b [[p=1(cx — @) — alp=1(cx — b) .
Comme a # b, je peux conclure que : det(M) = ﬁ[b [Ti=1(cx — a) — allp=1(cx — b)]

c oq - i

=a/+ (c—a)l.




car le déterminant
est linéaire par rapport
a la prmeiree colonne

= (c+(n— l)a)

c+(n—1a q -
| acatertclc+ (n—1Da

en développant

1% a a par rapprot ila _
0 c—a 0 it O |[premiérecolonne ¢ 0 a0 0
dettM) 2 (c+(n—-1Da) 0 0 o o (c+(m-Da) | 7 7. 0
N | ’ : :
0 0 “oc—a 0 o c—a

déterminant d'ordre n—1
car le détermiant

d'une matride triangulaire
est le produit des coef ficients
de la diagonale.

det(M) = (c+(n—1a)(c—a)* 1.
Ainsi, M est inversible sietssi ¢ € {—(n — 1)a, a}.

0~ q b0
Ex 12 Soit n € N\{0,1}. Calculer A, (a,b) = |* ii , i i|déterminant d’ordre 2n.
. o 0
a
a+ 0 0 b(_l)Z'n—1+1
o b 0
Ap(a,b) = N + (=12 1p |il : :
0 =21 0 0
b(_1)2n+1 0 a 0
detd’ordre 2n—-1
b a 0 b
0 —b? 0 a 0 = (a® — b®»)A,_1(a, b). La suite (A, (a, b)) est donc géométrique de raison (a? — b?). Ainsi,
a b 0 a
detd’ordre 2n-2 detd’ordre 2n-2
Vi, By(a,b) = (a2 = By (@ ) = (@ = B [0 D] = (@2 - b2y,

Ex 13
1. Démontrer que AS,(R) & S, (R) = M, (R).
2. VM € M,(R),f(M) = MT. Calculer det (f).
Pour toute matrice M € M,,(R),M = %(M +MT) + % (M — MT) est I'unique écriture de M comme somme d’une matrice de
eSp(R) €AS,(R)
S, (R) et d'une matrice de AS, (R). Donc, AS,,(R) @ S, (R) = M, (R). Alors la concaténation d’une base B; de AS,(R) et d' une base
B, de S, (R)donne une base B de M, (R).

Alors matg f = diag | —=1,—1,..,—1,1,1,..,1 |.Donc det(f) = (—1)4im(“4s.®) or dim(4S,(R)) = Xp=5k . Ainsi,

dim(4S,(R))  dimSy(R)

_ (n-1)n
T2

det(f) = (—

Ex 14 Soit E = R, [X] et f définie sur E par f(P) = ;( ( ) +P (X+1)) .

Montrer que f est un automorphisme de E.

Déterminer tous les réels A tels qu’il existe un polynéme P de E non nul vérifiant f(P) = AP.

Pour tout k € [0,n], Qx € R[X] telque: Qx # 0 et f(Qx) = %Qk. Montrer que (Qk)kefo,njeSt une base de Ry, [X].

Donner la matrice de f dans cette nouvelle base et calculer det(f).

L f(aP +50) = 2 (P (£) + o (£) + ap (X2) po (£22)) = (aP &)+ ar () +£(e %)+ (1)) = ar ) + Br@.
L L[(x\% | rxen\k K K K 1 [k
De plus, f(X*) = E((E) + (T) ) 2k+1 X+ X+ 1D = 2k+1 (2x* + Tk(X)) = —k(X += Tk(X)) avec degTy < k..Donc

deg (f(X")) = k. Ainsi, Yk € [0,n], f(X¥) € R,[X].
Par conséquent, VP = Yp_o ap X*, f(P) = Xi_o arf (X¥)donc degf (P) < maxyeponyf (X¥) < n. Donc,, VP € Ry[X],f(P) € Ry[X]. )" en
conclus que f est un endomorphisme de E.
De plus, f envoie la base canonique de Ry, [X] sur la famille (£ (X¥*))x=o.n .Cette famille (£ (X*))x=o.n est une famille de polynémes de
R, [X], échelonnée en degré sans polynéme nul, donc est libre. De plus, card (f (X*))g=o.n = n + 1 = dimR,[X]. V'en déduis que
(f (X*))k=o.n st une base de R, [X]. Comme f envoie une base sur une autre base, je peux conclure que f est un automorphisme de R,,[X].
3. Aestun réel vérifiant qu’il existe un polynéme P de E non nul tel que f(P) = AP
& Ker(f — Aidg) + {0}
& f — dlidg n’est pas injective
& f — Adidg n’est pas bijective
<det(f —Aidg) =0
edet[matg (f — Aidg)] =0

Or, matg (f — Aidg) = matg (f) — Amatg_(idg) est triangulaire supérieure et sa diagonale est constituée des réels zl—k — Atgk € [0,n].

= P PPEF




Donc, det[mats, (f — Aidg)] = [Tio (5 — 2). Ainsi, det (f — Aidg) = 0 < A € {3/ k € [0,n]}.

4.D’aprés ce qui précéde, pour tout k € [0,n], Ker (f - %idb—) # {0}donc il existe Qi € R[X]telque: Q, # 0et f(Q) = Zl—ka.
Montrer que B = (Qk)efo,njest.une base de Ry, [X]. Pour cela, montrons d’abord que deg(Qx) = k.

Posons Qy = Z?:o a]-Xj tq p = deg(Qy) et a, # 0.Alors, f(Qx) = 5-7:0 a]-f(Xj) = 5’20 a]-%(Xj +%Tj(X)) .Or, f(Qr) = %Qk.

1(yi, 1 1 i . e - . 1 1, 101
Donc, Z?:o a; E(X] + ETf(X)) =% 5.’:0 a;X’. Alors, par identification des coefficients dominants, a, 7= Oy leap (2—p - ;) =0

101 .
Donccomme a, # 0, > k= 0 et par suite p = k.

Ainsi, la famille (Qx) kepo,njest échelonnée en degré donc libre. De plus, cette famille contient n + 1 polynémes de R, [X]. Commen + 1 =
dim(R,[X]), je peux conclure que (Qk) kefo,njest une base de R, [X].

. 11 1 1 _rn 111
4. math = dlag (1,5,;,?,...,Z—n).DOTlCdet(f) = k=0§ —m—w.

1 3 3
Ex 15 Soit f 'endomorphisme de R3 canoniquement associé 8 A = (—2 11 —2).
8 -7 6
1. Déterminer tous les couples (1, U) € R x R3 tels U # (0,0,0) et f(U) = AU.
2. Endéduire que A est semblable a D = diag(—2,7,13)



