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Espaces vectoriels et sous-espaces vectoriels. Familles libres-génératrices-bases .

| Sous-espace vectoriel . Famille génératrice
Ex 1 vect(...)

1 2 1 -1
1. Montrer que vect 1,13 |=vect{|2],] O .
1 4 3 1

2. SoitP(X)=1+2X+X*,QX)=2—-X—-2X?> etR(X) = —1+2X + kX?.
Déterminer les réels k tels que : vect(P, Q) = vect(P,Q,R) .

Ex 2 Espace vectoriel quelgcongue
Soit (E,+,.)unK —e —v.
1. Soit F et G deuxss-e-vd’'un K.e.v E tq:F et G distincts de E et de {O_E)} .
E\F est—ilunss-e-vde E? E\F U {075} est—ilunss-e-vde E ? (F U G) est-il un ss-e-vde E ?
2. Soit F unss-e-vde E et y et y deux vecteurs de E.

Montrer que : F + vect(¥) = F + vect(¥) sietssi il existe Z € F et (a, b) € K? tels que ab # 0 et Z + a¥ + by = 05
3. Soit§ = (uy,..,1U,) une famille de vecteurs de E.

a.  Soit F un ss-e-v de E contenant iy, Uy, .., ii,. Quelle propriété fondamentale de F justifie vect(ﬂ’l, Uy,.., Tip) cF?

. Soit F={ayil; + aylly+.. +a,tl,/(ay,.., @) € KP} et G = {ay; + aytly+.. +ayt,/(ay,..,a,) € KP et ar+.. +a, =
0}. Lequel de ces deux ensembles F ou G est vect(ﬁl,l_iz, . .,fip)? Justifier. Quelle relation y-a-t-il entre F et G ?

e. Montrer que F et G sont deux ss-e-v de E et en donner des familles génératrices.

d. Donner une écriture de 1, puis de 0 comme combinaison linéaire de 1y, Uy,.., Uy. Ces écritures sont-elles uniques ? A quelle
condition sur g, cette écriture est-elle unique ?

e. Compléter et justifier : vect(ﬁl,..,ﬁp,W) = vect(ﬁl,..,ﬁp) STEESST W eoe eee eee e e e e e et

[ Déterminer plusieurs familles génératrices de F et de G.

4. Remplir avec I'un des symboles suivants : =,< ou < :

a. Soit x,y et z des vecteurs de E.Alors, (x,y, z) liée ......coeueuueee. x € vect(x,y).
b. Soit A et B deux partiesde E. A C B......ccceeneueeen. vect(A)Cvect(B).

e. SoitFetGdeuxss-evdeE. F UG ss-e-v ... FcagG.

d. SoitFet(Gdeuxss-evdeE. F+G =G ... FcaG.

Ex 3 Ensembles de fonctions

Barrer dans la liste suivante les ensembles F qui ne sont pas des ss-e-v. Expliquer pourquoi ils n’en sont pas et pourquoi les autres
sont des ss-e-v. Dans les cas (*), chercher une famille génératrice puis une base et la dimension de F. On précisera quand F est un
plan ou une droite vectoriel(le).

1. F ={(x»m (ax®+ bx + c)cos(x))/a,b,créels} (*).

F={f:R->R/f(1) = f(2)}}

F={fiR->R/f(1) =f'"(1) —3f(2)}

F est I’'ensembles des applications de R dans R réelles et constantes (*).

Soit L un réel fixé. F est l'ensemble des applications de R dans R de limite L en +oo.

F = {(x > Px)ch(x) + Qx)sh(x)) /(P, Q) € Ry[X]} (*).

F = {f € C'((-10],R)/¥x € R, (x* — D)f'(x) = xf ()} (*).

Soit F = {f € F(R,R)/3(a,b,a,B) € R*, Vx € R, f(x) = acos(x — a) + bcos(x — B)} (*)

Soit ¢ une application de R dans R. F est l'ensemble des applications de R dans R négligeables devant ¢ au voisinage de 0.
F={feC’([-11LR) / fy-10] et f/oq1) sontaffines } (*).
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Ex 4 Ensembles de n-uplets Mémes questions....

1. F={x(1,0,0) + y(0,1,0) + z(0,0,1)/(x,v,2) € R3 et xz = y}
2x+y+3z+t—2w=0

2. F= {(x,y,z,t,w) € RS/{3x—y+z+2t+w =0:.(*
5x—2y—z+4+t+3w=0

3. Soitn=3etF ={(xy, ... %) ER"/ Y p_1kxp = Dpe1 % = 0} (¥)

F={(xy,2) ER}/(x—¥)*= (x +»)*}

5. F={(a—b,a+3b+c,c—a) € R3/a,b,créels} (*)

»

Ex 5 Ensembles de vecteurs de I'espace géométrigue E Mémes questions....
Soit 7,7, k trois vecteurs de E non coplanaires (ils forment donc une base de E)
1. F={€E/A(ny) € REU=ul+yj} (¥



F ={al+bj +ck /(a,b,c) € R3eta+b +c = 0}(*)
s e, T 3 2a—b+c=0 |4
D—{az+b]+ck/(a,b,c)6¥{fet{a+4b_zc=0}()

Soit t unréel. F, = {al+ bj + ck /(a,b,c) € R¥%eta+b+c =t}

F ={al+ bj +ck /(a,b,c) € R3et a* + bc = 0}

Soit a un réel fixé.F, = {u e E/ 12._? =a}.

produit
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Ex 6 Ensembles de suites Mémes questions....

Soit a un réel fixé. F est I'ensemble des suites réelles vérifiant : Vn, U, 5 + Upyq + u, = a.(*)
F est 'ensemble des suites vérifiant : Vn, 1 = u,>2.

F est I'ensemble des suites complexes et bornées.

Soit u une suite réelle fixée. F est I'ensemble des suites équivalentes a u.

F est I'ensemble des suites majorées par leur premier terme.

F est 'ensemble des suites somme d’une suite croissante et d’une suite décroissante.

F est I'ensemble des suites périodiques.
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Ex 7 Ensembles de polyndmes Mémes questions....Soit n € N.

1. F={a+(a+b+c)X+ (2c—b)X?/a,b,créels}.(*))

2. F={a+bX+cX?+dX?/abc,d €C et {g;f;f:fj - 8}.(*))

3. F={PeR[X]/(X?+ 1)P” —6P = 0}.(*) 8.F={P€ RS[X]/IS(l) =P(-1) = 13'(—1)}(*)

4. Festl'ensemble des polyndmes de degré 5. 9.F = {P € R,[X]/P(3) + 2P"(3) = P'(3)}(*)

5. Festl'ensemble des polyn6mes constants. (*) 10. F ={P € R,[X]/P(X +1) = P(X)}*)

6. F={PeR[X]/P(1)=P"(1) =1} 11. F = {P € R,[X]/XP(X + 1) = (X + 3)P(X)}(*)
7. F={P€ ]Rn[X]/fOlP(t)dt = 0}.(*) 12. F = {P € R,[X]/ X7, P®(0) = 0}(*)

Ex 8 Ensembles de matrices Mémes questions....
Soit n € N\{0,1}.
x+y y+z x+z
Lo F={") 70 T ) ey ey

a+d=b—c

_¢a b 4 *
2. F—{(C d)/(a,b,c,d)e(c et {2a+3b=c+d } (%)
3. Soit A€ My(R) et F = {M € M, (R)/AM = MA} ((*) dans le cas oti A = (_12 _63)).
4. F estl’ensemble des matrices complexes carrées d’ordre 2 de déterminant nul.
5. Soit A€ M,(K)etF ={M € M,(R)/3P € GL,(K),M = PAP™1} (F est 'ensemble des matrices semblables 3 A).
x 0 . x 0
6. F= {(0 y) /xy =0} puis F= {(0 y) /xy # 0}
7. F =5;(R) (*) puis F = AS3(R) (*) puis F = D, (R). (*) puis F = TL,(R). (*)
8. F estl’ensemble des matrices carrées d'ordre n nilpotentes.

Il Somme, intersection, supplémentaires, somme directe or nothing
Ex 9 dans K"
1. Soit F = {(a+2b,a,2a+ b,b)/(a,b) € R*}etG ={(x,y,z,t) ER*/x—2z=0 et x+y—t=0}
a. Montrer que F et G sont deux plans vectoriels de R*
b. Justifier que F et G sont supplémentaires dans R*.
e. Ecrire X = (1,2,3,4) comme somme d’un élément de F et d’un élément de G.
2. E=R" etF =vect((1,1,..,1,1)) et G = {(x1,%5,..,x) e R/ X}_; x; = 0} .
a. Justifier que F et G sont des ss-e-v de E et en déterminer une famille génératrice puis une base.
b. Montrer que F et G sont supplémentaires dans E .
3. SoitF ={(x,y,2) ER3/x+y—2z=0}etG ={(a,3a,b)/(ab) € R?}
a. Montrer que G et F sont deux plans vectoriels. On en donnera une base et on donnera une équation de G.
b. Donner une famille génératricede F+ G ,de F NG.
e. Trouver un vecteur X € G tel que F et vect(X) sont supplémentaires dans R3.

3x — —t+w=0
4. SoitF = {(x,y,z,t,w) € RS/{Zxx— yy_—i_ZZZ_ t+—v::v _ 0} etG ={(a,a+2b,b—a,2a+b,a+b)/(a,b) € R?}.

a. Montrer que F et G sont deux ss-e-v de R>. F et G sont-ils supplémentaires dans R> ?
5. Montrer que F = vect((—2,-6,0,1,1),(3,9,—1,-1,0),(1,4,—1,-1,1))

Pour quelles valeurs du réel x , (2x,0,3,—3,x) € G?

Donner un systeme d’équations décrivant G (comme pour F).

-



Ex 10 dans ¥(D, R)
1. Soit E I'espace vectoriel des applications de [0,1] dans R continues sur [0,1] . Soit F 'ensemble des applications de
[0,1] dans R constantes et G = {f € C°([0,1], R)/ folf(t)dt = O}
a. Justifier que F est une droite vectorielle.
b. Montrer que F et G sont deux ss-e-v de E supplémentaires dans E. Que peut -on alors dire de G ?
e. Décomposer (x = x?In (1 + x)) comme somme d’un élément de F et d’un élément de G .
2. Soitn EN,n>2, E=C}(RR)et F ={f € E/f(0) = f'(0) = 0}, G I'ensemble des applications affines et H I'ensemble
des applications polynomiales de degré inférieur ou égal a n et V = vect(ch, sh)
a. Montrerque F, G et Hsontdesss-e-vde Etelsque F® G =Eet F @ V =E.
Déterminer f € F et g € G telles que exp = f + g. Donner une expression intégrale a f.

b
e. Déterminer une base de G et une base de H.
d. Décrire FNH et GNH.Montrerque (FNH)® G =H.

Ex 11 dans RV
1. Soitp €Net F = {ueRN /Vn,ups =u,}etG = {uek Ju; =u, =u; =u, = 0}.
a. Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels de RN supplémentaires dans RN .
b. Déterminer une base de F.
2. SoitE ={u€RN/Vn €N, uy; =3Upq +2u,}, F={u€RY/Vn €N, upy + 2upy,q +u, = 0} et G 'ensemble des
suites géométriques de raison 2.
a. Montrer que E est un R-e-v.
b. Montrer que F est un plan vectoriel de E et G une droite vectorielle de E.
e. Prouver que F et G sont supplémentaires dans E. En déduire une famille génératrice de E.
d. Sil'on définissait une équation caractéristique de E , quelle serait-elle ? Quelles seraient ses solutions ? Est-ce cohérent
avec le résultat de la question 3. et le cours sur les suites récurrentes d’ordre 2 ?

Ex 12 dans R[X] ou de R, [X].
1. SoitF = {aX + bX?%/a,b € R}et G = {P € R3[X]/P(1) = P'(2) = 0}.Montrerque F @ G = R;[X].
2. Soit Q un polynéme réel fixé non nul et de degré p. Soit F 'ensemble des polynémes divisibles par Q . Montrer que F et
R,_1[X] sont deux sous-e-v supplémentaires dans R[X].
3. F={P€eR[X]/P(1)=0}etG={aX/a€R}.
a. Montrer que G est une droite vectorielle. .
b. Montrer que F et G sont supplémentaires dans E.
e. Donner un sous espace vectoriel de E qui ne soit pas supplémentaire de F dans R[X] .
d. Soitn € N. Donner une famille génératrice de F N R, [X].
4. Soitn € Net ay,ay, ..., a, des réels tous distincts.
a. Soiti € [0,n].Déterminer I'unique polynéme L; € R, [X] tel que : Vk € [0,n]\{i},L,(a;) = O et L,(a;) = 1.
b. Montrer que (Ly, ..., L,) est une base de R,,[X]. Donner les composantes du polyndme constant 1 dans cette base.
e. Endéduire que ¢: R,[X] » R*** définie par : 9(P) = (P(ay), P(a,), ..., P(a,)) est bijective.
d. Ondéfinit F = {f € F(R,R)/ f polynomiale et deg (f) < n}etG ={f € F(R,R)/ f(ay) = f(a) =...= f(a,) =
0}.Montrer que F et G sont deux ss-e-v de F(R, R) supplémentaires dans F (R, R).
5. Soitn€N,n>2etF ={P€R[X]/P(X?) = (X?+1)P(X)}etG = {P € R,[X]/P(1) = P(0)}.
a. Montrer que F est un ss—e-v de R[X] et en trouver une base de F.
b. Montrer que F et G sont deux ss-e-v de R,,[X] supplémentaires dans R, [X].
e. Trouver une base de G.
6. Parmiles ss-e suivants, lesquels sont des supplémentaires de I'espaces des polyndmes pairs de R[X] ?
a. I'espace des polynémes de R[X] impairs
b. {P(X) + X?/P € R[X] impair}
e. {PER[X]/P(1) =0}
d. Vect(X3™),en

Ex 13 dans M,,(R).

1. E = M,(R).Soit F 'ensemble des matrices de E de trace nulle.
e. Démontrer que F et vect(l,) sont deux sous-e-v de M, (R) supplémentaires dans M,,(R).
f Trouver une base de F.

-5 -3 6
2 a=(o =2 o)
-3 -3 4

a. Montrer que le systéme (S;): AX = AXest de Cramer sietssi A & {—2,1}.
6. Soit H= Sol((S;) et K = Sol((S_;). Montrer que H®K = M3 1 (R).



0 1 -1
3. Soitd = ( 1 -1 0 )etF ={M € M;(R)/AM = O} et G ={M € F/AM = MA}.
-1 0 1

a. Montrer F est un ss-e-v de M3(R) et G est un ss-e-v de F.

b. Trouver une base de F et une base de G.

e. A est-elleinversible ? Les éléments de F sont-ils inversibles ?

d. Déterminer toutes les matrices M de F telles que A + M est inversible.

e. Prouver que F et G sont stables par produit matriciel.
4. SoitD = (g _Ol)et F ={M € M,(R)/ DM = MD}. Soit (e) I'équation M3 = D d' inconnue M € M,(R).

a. Montrer que F est une ss-e-v de M, (R) et en trouver une base.
b. Monter que si M est solution de (e) alors M € F. En déduire les solutions de (e).

Il Familles libres, familles liées. Bases.

Ex 14 Liberté ou liaison d’une famille de fonctions

1.

2.
3.

1
x2+x

Soit,fo =2, fi:(x »In(3x)), fo: (x » i) s 1 (x = In(9x)), fo : (x -

une base de vect( fo f1, f2, f3,fa f5: f6) -
Soita € R, f; =sin, f,:(t »sin(t+a)) et f5:(t = cos(t + a)) . (f1, f2, fz)est -elle libre ?

Soit f; = exp, f> :(t » sin (g t) e_é) et f5:(t » cos (? t) e_g) et G = vect(fy, fo, f3)-

a. Soita,b,c trois réels tels que af; + bf, + cf; =0. Montrer que a = b = ¢ = 0 par deux méthodes.
i Prendre des valeurs de t et conclure.
a. Utiliser un développement limité de af; + bf, + cf; au voisinage de 0 et conclure.

6. Quelleest dim(G)?

e. SoitF={f€eC?*RR)/f"+f +f=0})Montrerque G = F @ vect(f,).

d. Déterminer une base de vect(g4, g2, g3, g4) oU

),fs :(x - L),]% : (x - m%) Déterminer

X+1

g.:(t - Se_é(sin (g t) — 2cos (? t)) ga: (t - e_é(Zsin (? t) + cos (‘/2—§ t)+e3f/2)
ga: (t > et — e_é(sin (g t)) ga: (t > e_é(—sin (? t) + 3cos (‘/2—§ t)) + 4et).

Montrer que ces familles sont libres

a. Vk € N, onpose, f;: (x - Arctan"(x)).Soit n € N. Montrer que (fi)kefong €st libre .

b. Vk € N,onpose hy:(x = cos (kx)).Soit n € N. Montrer que (hy)yefonj st libre.

e. Vaé€l onpose f;: (x = x%).Soit ay, a,, ..., a, des réels distincts Montrer que la famille (fa1  fay ...,fan) est libre
dans C®(R**, R).

d. Va € R,on pose ¢g: (x - |x - al). Soit a4, a,, ..., a, des réels distincts.
Montrer que la famille ((pa1 y Payy s (pan) est libre dans C°(R, R).

lsix=a

0six = a)' Soit ay, a,, ..., a, des réels distincts. Montrer que la famille (¢,)¢; est libre

e. VYa € R,on pose @,: (x - {
dans ./ (R, R).

f Soitn € N.On pose fi: (t — ekt) .Montrer que (fy, fi, ..., f,) est libre.

Ex 14 Famille de polyndmes.

1.

Etudier la liberté de la famille (P;, P,..,Ps) telque P, =1 —2X + X3 ,P, = =2X — X*,P; = X? — 2X3+2X*,P, =3 +
2X —3X*,Ps=1—-X%2—X3—X*.

Soit (a, b) € C*tq a # b etn € N. Montrer que la famille (X + @)™ (X + b)*)xefon st libre.

Soitn € N et pose pour touti € [0,n], L;(X) = H'ﬁzo)i%f. Montrer que la famille (L;);eponj st une base de

ki
R, [X].Quelles sont les composantes du polynéme 1 puis de X dans cette base ?

Déterminer une R-base du R-e-v C5[X].
Soitn € N et P € R[X] tq deg(P) = n. Justifier que (P, P,.., P(")) est une base de R, [X].
Montrer que (L.X. (X + 1). (X + 2) .... (X + n — 1)) ,enest une base de R[X].

Exercice 15 Famille de suites.

1.

Montrer que la famille de suites (u, v, w, z) est libre lorsque :
n
vn€N,u, =In’(n+1),v, =Vn,w, = (-1)% z, = (1 —1—) )

n+1
vk €N, v, = (n*),ey (on note v, (n)=n*) . Soit m € N. Montrer que '(U,o' vy, ...,vm) est une famille libre dans RN,
Déterminer est une base du C-e-v des suites complexes 4-périodiques.
Soit u = (1,10,0,1,1,0,0,1,1,0,0, ...),v = (0,1,0,—1,0,1,0,—1,0,1, ... ... )w = (1,0,02,1,0,0,2,1,0,0,1,2,0 ...) et t =

(0,0,3,1,0,0,3,1,0,0, ...) . Montrer que (u, v,w, t) est une base du C-e-v des suites 4-périodiques.



Exercice 16 Dans un K-e-v E de dimension quelconque.

1.

Soit n € N\{0,1} et ~ = (U;);=1 nune famille libre de vecteur d’'un K- espace vectoriel E .
a. Etudier la liberté de la famille . 7 =(Uy + Uy, Uy + Us, .., Up_q + Uy, Uy + Uy) -
4. Soitp € [1,n — 1]Justifier que vect(uy,..,U,) et vect(Uyyq,..,U,) sont en somme directe.
e. Soit F et G deux ss-e-v de E tels que : FDG=E et G = vect(ﬁl,ﬁz, ...,ﬂp).Soit d€Fet
G, = vect(d + Uy, +Uy, ..., d + U,). Montrer que G, et F sont supplémentaires dans E.
Justifier que G, est de dimension finie et déterminer sa dimension.
Ici E est de dimension finie p, de base . v'= (&;);=1. . On pose : Vi € [1,n — 11,5 = & — (841 + E142+..+6,) et g, =
@. Montrer que . »' = (?l)izl__pest une base de E . Soit X € E. Exprimer les composantes de X dans la base . ' en fonction
les composantes de X dans B.






