CORRIGE du TD 17
Espaces vectoriels et sous-espaces vectoriels.
Familles libres -génératrices -bases .

| Espaces vectoriels , famille génératrice
Exercice 0 « COURS »
1) Expliquer pourquoi un K-e-v contenant au moins un vecteur non nul contient une infinité de vecteurs.
Un tel espace vectoriel contient tous les vecteurs colinéaires a ce vecteur non nul ; cela constitue une infinité de vecteurs élément de cet e. v.
2) Quel est le seul K — e — v contenant un nombre fini de vecteurs ?
{6} est le seul e.v contenant un nombre fini de vecteurs. Cet e. v ne contient qu’un seul vecteur
3) Que démontre-t-on par double inclusion ? Et en pratique que fait-on ?
La double inclusion permet de prouver I'égalité entre deux ensembles F et G. En pratique , on considére un élément quelconque de F et on prouve
que cet élément est dans G et inversement on considere un élément quelconque de G et on prouve que cet élément est dans F.
4) Soit F et G deux ss-e-v de E tel que F est engendré par i, ¥ et W . Que suffit-il de faire pour prouver que F C G ?
Il suffit de prouver que U, ¥ et W sont éléments de G pour prouverque F € G .
5) Soit F et G deux ss-e-v de E. Laquelle des deux inclusions est toujours vraie F N G © {O—E)} ou {O—E)} c F N G ? Comment prouve-t-on
I'autre lorsqu’elle est vraie ?Laquelle des deux inclusions est toujours vraie F + G € E ou E c F + G ? Comment prouve-t-on
I'autre lorsqu’elle est vraie?
{O_E)} Cc FNGetF + G c E sont toujours vraies. Pour prouver les deux inclusion « réciproques » :
on prend un élément arbitraire de F N G et on prouve que cet élément est nul
on prend un élément arbitraire de E et on prouve que cet élément s’écrit comme somme d’un élément de F et d’'un élément de G.
6) A quelle condition sur les vecteurs U et ¥ de E, la famille (i, ¥) engendre-t-elle une droite vectorielle ? un plan vectoriel ? ni I'un, ni I'autre ?
Si ¥ est non nul et i est colinéaire & ¥ alors (U, ¥) engendre une droite vectorielle.
Si (U, D) est libre alors (i, ¥) engendre un plan vectoriel.
Si# et ¥ sont nuls alors (i, #) engendre {Og }.

7) Dans le plan géométrique P, on considére deux vecteurs non colinéaires U et
v’.Placer un vecteur X quelconque dans le plan. Décomposer ¥ comme somme
d’un vecteur colinéaire a u’ et d’un vecteur colinéaire 8 ¥". En déduire un
supplémentaire de la droite vect (i) dans P?

Comme tout vecteur de P s’écrit de maniére unique come somme d’un élément K
colinéaire 3 U’ et d’un vecteur colinéaire 3 7" i.e. comme somme d’un vecteur de
vect(w) et d’un vecteur de vect (V). Cela signifie que vect(w’) @ vect(¥’) = P.
Ainsi, vect(v’) est un supplémentaire de vect(w’) dans P.

8) Quels sont les ss-e-vde P ?

Les ss-e-v de P ont pour dimension 0, 1 ou 2. De plus, si F est un ss-e-v de P de dimension 2 = dimP, alors F = P. Ainsi, les ss-e-v de P sont {0_,;},
les droites vectorielles engendrées chacune par un vecteur non nul de P et P tout entier.

9) Représenter, dans P, les vecteursw = —u+ 2vetz=u—v

10) Dans I'espace géométrique E, on considére deux vecteurs 1, 7" et W’ non coplanaires.

\

Placer un vecteur X quelconque dans E. Décomposerx
co e d’un vecteur colinéaire 3 u” et d’un
vecteur colinéaire a v d'u colinéaire 3 w’. En
déduire un supplémentaire :ct(U. D) dans E?

tlesss-e-vde E ?
ss-e-v sont de dimension 0,1,Z. ou 3 et ceux de
dimensions trois sont tous égau. a E. Donc les ss-e-v de E

11)

sont Ainsi, les ss-e-v de E sont [0_,;}, les droites
vectorielles engendrées chacune par un vecteur non nul
de E , les plans vectoriels engendrés chacun par deux
teurs non colinéaires de E et E tout entier.

L — W, U +W).
vect(2u —w,u + w)="vect(u, w)



12) Décrire autrement F = vect((1),en)- Représenter F.
Expliquer pourquoi les suites (1),ey et (n) ey Ne sont pas colinéaires. Idem avec (1;™) ey €t (1™ )nen OU 17 et 1, sont des réels distincts. Décrire
autrement G = vect((r1™)nen et (™ )nen) et H = vect((1)nen et (M)pen )

F est I'ensemble des suites constantes. F est une droite vectorielle, F est donc représentée par une droite passant par la suite nulle.
a=0(n=0)
a+b=0(n=1)

a+b=0(n=0)
=
ari +br, =0(n=1)

(Dnen et (n)pen ne sont pas colinéaires car a(1) ey + b(Mpey =0 VneEN,a+bn=0= { =a=b=0.

("1™ nen et (™) nen ne sont pas colinéaires car a(r;™)pey + b peyn =0 = Vn €N, an" + " =0= {

{ b=—a_ = a=b=0.
a(rp—nr,) =0 o

T,
G = vect((r"nen et (nen) = {(an™ + 2™")nen/a b € R} = {u € RN/Vn € N, up 4, — (11 +13) Unyy + 173Uy, = 0}
ryetr,
racinles dez(e.c)
H = vect((Dnen et (Wnen ) = {(an + b)nen/a, b € R} = {((an + b)1™)nen/a,b € R} = {u € RY/VN € N, upyp — 2 Unyy +up = 0}

1racine
double de (e.c)

13) Décrire autrement F = vect((x B e?¥), (x » e_x)). Expliquer pourquoi les fonctions (x = e?¥), (x = e~*) ne sont pas colinéaires.
Représenter F.

F ={(x » ae* + be ™)/a,b € R} = {f e C]((RR)/f" — f' —2f = 0}
racirzteitt;el(e.c)

(x = e?*), (x » e ®) ne sont pas colinéaires car a(x = e?*) + b(x e ¥) =0 = Vx ER,ae®?* +be™* =0 = { a2+ b 1 0(n=0) =>a=
ae +b;=0(n=1)
b = 0. F est donc un plan vectoriel et est représenté par un plan passant par la fonction nulle.
14) Soit P et Q deux polyndmes. Comment savoir si P et Q sont colinéaires ou non ? Méme question avec deux matrices A et B puis deux n-uplets
X et Y, puis deux suites u et v et enfin deux fonctions f et g.
*  P=XioaX" et Q=YilobeX". (*)avec toujours le méme coeff. de proportionnalité
P et Q sont colinéaires sietssi 34 € R/Vk € N,a;,, = Ab, ou Vk € N, b, = Aa;
sietssi les coefficients de P sont proportionnels* aux coefficients de Q ou inversement
e deux matrices A et B sont colinéaires sietssi les coefficients de A sont proportionnels* aux coefficients de B ou inversement.
e deux n-uplets X et Y sont colinéaires sietssi les composantes de X sont proportionnels* aux composantes de Y ou inversement.
e deux suites u et v sont colinéaires sietssi les termes de u sont proportionnels* aux termes de v ou inversement.
e deux fonctions f et g sont colinéaires sietssi les images de f sont proportionnels* aux images de g ou inversement.

Ex 1 Espace vectoriel guelacongue
Soit (E,+,.)unK —e —v.
A. Soit F et G deuxss-e-vd'un K.e.v E tq: F et G distincts de E et de {Oﬁ;} 5
E\F est il un ss-e-vde E ? E\F U {0} est —il un ss-e-v de E ? (F U G) est-il un ss-e-v de E ?
F étant un ss-e-v de E , F contient le vecteur nul donc E\F ( I'ensemble des vecteurs de E qui ne sont pas dans F) ne contient pas la vecteur nul
donc n’est pas un ss-e-v de E. Et méme si on ajoute le vecteur nul a E\F, 'ensemble E\F U {O_E)} n’est toujours spas un ss-e-v de E comme le
prouve le contre-exemple suivant : prenons E = R?, F = vect((1,0)). Alors E\F U {O_E)} ={(x,y)/y # 0} U {(0,0)} et (1,1) € E\F U {(0,0)} et
(1,—1) € E\F U {(0,0)} mais (2,0) = (1,1) + (1,—1) € Fdonc (2,0) & E\F U {(0,0)}. J’en déduis que E\F U {(0,0)} n’est pas stable par addition
donc n’est pas un ss-e-v de E.
(F U G) n’est pas un ss-e-v de E comme le prouve le contre-exemple suivant : reprenons E = R?,F = vect((l,O)) puis G = vect((O,l)). Alors
@ + w = @ Donc F U G n’est pas stable par addition et n’est donc pas un ss-e-v de E.
€EGCFUG  €FCFUG  gFUG
G

/

B. SoitG = (uy,.., 1) une famille de vecteurs de E.

a.  Soit F un ss-e-v de E contenant iy, Uy, .., Up. Quelle propriété fondamentale de F permet d’affirmer que vect (i, Uy, ..,4,) € G ?
Soit F={a, 7 + a,ts+.. +aytl,/(ay,..,ap) € KP}et G = {as3y + ayiis+.. +apty/(ay,.., ap) € KP et ay+..+a, = 0}. Lequel de ces deux
ensembles F ou G est vect(ﬁl,ﬂz,..,ﬁ’p)?Justifier.

c. Montrer que F et G sont deux ss-e-v de E et en donner des familles génératrices.

d. Donner une écriture de U, puis de 0 comme combinaison linéaire de 1y, Uy,.., Uyp. Ces écritures sont-elles uniques ? A quelle condition sur G
cette écriture est-elle unique ?

e. Compléter que vect(ty,.., Uy, W) = vect(ty,..,Up) SIELSST W o coe e vee ces e e



f.  Déterminer plusieurs familles génératrices de F et de G.

a. F eststable par combinaison linéaire.
F = vect(iy, Uy, .., Up) car la condition « a; +..+a, = 0 » nous infirme de G ne contient pas toutes les combinaisons linéaires de iy, Uy, .., U,
alors que F, qui n’impose aucune condition sur a4, .., @, les contient toutes. G C F.

c. F =vect(t,Uy,..,Up,) est d’aprés le cours un ss-e-v de E et (%y, Uy, .., Up) est une famille génératrice de F. Montrons que G en est un aussi :

V(ay,..,a,) € KP,ayiiy + ayty+.. +ayiiy, € E donc G C E.

Prenons (ay,..,a,) = (0,...,0). Alors a;+..+a, = 0.Donc 0 =ayt; + alip+.. +ayi, €G.

Soit U, w deux éléments de G et a et b deux scalaires.

Posons U = iUy + aplp+.. +a,ly, tel que ay+..+a, = 0et W = Biuy + Boup+.. +B,U, tel que B1+..+8, = 0.

Alors av + bW = a(a iy + ayty+.. +ayiy) + b(Bly + Botla+.. +Bpty) = (aay + bBy)U; + (aay + bB,)u,+.. +(aay, + bfy)i, et

(aay + bpBy) + (aay + bf;) + -+ + (aa, + bB,) = a(ay+..+a,) + b(By+..+B) = 0. Donc av’ + bw € G.

=0 car VeG =0 car WeEG
J'en conclus que G est un ss — e — v de E. Comme de plus G C F, G est un ss-e-v de F.Cherchons une famille génératrice de G .
G = {ayty + aylip+.. +a,tl, /(ay,..,ap) EKP et ay = —ay—...—ap_q }
G ={(—az—...—ap_1)t; + @tz +.. +apiy/(az,.., ap) € KP7L }

G = {ay (U — Uy)+.. +a, Wy — U1)/(ay, .., a,) € KP71 } = vect(Uy — Uy, Us — Uy, .., Up — Uy).

Donc, (Uy — Uy, Us — Uy, .., U, — Uy ) est une famille génératrice de G.

d. 1, =0t + 11, + Ouiz+.. +01, et 0 = 0u; + 0%, + Otiz+.. +01,,. Ces écritures ne sont a priori pas uniques . Si G était libre alors ces
écritures seraient obligatoirement uniques.

e. vect(ﬁ'l, . .,ﬁp,W) = vect(ﬁl, ..,ﬁp) sietssi W est une combinaison liénaire det, .., U,.

f.  F=vect(uy,ty,.., u,) = vect(ty + 6y, Uy, .., U,) = vect(Uy + 6y, Uy, .., —41,) = vect(tUy, Uy, .., Up, Uy + Up+.. +1p)=(...)

Ex 2 vect(...)

1 2 1 -1
1. Montrerquevect||1]|,[3]|Fvect||2],] O .
1 4 3 1

2. SoitP(X)=1+2X+X*,0Q0(X)=2—X—2X* et R(X) = —1 + 2X + kX* .Déterminer les réels k tels que : vect(P, Q) = vect(P,Q,R) .

1. Paréquation:
1 -1 X ve 1 -1 X

vect <2)< 0 ) = {(y)/a(a,b) € R?, (y) =a (2) + b( 0 )} = {(y) ER3/2y—x = z}
3 1 z z 3 1 z

b

x 1 -1 a—b=x :%;_x
<y>=a<2)+b<0>=b{ 2a=y ©4 2a=y -
z 3 1 3a+b=2z =

1 2 x
De méme, vect <1> ) (3) = {(y) € R3/2y —x = z}. D’oul I’égalité souhaitée.
1 4 z

OU Bien par double inclusion

1 2 1 -1 1 2 1 -1 1 2 1 -1
vect (1)(3) C vect <2>< 0 > =>(1> et <3) sont éléments de vect (2)( 0 ) @(1) et (3) sont des c.l. de (2) et ( 0 )
1 4 3 1 1 4 3 1 1 4 3 1
1 L 1 -1 2 s 1 L -1
Or, (1) =3 <2> - ( 0 > et <3> = E(Z) _E( 0 ) Donc, vect(U,V)c vect(X,Y).
M8 M/ ML 3/ A1)/

U X Y v X Y
Onall=-X—sYetV=>2X——YdoncV—U=XetV—3U=Y.Donc X € vect(U,V) et Y € vect(U,V) et finalement

vect(X,Y)c vect(U,V).

Ainsi, vect(U, V)= vect(X,Y).

0OU Bien par inclusion+dimension

Posons F = vect(U,V) et G = vect(X,Y).

U,V ne sont pas colinéaires donc dimF = 2. De méme dimG = 2. De plus, U = %X — %Y etV = gX — %Y donc U € G etV € G. Etparsuite, F C G
puisque G est stable par combinaison linéaire. Alors F et un ss-e-v de G . Comme dimF = dimG, j’en conclus que F = G.

2. SoitP(X)=1+2X+X?,Q(X)=2—X —2X? etR(X) = —1 + 2X + kX?.
vect(P, Q) = vect(P,Q,R) N vect(P,Q,R) c vect(P,Q) & R € vect(P,Q) & Restc.l.dePet(Q

car l'autre
inclusion est
toujorus vraie

©3(a,b) € R%/R = aP + bQ =3(a,b) € RZ/—1 + 2X + kX? = a(1+ 2X + X2) + b(2 — X — 2X?)

—1=a+2b
Sle systéeme (S):{ 2 = 2a — b d’inconnue (a, b) € R? est compatible.
k=a-2b L L
a+2b=-1 2a=k-1 a=;(k-1) a=;(k-1)
Or,(S):{Za—b=2 @(S):{—b=2+1—k®(5): b=k-3 =(S):s b=k-3
a—2b=k a—2b=k %(k_l)_z(k_g)zk kzg

Donc (S)est compatible & k = % Ainsi, vect(P, Q) = vect(P,Q,R) & k = %



Ex 3 Ensembles de fonctions

Les ensembles F suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels d'un e-v de référence (a préciser) OUI ou NON? Dans les cas (*), chercher une famille
génératrice puis une base et la dimension de F. On précisera quand F est un plan ou une droite vectoriel(le).

a. F estI’ensemble des applications de [0,1] dans R continues et d’intégrale sur [0,1] nulle. OUI F ss-e-v du R-e-v F(R, R)

b. F est’'ensemble des fonctions réelles et constantes. (*) OUI F = vect((x ~ 1)) ss-e-v du R-e-v F(R, R)

c. F estl’'ensemble des solutions de : y' = xy + 1 .NON car la fonction nulle (x ~ 0) élément neutre de D (R, R) n’est pas dans F.

d. F est 'ensemble des applications de R dans R positives(. NON car F n’est pas stable par multplication externe , en effet f: (x = 1) € F mais
—2f & F.

F est 'ensemble des applications de R dans R croissantes. NON car F n’est pas stable par multplication externe , en effet f : (x = 1) € F mais
—f &F.

F est I'ensemble des applications de R dans R impaire. OUI F ss-e-v du R-e-v F(R, R)

®

F ={f € C3(R,O)/f" = (1 + 20)f' — 2if .} (*) OUI F = vectc((x » %), (x ~ e%¥)) ss-e-v du C-e-v C(R,C)

Soit L un réel fixé. F est l'ensemble des applications de R dans R de limite L en +00. OUl si L = 0

NON si'L % 0 car F n’est pas stable par multiplication externe, en effet f : (x ~ L) € F mais —2f & F (car lim —2f = —2L # L puisque L #

0).

i. E={(xm (ax?®+ bx + c)cos(x))/a,b,créels} (*).0Ul F = vectr((x » x?cos(x)), (x » x cos(x)), (x = cos (x))) ss-e-v du R-e-v
C*(R,R)

k. F= {(x = P(x)ch(x) + Q(x)sh(x)) /(P,0Q) € R,[X]} (*).0Ul F = vectg((x » x? ch(x)), (x » x ch(x)), (x » ch(x)), (x »
x2 sh(x)), (x » x sh(x)), (x = sh (x))) ss-e-vdu R-e-v C®(R,R)

. F={feC'([-10R)/vx ER, (x*— 1)f'(x) = Xf(x)} (*)-(*).

R

OUI F = vectR((x - e~4™))ss-e-v du R-e-v C1([—1,0], )) sur [—1,0].
o) = _ x _ 1 1 -x+41 1 1 2x+1 1 1
’ - 3—1 T (x=1)(x2+x+1) . 3(x—1) | 3x2+x+1  3(x-1) 6x2+x+1 ' 2 x2+x+1
décompositon
en éléments simples
x 1 x 1 x 1 4 2y B
—_— = = _— = S|P =2
[ armdt=1 amdt=1 3[(@)2“] dt = -[% A = \/_Arctan( = )+ cste.
4|\ v3 v
_2t+1
Y=
_1 _1 2x+1 CYow nwrwy _i 2x+1
Prenons A(x) = —lnlx —1| - —ln x?+x+1)+—= Arctan( 7 ) Alors, e™4®) = lnlx 1|+ In?+x+1) Arcmn( V3 ) = %e ﬁArcmn( V3 )

m. SoitF ={f € F(R,R)/3(a,b,a,B) € R*, Vx ER, f(x) = acos(x — a) + bcos(x — B)} (*)
OUI F = vecty((x » cos(x)), (x » sin (x)) ss-e-vdu R-e-v C*(R, R)
En effet on montre tout d’abord que F est un ss-e-vde C*(R, R) :
F c C*(R,R) car toute fonction de la forme (x - acos(x — a) + bcos(x — ﬁ)) est C* (R, R) puisque son expression n’est constituée que de
fonctions C*° (R, R) sur R .
En prenanta = b = 0, on trouve que la fonction nulle est élément de F.
Soit f;: (x = ajcos(x — ;) + bycos(x — By)) et fo: (x = aycos(x — ay) + bycos(x — B,)) deux éléments de F et u; et u, deux réels.
Alors Vx € R, uyfi(x) + uyfo(x) = uya,cos(x — ay) + uybicos(x — By)+uyazcos(x — ay) + uybycos(x — By)
= [uia; cos(ay) + uy by cos(By) + uyaycos (ay) + uybycos (By)]cos (x) + [ulal sin(al) + wy by sin(By) + uya,sin (ay) + uyb,sin (B,)]sin (x)
= Acos(x) + Bsin(x) = C cos(x — ¢) + 0 cos(x — 0) ou C = VA% + B? et (((p)) c .Doncu,f; + u,f, €F.
sin(g) ==
Ainsi F est un ss-e-v de C*(R, R).
De plus d’aprés ce qui précéde tout élément de F s’écrit sous la forme (x - Acos(x) + Bsin(x)). Donc F c vect(cos, sin). Et,

cos: (x - 1cos(x — 0) + Ocos(x — O)) et sin: (x - 1cos (x = g) + Ocos(x — O)) sont élément de F. Comme F est stabe par combinaison linéaire,

vect(cos, sin) c F. Ainsi, vect(cos, sin) = F
n. Soit ¢ une application de R dans R. F est l'ensemble des applications de R dans R négligeables devant ¢ au voisinage de 0. OUI F ss-e-v du R-e-v
F(R,R) ;
o. F={feC’([~11LR)/ fi-1,0; et fjjo1) sontaffines } (*).0Ul F ss-e-v du R-e-v C° ([-1,1], R).

F={feF(-11],R)/3(a,b,c,d) € R, vx € [-1,0], f(x) = ax + bet Vx € [0,1],f(x) = cx +d et f continue}
F={feF(-11],R)/3(a,b,c,d) € R*, vx € [-1,0],f(x) =ax + bet Vx € [0,1],f(x) = cx + d et f continue en 0}
F={feF(-11],R)/3(a,b,c,d) € RY,vx € [-1,0],f(x) =ax+ bet Vx€[0,1],f(x) =cx+deth=d}
F={feF(-11],R)/3(a,b,c) € R, Vx € [-1,0], f(x) =ax+bet Vx€[01],f(x)=cx+b}

PN R bsix €[—1,0] , _ x si x € [—1,0] . o 0six € [—1,0] ,
F ={f: (x { cx + b six € [01] )/a,b,creels}— {a(x { 0six€[01] )+b(x 1)+c(x { xsix € [01] )/a,b,creels},

_ oo xsixE[—l,O]) ) ( {OSiXE[—l,O])
F = vect(u,v,w) Ouu'(xH{OsixE[O,l] (o D,wix o xsix€[01]

Ex 4 Ensembles de n-uplets
Les ensembles F suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels d'un e-v de référence a préciser ? Dans les cas (*), chercher une famille

génératrice puis une base et la dimension de F. On précisera quand F est un plan ou une droite vectoriel(le).
a. F={x(1,0,0)+y(0,1,0) +2(0,0,1)/(x,y,2) € R® et xz =y}
NON F n’est pas un s-e-v de R3car F n’est pas stable par multiplication externe : (1,1,1) € F mais 2(1,1,1) = (2,2,2) ¢ F
2x+y+3z+t—2w=0
b. F={(xyztw)ER’/{3x—y+z+2t+w=0 }.(%
5x—2y—z+t+3w=0



OUI F est un ss-e-v de R® et F = vect ((1,2,—4,E ,0),(0,5, O,l, 1)) .
3 3 377’3

1 11
2x+y+3z+t—2w=0 2x+y+3z+t—2w=0 2x+y+3z+t—2w=0 t=sw+—x
Car{3x—y+z+2t+w=0 (:){—x—3y—52+5w=0 (:){—x—3y—52+5w=0 = y=1(19x+5w)
5x—2y—z+t+3w=0 3x—3y—4z+5w=0 4x+z=0 3 4
z = —4x

c. Soitn=3etF ={(xy,...,x,) E R"/ XN 1 kxp = Xi—qx = 0} (*)

OUI F est un ss-e-v de R® et F = vect (k-2),1-k),0,.., 1 ,0,...,0
keme carxpasantes
Siok Sk Yook
_1kx, =0 _1kx, =0 X1 = —2X5 — D—2kx
CarS" kxw = ST x 20‘:}{ k=1 KX { k=1 KXk ‘:}{1 2~ k=3 KXx
Zioea Kot = oo X P =0 AT, t— D =07 Uiy = a1 - g

{xl = =237 31 —k)xp — XR_skxp = Xp—s(k — 2)x
xz = Xig=3(1 — K)x '
Donc F = {(ZZ:S(k - z)xk lZZ:S(l - k)xk ) X3, X4, '--lxn)/(x3rx4—r '"leL) € R‘ﬂ—z}

o}
kéme composantes

n
7 z x| k=2),a-1),0,.., 1 0,0 | /(s X4y o, X)) € RP2
k=3

d. F={(xy2)€eR/(x-y)?=(x+y?%
F ={(x,y,2) € R¥/xy = 0} = {(0,y,2),(y,0,2)/y , z réels}.
NON F n’est pas un ss-e-v de R3 car F n’est pas stable par addition : (0,1,1) € F et (1,0,1) € F mais (0,1,1) + (1,0,1) = (1,1,2) ¢ F.

Ex 5 Ensembles de vecteurs de I'espace géométrique E
Les ensembles F suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels d'un e-v de référence a préciser ? Dans les cas (*), chercher une famille

génératrice puis une base et la dimension de F. On précisera quand F est un plan ou une droite vectoriel(le).
soit (1,7, k) € E?.

a. F={€E/A(wy) € R}U=pui+yj}(*)

b. F={al+bj+ck/(abc)€R3eta+b+c=0}*

c. Soitaunréel fixé.F={U€E/ @J =a}.

produit
scalaire

Ex 6 Ensembles de suites
Les ensembles F suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels d'un e-v de référence a préciser ? Dans les cas (*), chercher une famille
génératrice puis une base et la dimension de F. On précisera quand F est un plan ou une droite vectoriel(le).
a. F estl'ensemble des suites complexes vérifiant : Vn, uy, 3 = up.(*)
Soit aun réel fixé. F est 'ensemble des suites réelles vérifiant : Vn, uy, o + Uy 41 + Uy, = a.(*)
F est 'ensemble des suites vérifiant : V1, Upqq = Uy 2.
Soit  un complexe non nul fixé. F est I'ensemble des suites arithmétiques de raison r .
F est I'ensemble des suites complexes et bornées.
Soit u une suite réelle fixée. F est I'ensemble des suites équivalentes a u.

mpoopm

Ex 7 Ensembles de polynémes
Les ensembles F suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels d’un e-v de référence a préciser ? Dans les cas (*), chercher une famille

génératrice puis une base et la dimension de F. On précisera quand F est un plan ou une droite vectoriel(le).Soit n € N.
a. Festl’ensemble des polyndmes de degré 4.

NON car F ne contient pas le polyn6me nul.
b. F={P e R[X]/(X*+ 1)P”— 6P = 0}.(*)

OUI F est un ss-e-v de R[X] et F = vect X+ X3 . En effet, décrivons autrement les éléments de F pour trouver une famille

. ~———
libre car X+X3n'est pas
le polynéme nul
endegrédonc dimF=1.

génératrice de F.

Soit P € R[X].

Sideg(P) < 1alors P = 0 donc (X2 + 1)P” = 6P = P = 0.

deg[(X? + 1)P"] = deg[6P] { 2+(d-2)=d

d?—d—-6 =0=>d=3.
codom[(X? + 1)P"] = codom[6P] d(d—1Dag = 6aq = ( )

Si deg(P) = 2 alors (X? + 1)P” = 6P = {

Soit P = a + bX + cX? + dX3.
X2+ 1)P” =6P & (X% +1)(6dX + 2¢) = 6(a + bX + cX? + dX3) © 2c + 6dX + 2cX? + 6dX3 = 6a + 6bX + 6¢X? + 6dX3

2c = 6a
6d = 6b c=a=0 _ 3 — 3
2C=6C<:){ b=d .Donc, F = {dX + dX°/d € R} = vect(X + X°).
6d = 6d

a. Festl’ensemble des polyn6mes constants. (*)



OUI F est un ss-e-v de R[X] et F = vect 1

. ol
libre car 1 n'est pas
le polyndome nul
en degré donc dimF=1.

b. F={P€eR[X]/P(1)=P'(1) =1}
NON car F ne contient pas le polyn6me nul.
c. F={PeR,[X]/[ P(t)dt=0}(*

3 n+1

libre car
échelonnée en degré donc dimF=n.

OU | F est un ss-e-v de R, [X] et F = vect \(X — %) s (X2 — l) Ve (X" — L)) = vect ((Xk — L))k:l“n. En effet, En effet, décrivons

autrement les éléments de F pour trouver une famille génératrice de F.
Soit P = Y 1_, ai X* € R,,[X]
1= 1 1 1 1
JoP®dt =0 < [ ¥R o athdt =0 e Liooar(fy thdt) =0 & XR a5 =0 & ag = — Xy ax 7 Donc
par linéarité

de l'opérateur
intégral

F = {Zkzoaka € R, [X]/ay = _Zk:1ak k—-l-l} = {—Zk:1akm + Zk:1aka /ay,.,a, réels}

g 1 1
= {Zk:1 ay (Xk - m) /ay,.,a, réels} = vect ((Xk - m>>k:1 )
a. F={P€R,[X]/P(1) = P'(1)} "

OU | F estunss-e-vde R,[X]etet F = vect| X,(X —1)%, (X —1)3,...,(X — 1) | = vect(X, (X — 1)¥),—5 ,.). En effet, En effet, décrivons

libre car
échelonnée en degré donc dimF=n.

autrement les éléments de F pour trouver une famille génératrice de F.
Soit P = Y., ar (X — 1)* € R, [X]. Ici je choisis d’écrire P dans la base de Taylor en 1.
P()=P'(1)e=ay=a,.
Donc F = {Xi-o ar (X — D* € R, [X]/ao = ai}
F={ag+a;X—-—1D'+a,(X—1)2+a;(X —1)3 + -+ a,(X — 1)"/ay, ay, as, a,, .., a, réels}
F={a,(1+X—-D'+a,X—1)?+a;(X—1)3+ -+ a,(X — 1)"/ay,a,,as, ay, ..., a, réels}
b. E={P€Rs[X]/P(1) = P(3) = P'(3) = 0}(*)

OUI F est un ss-e-vde Rg[X] et et F = vect <Z(X -3+ X-3)3&-3)*-4(X-3)%X—-3)°>+8(X — 3)2>. En effet,
libre car échelonnée en degré donc base de F et dimF=3

SoitP =a+b(X—3)+c(X—3)2+dX—3)°+e(X—3)*+ f(X —3)> € Rs[X]. Ici je choisis d’écrire P dans la base de Taylor en 3.

S a=2b+4c—8d+16e—32f =0 (4c—8d+16e—32f =0 (c = 2d— 4e+8f
P()=P(B)=P'3)=0¢& a=0 = a=0 = a=0 . Dong,
b=0 b=0 b=0

¢ =2d —4e +8f
E={a+MX—$+c@—3Y+d@—3F+e@—3ﬁ+f@—3feRdﬂ/{ a=0 }
b=0
E={2d—4e+8)(X —3)2+d(X —3)3 +e(X —3)* + f(X — 3)° € Rs[X] /d, e, f réels}
E ={d[2(X —3)% + (X — 3)3] + e[(X — 3)* — 4(X — 3)?] + f[(X — 3)° + 8(X — 3)?] € Rs[X] /d, e, f réels}
c. E={PEeR,[X]/P(1)=P'(3) et P'(1) = P(3)}(*)

OUI F estunss-e-vde R,[X] etet F = vect| (26 — X + X3), (5 —12—1X + XZ), XX = 1)?(X = 3)H)k=0.(n-1) |- En effet,
libre car échelonnée en degré donc base de F et dimF=n—1
Soit P € R,[X]. Posons H = (X — 1)?(X — 3)2. D’aprés le théoréme de la division euclidienne, il existe deux uniques polynémes Q et R tels
que:P = HQ + R et deg(R) < deg(H) = 4.Donc R(X) = a + bX + cX? + dX3.
Alors, P(X) = (X — 1)2(X —3)2Q(X) + a + bX + cX? + dX5.
=T(X)

([ P)=a+b+c+d

T admet 1 et 3 comme racines au moins double donc T(1) = 7'(1) = T(3) = T'(3) = 0. Alors, ! _ P =1 <> B8 :
LP(?’) =a+3b+9c+27d

P'(3) = b + 6¢c+27d
% _ B =1 _ 5 at+b+c+d=>b+6c+27d a—5c—26d=0
Donc, P(1) = F'(3) etP(1)‘P(3)‘:’{b+%c+%gd=a+3b+9c+27d‘:'{a+2b+6c+24d=0
_ a=5c+
(:){ a =5c+ 26d (:}{

5c +26d + 2b + 6¢ + 24d = 0 b=—12—1c—d'

Donc, F = {(X — 1)?(X — 3)? Q(X) + 5¢ + 26d + (—%c —d)X +cX?+dX3/ Q € R,_4[X],c,d réels}.
F={(X—-1)2%X-3)?C¥tarX") +5c+26d+ (—12—1c —d)X +cX?+dX3/ ay,as,..,an, c,d réels}
F = {(ZR2§ anX (X — 12X —3)2) + ¢ (5 — 2 X + X2) + d(26 — X + X*)/ a4, a5, .., @y, ¢, d réels)

d. F={PeR,[X]/P(3)+2P"(3)=P'3)}*



OUI F est un ss-e-v de R,[X] et et F = vect (X —2,X2+6X—27,(X-3)3(X—-3) .., (X - 3)"). En effet,
libre car échelonnée en degré donc base de F et dimF=n
Soit P = Y1 o ai (X —3)* € R,[X]. P(3) + 2P"(3) =P'(3) & ay +2 X 6 X a, = aj.
Donc,F = {3 o ar (X — 3)* € R, [X]/ap +2 X 6 X a, = a;}
F={ap+ (ag+2x6x%xay)(X—3)+a(X—3)?+as(X —3)%.4+a,(X —3)" € R,[X]/agazas.+, aréels}
F={ag[l+X-3)]+ay[(X—3)?+12(X —3)] +as(X —3)3..+a,(X —3)" € R,,[X]/ap,azas.+, a,réels}
F = {ao[X — 2]+ a5[X? + 6X — 27] + az(X —3)3..+a,(X — 3)" € R, [X]/aya,as.,a,réels}
a. F={PeR,[X]/P(X+1)=PX)}
OUI F est un ss-e-vde R, [X] et et F = vect(1). En effet,
Soit P = Y 1_, a; X* € R,,[X] tel que P # 0 et n = deg(P) . Alors a,, = codom(P) # 0.

n

PX+1)=P(X) & Zn ap(X + 1k = Z a Xk
k=0

k=0
n n
Sa,X+ D" +a, X+ 1+ E ax(X +1DF =a, X"+ a,_ X" 1 + E apX*
k=2 k=2

T(X) ux)
FBN

S a,(X"+nX" 1+ Q) + a1 (XP+HX)) + T(X) = apX™ + ay 1 X" 1+ U(X) oU Q,H, T et U de degré infan — 2

par unicité

des coeff.
~
= nap+a,_1 = An_q
=na, =0
car an+0
~
= n=0

=P constant.
De plus, si P est constant alors P(X + 1) = P(X).
Donc F est 'ensemble des polynémes constants i.e. F = vect(1).
Autre méthode
Soit P € R, [X]. Si P est constant alors P(X + 1) = P(X).
Imaginons un instant qu’il existe un polyndme P non constant tel que P(X + 1) = P(X). Comme P n’est pas constant alors P admet au moins
une racine complexe a d’aprés d’Alembert-Gauss. Alors P(a + 1) = P(a) = 0. Donc, @ + 1 est racine de P. Alors P(a +2) = P(a + 1) =
0.Donc, @ + 2 est racine de P. Et on montre facilement par récurrence que Yk € N, a + k est racine de P. Donc P a une infinité de racines et
est donc le polynéme nul ce qui contredit le fait que P n’est pas constant. Ainsi, F est I'ensemble des polynémes constantsi.e. F = vect(1).

P®(0
b. F={PER[X]/Sf-o— 2=
OUl F estunss-e-vde R,[X]etetF = vect( X* = 1Dpern ) En effet,
libre car échelonnée en degré donc base de F et dimF=n
(€3)
Soit P = Y1_, a; X* € R,,[X] alors V€ [0,n], a; = Pk—!(o)
p(k)(o)
PEF & X, =0eXl ux=0Sa=-Y}q,P=-3Y a, + 20 a,X* =3 ap Xk - 1)

ki
Donc, F = {3} ap(X* — 1) Jay, a,,.., ayréels).

Ex 8 Ensembles de matrices
Les ensembles F suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels d’un e-v de référence a préciser ? Dans les cas (*), chercher une famille
génératrice puis une base et la dimension de F. On précisera quand F est un plan ou une droite vectoriel(le).
Soit n € N\{0,1}.

a. F estl’ensemble des matrices complexes carrées d’ordre 3 dont la trace est nulle. (*) Idem avec ordre n.

b. F est’'ensemble des matrices complexes carrées d’ordre 2 de déterminant nul.

Soit A € My(R) et F = {M € M, (R)/AM = MA} ((*) dans le cas ol A = (_12 _63)).
d. Soit A€ My(K)etF ={M € M,(R)/3P € GL,(K); M = PAP~'} (de telles matrices M sont dites semblables a 4).

e F=((") 77" L) iwrm ety
f. F={(’(§ 2)/xy=0}

8. F=S3(R).(*)
h. F = D,(R). (*)
i. F estl’ensemble des matrices carrées d'ordre n nilpotentes.

Il Somme, intersectrion, supplémentaires, somme directe or nothing
Ex 9 dans K"

1.50it F = {(x,y,2) E R3/x + y — 2z = 0} et G = {(a,3a,b)/(a, b) € R?}
a. Montrer que G et F sont deux plans vectoriels de ........

On donnera pour chaque ss-e-v deux familles génératrices et une base et on donnera une équation de G.
b. Donner une famille génératricede F+ G ,de FNG.
c.  Trouver unvecteur X € G tel que F et vect(X) sont supplémentaires dans R3.

2.Soit F = {(a + 2b,a,2a + b,b)/(a,b) € R*}et G = {(x,y,z,t) ER*/x—z=0¢et x+y—t=0}
a. Montrer que F et G sont deux plans vectoriels de R *
b. Justifier que F et G sont supplémentaires dans R 4.
c. Ecrire X = (1,2,3,4) comme somme d’un élément de F et d’un élément de G.



3.E=R" etF =wvect((1,1,..,1,1)) et G = {(x1,%x3,..,x,)€ R*/ X 7_; x; = 0} .
a. Justifier que F et G sont des ss-e-v de E et en déterminer une famille génératrice puis une base.
b. Montrer que F et G sont supplémentaires dans E .

3x—y+z—t+w=0
2x—y—2z—t—w=0
Montrer que F et G sont deux ss-e-v de R®,
Montrer que F = vect((—2,-6,0,1,1), (3,9, —1,-1,0), (1,4,—1,-1,1))
Pour quelles valeurs du réel x , (2x,0,3,—3,x) € G ?

Donner un systéme d’équations décrivant G (comme pour F).

F et G sont-il supplémentaires dans R5?

4.S0it F = {(x,y,z,t,w) € ]Rs/{ }et G ={(a,a+2b,b—a,2a+b,a+ b)/(a,b) € R?}.

® o o0 T o

a.G ={a(1,1,-1,2,1) + b(0,2,—1,2,1)/a,b € R?*} = vect((l,l, -1,2,1),(0,2, —1,2,1)).Comme (1,1,—-1,2,1) et(0,2, —1,2,1) sont dans R,
G est un ss-e-v de R>. (1,1,—1,2,1), (0,2, —1,2,1) ne sont clairement pas colinéaires donc ((1,1,—1,2,1), (0,2,—1,2,1)) est une base de G et
dimG = 2.

3x—y+z—-t+w=0

dk—y—2z—t—w=0 Donc (0,0,0,0,0) € F.

FC]Rs.Prenonsx=y=z=t=w=0.Alors{
Considérons X; = (xq, V1,21, t1, W) et X, = (x3,V5, 25, t5, w,) deux éléments de F et a, et a, deux réels.
a1 Xy +a; Xo = ay(xq, Y1, 21, t1, W1) + a3(xX2, Y2, 72, t2, Wo) = (a1%1 + pX5, A1Y1 + Q22,171 + Qp7;, a1ty + Got,, a1y + awy) et

( 3(ayx1 + azx;) — (ayy + az2y2) + a121 + azz; — (agty + axty) + aywy + axw,

= a1<3x1—yl +2z;—t; +w1)+a2(3x2 -y, + 2z, —t, +wy) =0
=0 =0
de méme, 2(ax, + ayx;) — (a1y1 + ayy,) — 2(a121 + a,7,) — (aity + ayt,) — (aywy + a,w,) =0

Donc, a; X; + a, X, € F. Ainsi F est un ss-e-v de R>.
b. OU BIEN par liberté + dimension : Cherchons une famille génératrice de F' pour obtenir une base puis la dimension de F.

{3x—y+z—t+w=0 <:>{3x—y+z—1:+w=0(:){Sx—y+z—1:+w=0<:){3(—32—2w)—y+z—1:+w=0
2x—y—2z—t—w=0 —x—3z=-2w=0 x=-3z-2w x=-3z-2w
@{y:—Bz—Sw—t
x=-3z—-2w

_ 5 y=—8Z—5W—t _ _ _ _ _ _ 5 3
Donc,F—{(x,y,z,t,w)E]R/{ v = 372w }—{( 3z —2w,—8z— 5w —t,z,t,w) € R*/(z,w,t) € R3}

= {z(-3,-8,1,0,0) + w(-2,-5,0,0,1) + t(0,—1,0,1,0)/ (2, w, t) € R3} = vect((-3,-8,1,0,0), (-2,-5,0,0,1), (0,—1,0,1,0)).

Donc, ((—3,-8,1,0,0), (—2,-5,0,0,1), (0, —1,0,1,0)) est une famille génératrice de F. De plus, cette famille est libre car échelonnée en 0 ( par
la droite) . Donc, ((—3,-8,1,0,0),(—2,—5,0,0,1), (0,—1,0,1,0)) est une base de F et dimF = 3.
=U =V =W
Les trois vecteurs (—2,—6,0,1,1),(3,9,—1,—1,0), (1,4,—1, —1,1) sont éléments de F car ces 5-uplets vérifient les deux équations de F. De
—2a+3b+c=0
—6a+9b+4c=0
plus, ces trois vecteurs forment une famille libre car a(—2,-6,0,1,1) + b(3,9,—-1,-1,0) + ¢(1,4,-1,-1,1) = 0 & —hb—c=0 =

—6a+9b+4c=0
bh=—c & a=b=c=0.CommedimF = 3,((-2,-6,0,1,1),(3,9,—1,—-1,0),(1,4,—1,—1,1)) est libre et maximale dans F
-b=0
l a=-—c
donc est une base de F . Et ainsi, F = vect((—Z, -6,0,1,1),(3,9,—1,—-1,0), (1,4, -1, —1,1)).

I—2a+3b+c=0

Y=-U-W
OU bien par double inclusion je remarque que X = (—2,-6,0,1,1),Y = (3,9,—1,-1,0),Z = (1,4,—1,—1,1) vérifient X=V+w
Z==-U+V-W
Y+X+Y—-Z=-U
Donc, X,Y et Z sont dans F et par suite vect(X,Y,Z) Cc F.Deplus, X+Y —-Z=Wet{X —(X+Y —Z2) =V.DoncU,V et W sont des
X+Y—-Z=W
combinaisons linéaires de X, Y et Z et par conséquent, F c vect(X,Y,Z). Ainsi, F = vect(X,Y,Z).

c.G={(a,a+2bb—a2a+ba+b)/(ab)eR?}

(2x,0,3,-3,x) € G < 3(a,b) € R?/(2x,0,3,—-3,x) = (a,a + 2b,b — a,2a + b,a + b)



( a=2x ( a=2x (x=-1
a+2b=0 3a=-6 a=-2
©3(ab)ER?/{ b—a=3 <3(ab)eR?/{ 3b=3 <3@b)eR?/{ b=1
L2a+b=—3 l2a+b=—3 l—3=—3
a+b=x a+b=x x=-1
Ainsi, (2x,0,3,—3,x) EG & x = —1.
d.(x,y,z,t,w) € G  3(a,b) € R?/(x,y,z,t,w) = (a,a + 2b,b — a,2a + b,a + b)
1
x =7y —2z2)
a=x a=x 1.
(a+2b=y 3a=y—2z a—z(y 22)
< 3(a,b) ER?/{ b—a=2z < 3(a,b) ER?/{ 3b=y+2z < 3(a,b) € R?/ b=§(y+z)
2a+b=t 2a+b=t 2 1 _
a+b=w a+bh=w -2+ +2) =t
%(y—22)+§(y+z)=w

2x—y+2z=0
1
Ainsi, G = {(x,y,z,t,w) € R>/ (y—22) +;0+2)=t }.
%(y—Zz) +§(y+z) =w
e.F et G sont des ss-e-v de R®. Notons B, = ((1,0,0,0,0), (0,1,0,0,0), (0,0,1,0,0), (0,0,0,1,0), (0,0,0,0,1)) la base canonique de R®. Alors,
F et G sont supplémentaires dans R>

©la concaténation d’une base de F et d’une base de G est une base de R®
<((-3,-8,1,0,0), (-2,-5,0,0,1), (0,—1,0,1,0), (1,1,-1,2,1), (0,2,—1,2,1)) est une base de RS

=U =V =w =A =B

©M = matg (U,V,W, A, B) estinversible

org(M) =5.
-3-20 1 0 -3-20 1 0 -3-20 10
-8-5-11 2 -8 -5-1-1 2 -8 -5-1-10

Or,matBC(U,V,W,A,B)= 1 0 0 -1-1 ~c 1 0 0 0 -1 ~c 1 0 0 0O
00 1 2 2 c4<—?:—c5\0 0 1 0 2 cs<—c5—62:3163+cl+c4\0 01 00 /
0 1 0 1 1 1 0 0 1 0 1 0 0O

Donc, M n’est pas inversible et ainsi, F et G ne sont pas supplémentaires dans R>.

Ex 10 dans F(D, R)
1.Soit E I'espace vectoriel des applications de [0,1] dans R continues sur [0,1] . Soit F I’'ensemble des applications de [0,1] dans R constantes

et G = {f € C°([01],R)/ J, f(t)dt = 0}

a. Justifier que F est une droite vectorielle.

b. Montrer que F et G sont deux ss-e-v de E supplémentaires dans E.

c. Décomposer (x = x%In (1 + x)) comme somme d’un élément de F et d’un élément de G .
a.F={(xwmra)aeR}={alx+1)/a € R} =vect(fy)ou fy: (x » 1).Comme f, n’est pas la fonction nulle et appartient a E, j'en déduis
que F est une droite vectorielle de E.

b. En particulier, F est un ss-e-v de E.
Montrons gue G est aussi un ss-e-vde E.

« G={feE/ [ ftydt =0}donc G cE.

e Lafonction w: (x — 0) est élément de G car f01 w(t)dt = f01 0.dt = 0.

e Soit f et g deux éléments de G et a et b deux réels. Comme f et g sont continues sur [0,1], af + bg I'est aussi et

[, (af + bg)(®)dt = a [} f()dt + b [, g(t)dt = 0. Donc, af + bg € G.

=0 =0
car feG car geG

Ainsi, G est un ss-evde E.

Montronsque FP G = E.

Soit ¢ € E.Jecherche f e Fet g € Gtellesque ¢ = f + g.

Analyse : supposons que de telles fonctions f et g existent.
Vx €ER,@(x) = f(x) +g(x)

Alors folg(t)dt =0 . Alors, fol(p(t)dt = folf(t) + g(t)dt = folf(t)dt + folg(t)dt = fol adt +0 = a.
JaeR/VxER, f(x)=a =0 car g €G

DoncVx € R, f(x) = f01¢(t)dt et g(x) = p(x) — folqo(t)dt.

Ainsi, si f et g existent alors nécessairement Vx € R, f(x) = fol e(t)dt et g(x) = p(x) — fol @(t)dt donc f et g sont uniques.
Synthése Soit f et g définies par: Vx € R, f(x) = fol e((®)dt et g(x) = p(x) — f01 p(t)dt.

AlorsVx € R, f(x) + g(x) = fol(p(t)dt + () — f01<p(t)dt = ().

De plus, f est constantei.e.f € F.

Enfin, posons A = fol o(t)dt. Alors, folg(x) dx = f01 @(x)—Adx = f01 @(x)dx — Afol 1dx = fol @(x)dx — 2 =0.Donc g € G.



Ainsi, f et g conviennent et d’aprés I'analyse, sont les seules qui conviennent.
Jenconclusque F@ G =E.
c. Prenons ¢(x) = x%In(1 + x).

Alorsp=f+gouf€EFetgeGetVx ER,f(x)= fol t?In(1 + t) dt et g(x) = x?In(1 + x) — f(x).

1 2 (u-1)3 2 2@-131 1 102 1
or, [, t*In(1 + t) dt ;/ J; (w—=1)*In(u) du = [uTln(u)]1 -J; uTadu =:In(2) - §f1 u?-3u+3- ~du
u=1+t PP
du=dt 5
1 1[u®  3u? 1 1(8 1 3 1(14+9-18 2 2 5
= 5111(2) —5[?—74' 311.—111(1.[)]1 = ;11’1(2) —5(5— 6+6 —ln(2) _§+E_ 3) = —;(T) +§ln(2) = EIH(Z) —E.

Donc, Vx ER, f(x) = zln(Z) — 1—58et gx) = x?In(1 + x) — %ln(Z) + %.

2.50itn €N, E=C}(R,R)et F = {f € E/f(0) = f'(0) = 0}, G 'ensemble des applications affines et H I'ensemble des applications
polynomiales de degré inférieur ou égal a n.

a. Montrer que F et G sont deux ss-e-v de E supplémentaires dans E.

b. Déterminer f € F et g € G telles que exp = f + g. Donner une expression intégrale a f.

c. Décrire FNHetGNH.

d. Montrerque FNH® G =H.

Ex 11 dans RN
1.Soitp ENet F = {ueRN /Vn,uy s =uy}etG = {uek /u; = u, =uy = ug = 0}
a. Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels de RN supplémentaires dans RN .
b. Déterminer une base de F.
1.  Montrons tout d’abord que F et G sont deux ss-e-v de RN,
F = vect(r,s,t,y) our = (1,0,0, .....),s = (0,1,0,0, .....),t = (0,0,1,0,0, ... Jet y = (0,0,0,1,0,0 ...). Donc F est un ss-e-v de RN .
G < RN et La suite nulle est évidemment élément de G.
Soit (u,v)eG? et (a,b) € R%Vk € {0,1,2,3},ux = v, = 0 donc auy + bv, = 0. Donc, au + bv € G. Ainsi G est un ss-e-v de RV,
Montrons qu’ils sont supplémentaires dans RN,
Soit u une suite réelle. Je cherche une suite v € F et une suite w € G tellesque u = v + w.
Analyse : Supposons que v et w existent. Alors,Vn,u,, = v, + wy, et V.4 = v, et w3 = wp, = wy = wy = 0. Alors,
Uy = Vo, Uy = Uy, Uy = Uy et Uz = V3. Donc v = (Ug, Uy, Uy, Us, Ug, Uy, Uy, Uz, Ug, Uq, Up, Us, ... ) = UgT + UyS + Upt + Uzy.
Alors, Vn,w, = u, — v,.
Les seules suites v et w qui peuvent convenir sont v = (g, Uq, Uy, Us, Ug, Uq, Uy, Uz, Ug, Uq, Uy, Uz, ... ) = U + Uy S + Uyt + UsY.
etvn,w, = u, — v,.
Synthése Soit v = (ug, Uy, Uy, Us, Ug, Uyq, Uy, Uz, Ug, Uq, Up, Uz, ... ) = UgT + UyS + Upt + Uz €L VN, Wy = Uy — V.
Alors,u = v +wetv € vect(r,s, t,y) =F etetwog=uy—vy=0w; =u; — v, =0, wy=u, —v,=0et wg=u;—v3=0ie.we€
G.Donc v et w conviennent et d’aprés I'analyse sont les seules suites qui conviennent.
Jen conclus que toute suite réelle s’écrit de maniére uniqgue comme somme d’une suite de F et d’'une suite de G . Ainsi, F et G sont
supplémentaires dans E.

2. SoitE ={u€RN/Vn €N, uy3 =3upyq +2u,}, F = {u € RN/vn € N,up 5 + 2upiq + U, = 0} et G 'ensemble des suites
géomeétriques de raison 2.

a. Montrer que E est un R-e-v.

b. Montrer que F est un plan vectoriel de E et G une droite vectorielle de E.

c. Prouver que F et G sont supplémentaires dans E. En déduire une base de E.

d. Sil'on définissait une équation caractéristique de E , quelle serait-elle ? Quelles seraient ses solutions ? Est-ce cohérent avec le résultat
de la question 3. et le cours sur les suites récurrentes d’ordre 2 ?

a.EcRN

La suite nulle telle que Vn € N, w, = 0 vérifieVn € N,w,,3 =0=3X0+2X 0 =3wy,41 +2w,.Doncw € E.
Soit u et v deux éléments de E et a et b réels.
vn €N, (au + bv), 43 = QUpysz + bVpiz = aBuyeq + 2uy) + b(Bvper + 2vy) = 3(AUpsq + bvgyq) + 2(auy, + bvy) = (au + bv) 3 =
3(au + bv)p4q1 + 2(au + bv),. Donc au + bv € E.
Jen conclus que E est un ss-e-v de RN et est donc un R-e-v.
b.F2Posons(e.c) : 72+ 2r+1=(r+1)>=0.
Donc, F = {((an + b)(—l)")neN/a, b réels} = vect (M(—=1)™)nen, ((—1)™)pen). Donc F est un ss-e-v de RN,
€RN €RN
Montrons que r = (M(—1)") ey E E et s = ((—1)")pen € E.
VR EN, T3 — 311 — 2T = M+ 3D = 3(n+ DD = 2n(-D)*=[-n+3)+3(n+1) —2n](-1D"*"=0
Sp+3 = 3Sp41 — 28, = (=" = 3(-D)"! - 2(-D)" = [-1+3 - 2](-D" = 0.
Donc, r € E et s € E. Alors comme E est stable par combinaison linéaire, F = vect(r,s) c E.
Jen conclus que F est un ss-e-v de E.
Montrons que (7, s) est libre. Soit a et b réels tels que : ar + bs = 0. Alors Vn € N,an(—=1)" + b(—1)" = 0.
En particulier, pourn = 0,b = O puispourn =1,a (-1)* + é (-1 =0donca=0.
=0
Ainsi, (1, s) est libre i.e. r et s ne sont pas colinéaires. J’en déduis que F est un plan vectoriel de E.
G? G = {(a2™)pen/aréel} = vect((2™),en)- Donc G est un ss-e-v de RN,
Montrons que t = (2™),en € E.




VN E N, tpyz — 3tpyq — 2t = 273 =3 x 2" — 2 x 2" = [23 —3x2t— 2] ™ =0.Donc, t € E . Alors comme E est stable par
=0
combinaison linéaire , G = vect(t) c E. Jen conclus que G est un ss-e-vde E. Comme t n’est pas la suite nulle, G est une droite vectorielle
dans E.
¢. Montrons que toute suite de E s’écrit de maniere uniqgue comme somme d’une suite de F et d'une suite de G.
Soit u un suite de E. Je cherche v € F et w € G tellesque u = v + w. NB : v et w dépendent de u.
Analyse : Supposons que de telles suites v et w existent. Exprimons v et w en fonction de u.
vneNu, =v, +w,
Alors Jda € R/Vn € N,w, =a2™ .Donc, Vn € N,u, = a2™ + v,.
vn €N, v, +2v,41 +v, =0
VR EN,0 = vpyp + 2Upsq + Vp = Upyz — 22 + 2(Upyq — a2™Y) + up—a2™ = upyp + 2Uppq + up—a(4+ 4+ 1)2% et
Donc, a = # [unsz + 2Upiq + uy]. Mais a ne doit pas dépendre de n. Montrons que a = (ﬁ [upsz + 2Upyq + un])nEN est constante.

Any1 — An = 9 g+l [Un+z + 2Unya + Upyq] — 9.1 [Unsz + 2Uppq +up]

1

=g gmt [ Unesz  + 2Upgo + Unypr | — [2upyo + 4Upyq + 2uy]|caru € E

=3Upy1+2Up

= W [[3un+1 + 2up + 2Upp + Upgr] = [RUnyp + 4Upyq + zun]] =0.

Donc, (a,) est constante. Ainsi, a # [upsz + 2Upsq + un]% [u, + 2uy + ugl etvn e N,w, = é [u; + 2uy + ug)2™. Par suite, Vn €
N, v, = u, — % [uy + 2uy + ugl2™.
J’en déduis que si v et w existent, v et w sont uniques et valent: Yn € N,w,, = : [uy + 2wy + upl2™ et
1 9
Up = Un =5 [u; + 2uy + upl2™.

Synthése : Posons Vn € N,w,, = $[u2 + 2u; +ugl2™ et v, = Uy — é [u, + 2uy +ugl2™. Alorsw + v =uetw €G.
Et, Upgp + 2Vpsq + Vp = Upyp — é [u, + 2uy +ugl2™t2 + 2 (un+1 - é [u, +2u, + u0]2"+1) +u, — é [u, + 2uy +ugl2™
= Upyg + 2Upyq + Uy — % [uy + 2uy +upl2™? — g [uy + 2uy +ugl2™tt — é [u, + 2uqy +upl2™

= 9.2"%- § [9(uy + 2uy + up)]2"
d'apres @

= 9.2"a—§9.a.2n=0.DonchF.
d'apres @
Ainsi, v et w conviennent et sont les seules qui conviennent d’aprés I’analyse.
J'en conclus que F et G sont supplémentaires dans E.
d.Alors le cours (chap e-v de dimension finie, théo 22 )assure que la concaténation d’une base de F et d’une base de G est une base de E. Ainsi,
(") nen, (=1)"nen), (M(=1)")nen)) est une base de E.
e. L’équation caractéristique serait (e.c): 73 — 3r — 2 = 0. Ses racines sont (—1), racine double, et 2, racine simple. Donc si, pour les suites
récurrentes d’ordre 3 homogene, il existait un théoréme analogue a celui des suites récurrentes d’ordre 2, on aurait pu directement affirmer

que :
E ={(a2" +b(-=D" + cn(=1)")nen/a, b, c réels} = vect((2")nen, (—1)nen), M(=1)"nen))

Ex 12 dans R[X].
1. Soit Q un polyndme réel fixé non nul et de degré p. Soit F 'ensemble des polyndmes divisibles par @ . Montrer que F et R;,_; [X] sont
deux sous-e-v supplémentaires dans R[X].
mR,_;[X] = vect(1,X,X?,...,XP~1) est un ss-e-v de R[X].
Montrons que F = { QU/U € R[X]}estun ss — e — v de R[X].
° F c ]R[X]
e  Si P estle polyndbme nul alors P = 0 X U donc le polyndme nul est élément de F.
e  Soit P; et P, deux polynOmes de F. Soit a et b deux réels. Alors il existe U; et U, tels que P, = QU; et P, = QU,.
Donc, aP; + bP, = aQU; + bQU, = QaU; + QbU, = Q(aU, + bU,).Donc Donc, aP; + bP, € F.
Ainsi F est un ss-e-v de R[X].
mF @ Ry,_;[X] = R[X] est une autre fagon d’écrire le théoréme de la division euclidienne . En effet, VP € R[X],3! (U, V) € R[X]?/P =
QU +V et deg (V) < deg(Q) ce quis’ecrit aussi VP € R[X],3!H € F,3!V € R,,_1[X]/P = H + V.Cela signifie que F @® R,,_{[X] = R[X].
2. F={PeR[X]/P(1)=0}etG={aX/a€R}.
a. Montrer que G est une droite vectorielle. .
b. Montre que F @ G = R[X].
c. Donner un sous espace vectoriel de E qui ne soit pas supplémentaire de F dans R[X] .
d. Soitn € N. Donner une famille génératrice de F N R,,[X].
a.G = vect(X). Comme X est un polyndme non nul de R[X], G est une droite vectorielle de R[X].
b.Montrons tout d’abord que F est un ss-e-v de R[X] .
F c R[X].

Comme R[X] est de dimension infinie, je ne peux pas utiliser la caractérisation de ss-e-v supplémentaires par concaténation des bases.
Je vais donc montrer que tout polynéme de R[X], s’écrit de maniére unique comme somme d’un vecteur de F et d’'un vecteur de G .
Soit P € R[X].Jecherche U E FetV € Gtelsque P =U + V.

Analyse : supposons que de tels polynémes U et V existent.



P=U+V
Alors o =o0 .Donc, P(X) = U(X) + aX et par suite,P(1) =U(1) +a = a.
il existe aréeltel queV = aX
Donc V(X) = P(1)X et U(X) = P(X) — P(1)X. Donc si U et V existent, ils sont uniques et valent V(X) = P(1)X et U(X) = P(X) — P(1)X.
Synthése posons V(X) = P(1)X et U(X) = P(X) — P(1)X.
Alors UX) +V(X) =P(X) etV EGet U(1) = P(1) — P(1) = 0 donc U € F. Ainsi, U et V conviennent et sont les seuls polyndmes qui
conviennent.
J’en conclus que F @ G = R[X].
Exemple : X2 = (X2 —X) + X estla décomposition de X? dans la somme directe F @ G.
€EF €G

c. H=wect(X—1)cF(carX—1E€F etF eststable par combinaison linéaire). Donc, FNH = H # {5}
J’en déduis que F et H ne sont pas supplémentaires dans R[X].

d. Soitn € N.F nR,[X] = {P € R,[X]/ P(1) = 0}
Soit P € R, [X]. Ecrivons P dans la base de Tayloren 1: P = »7_; a; (X — 1)*. Alors,

n
PEFSP) =020 =0 P=Z a, (X — Dk
k=1

Ainsi, F N R,[X] = ko, a (X — D /ay,as, ..., a, € R} =vect( (X — 1)* )g=1.n) . Deplus, (X — 1)¥ )= _nest échelonnée en degré
sans polyndme nul donc est libre. J'en conclus que ((X — 1)¥ )r=1  est une base de F N R,,[X] qui est par conséquent de dimension n.

a.

Soit F = {P € R3[X]/P(X?) = X?P(X)} et G = {P € R3[X]/P(=1) = P(2)}. Montrer que F et G sont deux ss-e-v de R3[X]
supplémentaires dans R3[X].

Soit P = a + bX + cX? + dX3 € Rg[X].

a= a=0
b=0 b=0
PEF & P(X?) =X?P(X) © a+bX? +cX* +dX® = aX?*+ bX3 + cX* +dX°o gf‘;@ ng@a=b=d=0
lC;C lC;C
d=0 d=0

Donc, F = {cX?/c réel} = vect(X?). Donc F est un ss-e-v de R3[X]. Comme X? n’est pas le polyném
de F et dimF = 1.

PeGeo P(-1)=PQR)e=a-b+c—d=a+2b+4c+8d < b=—-c—3d

S P=a—(c+3d)X+cX?+dX3=a+c(X?—X)+d(X3-3X)

Donc, G = vect(1,X? — X, X3 — 3X). Donc G est un ss-e-v de R3[X].De plus, la famille (1, X% — X, X3 — 3X) génératrice de G est libre car
échelonnée en degré et sans polyndme nul donc (1,X% — X, X3 — 3X) est une base de G et dimG = 3.

Pour prouver que F @ G = R5[X], il suffit alors de prouver que la concaténation de la base de F et celle de G est une base de R5[X].
Prouvons que B’= (X2,1,X%2 — X, X3 — 3X) est une base de R3[X].

nul, (X?2) est libre et est donc une base

(1)

Premiére méthode : Notons H = vect(X?,1,X? — X, X3 — 3X).

Alors, H = vect(X?,1,X% — X — X%, X3 — 3X) = vect(X? 1,—X, X3 — 3X). (X?,1,—X, X3 — 3X) est libre car échelonnée en degré.
P3<P3—P;

Donc dimH = 4 = dimR3[X]. Comme H est un ss-e-v de R3[X], je peux affirmer que H = R;[X]. Ainsi, (X2,1,X? — X, X3 — 3X) est

génératrice de R3[X] et minimale dans R3[X] (carde cardinal 4 égal & dimR;[X]). Ainsi, (X2,1,X? — X, X3 — 3X) est une base de R3[X].

Jen conclus que F @ G = R5[X].

Deuxieme méthode (matricielle) . Notons B = (1, X, X2, X?) la base canonique de R;[X]

B’= (X?%,1,X% — X, X3 — 3X) est une base de R;[X]<matgB’ est inversiblesrg(matgB') = 4.

01 0 O 01 0 O
_ ,_foo0o -1-3}) _ [0 o0 -1-3 4 Aei B (Y2 1 Y2 ¥ ¥3 _
Or, P = matgB’' = 10 1 0 ¢ 10 0 0 .Donc, rg(P) = 4. Ainsi, B'= (X%,1,X* - X, X 3X) est une base de
00 0 1/%% %\ 0 0 1
R5[X]. V’en conclus que F @ G = R5[X].

3. Soitn € Net ag, ay, ..., a, des réels tous distincts.
a. Soiti € [0,n].Déterminer 'unique polynéme L; € R, [X] tel que : Vk € [0,n]\{i}, L,(ax) = 0 et L,(a;) = 1.
Montrer que (Ly, ..., Ly) est une base de R, [X].
Déterminer les composantes du polyndme constant 1 dans cette base.
En déduire que ¢@: R, [X] » R™** définie par : ¢ (P) = (P(ay), P(ay), ..., P(ay)) est bijective.
On définit F = {f € F(R,R)/ f polynomiale et deg (f) < n}etG = {f € F(R,R)/ f(ay) = f(a;) =...= f(a,) = 0}.Montrer
que F et G sont deux ss-e-v de F (R, R) supplémentaires dans F(R, R).
a. Soiti € [0,n].
Li € an [X]
Li(az) =1
vk € [0,n]\{i},Li(ax) =0

© o 0T

un polyndéme non nul
de degréinférieur an )
qui admet n racines distinctes (ao, ay,...ai_1,qi41., Ay Sont les seules racines de L;,

L; € R, [X] est Sfindé‘”ﬁfi"es simples elles sont simples et il existe unréel A tq:
< Li(a) =1 e LX) = TTi=o(X — )
vk € [0,n]\{i}, ay est racine de L; ki

et Li(ai) =1



LX) = 2 [Tk=0(X — ax)

o ki o Lix
1 =mﬁ:0(ai—ak) (&) =

k#i

e (a ak)Hk O(X_ak)

ki

Ainsi, L;(X) = Hk O(X ay) est le seul polyndme de R,, [X] tel que : L;(az) = let Vk € [0,n]\{i}, L;(ar) = 0.

Hk(

ki
b. SoitP € R,[X].P = Z{Lo /L-Lizvk € [0,n], P(ay) = X% o AiL; (ay) = AxLi(ay) = Ay=P =X, P(a;)L;. Donc si I'écriture de P
comme combinaison linéaire des polynémes Lg, L1, ..., L, eX|ste alors cette écriture est unique et P = )7, P(a)L;.
SoitT =P — Y1, P(a)L;.
deg (T) < max (deg(P),deg(Ly),deg(L,), ...,deg(L,)) = n.
vk € [0,n], T(ay) = P(a) — X% P(a;) féa_k/) = P(ay) — P(ay)Ly(ay) = 0. Donc, ag, ay, ... a;, a, sont n + 1 racines distinctes de
=0siizk
T. Donc T a strictement plus de racines que son degré et est ainsi le polynéme nul. J’en conclus que P = Y1 P(a))L;.
Ainsi, P = Y™ B(a;)L; est I'unique écriture de P comme combinaison linéaire des polynémes Ly, Ly, ..., L,. )en conclus que
(Lo, ---,Ly) estune base de R, [X].
c. SoitT =L —1
deg (T) < max (deg(Ly),deg(L,), ..., deg(L,),deg (1)) = n.

vk € [0,n], T(ay) = |X%, Li(ax) | — 1 = Lr(ax) — 1 = 0. Donc, ag, ay, ... a;, a, sont n + 1 racines distinctes de T. Donc T a
=0si ik
strictement plus de racines que son degré et est ainsi le polynéme nul. J’en conclus que Y7~ L; = 1. Donc (1,1,...,1) sont les composantes
du polyndéme 1.
d. Soit (Ag,Aq ..., Ay) € R™ 1 Alors P =Y A;L;=deg(P) < netVk,P(a;) = Ax. Donc (o A, Ly) = (Ag, A1 ..., Ay,) ; autrement dit,

2izoAiL; est un antécédent de (g, A1 ..., 4,) par ¢. De plus, p(P) = ¢(Q) =. (P(ao),ﬁ(al), ---,P(an)) = (Q(ap), Q(ay), .., Q(ay)=
vk, P(ay) = Q(ay) = P — Q a davantage de racines que son degré=P = Q. Donc, ¢ est injective.

d. F={f e F(R,R)/ f polynomiale et deg (f) <n}etG ={f € F(R,R)/ f(ap) = f(ay) =...= f(a,) = 0}.
F = vect((x - 1),(x~x),.., (&~ x”)) estunss —e —vde F(R,R).
G c F(R, R). Si w est La fonction nulle alors w(a,) = w(a;) =...= w(a,) = 0 doncw € G. Soit f et g deux éléments de G et u et v deux
réels. Alors (uf + vg)(ay) =u f(ax) +v g(ay) = 0.Doncuf + vg € G. Ainsi, G est un ss-e-v de F(R, R).
ca:]?EF ca:gec

mPour prouver que F et G sont supplémentaires dans F (R, R), je vais montrer que tout élément de F (R, R) s’écrit de maniére unique comme
somme d’une élément de F et d’un élément de G . (Comme F(R, R) est de dimension infinie, la caractérisation par concaténation de bases ne
peut pas s’appliquer ici).
Soith € F(R,R).Jecherche f € Fetg € G tellesqueh =f + g.
Analyse : supposons que de telles fonctions f et g existent.
Vx € R h(x) = f(x) + g(x)

Alors f =P avecP € R,_4[X] -Alorsh(ay) = f(ay) =P (ay), h(ay) = f(a)) =P (ay),... et h(a,) = f(a,) =

9(ag) =g(a) =...= g(a,) =0
P (a,) donc @(P) = h. Par conséquent, P = ¢~ 1(h), f
Doncssi f et g existent, elles sont uniques et valent f =
Synthése :Soit P = ¢ ' (h)etf =P etg=h—P
Alors, P € R,,_;[X] donc f € F et f(ay) = P (ay) = h(ay), f(a,) = P (a;) = h(ay), ..., f(ay) = P (a,) = h(a,). Par conséquent, Vk €
[0,n], g(ax) =, f(ax) — P (a) = 0. Donc, g € G. Ainsi, f et g conviennent et d’aprés I'énéluse sont les seules fonctions telles que f € F et
gEGeth=f+g.
Ainsi, F @ G = F(R,R).

=Petg=h—-f=h—
Petg=h—PouP= ¢_1(h).

Ex 13 Dans M,,(R)
1. E = M,(R).Soit F 'ensemble des matrices de E de trace nulle.
Démontrer que F et vect(l,) sont deux sous-e-v de M, (R) supplémentaires dans M,,(R).

-5 -3 6
2. A= 0 -2 0]
-3 -3 4

a. Montrer que le systéme (S3): AX = AX n’est pas de Cramer sietssi 1 € {—2,1}.Soit H = Sol((S;) et K = Sol((S5-,) .
b. Montrer que H et K sont deux ss-e-v de M3 ;(R) supplémentaires dans M ; (R).

0 1 -1

3. SoitA=< 1 -1 O)eth{MEM3(]R)/AM=03}etG={MEF/AM=MA}.
-1 0 1

1) Montrer F est un ss-e-v de M;(R) et trouver une famille génératrice de F.

2) Aest-elle inversible ? Les éléments de F sont-ils inversibles ?

3) Déterminer toutes les matrices M de F telles que A + M est inversible.
4) Montrer que G est une droite vectorielle de F.

5) Prouver que F et G sont stables par produit matriciel.

a; by ¢ 0 1 -1\/a b ¢
1. F = {M € M3(R)/AM = 03} = {(az bz Cz) € M3(R)/< 1 -1 0 )(az bz Cz) = 03}

as b3 C3 -1 0 1 as b3 C3



az—a3=0

a,—a, =0
a,—az =0
a, by b, —b3; =0 a; by a; = a; = as
2. = <a2 bz C2> € M3(R)/ bl - bz = 0 = {(az bz C2> € M3(R)/{b1 = bz = b3}
as b3 C3 bl - b3 =0 as b3 C3 €1 =0 =¢C3
Cp —C3 = 0
c1—¢c =0
cg—c3=0

a by oo 100 010 00 1
=4{las by ¢ )/ay,by,ciréelsy=4all 0 O0|+b(0 1 0])+c|{0 0 1]|/ab,créels
a; by 1 0 0 010 0 0 1

1 0 0 01 0 0 0 1
=vect(({1 0 0],/]0 1 0,0 0 1] | Donccomme F estune famille de vecteurs de M3(R), nous pouvons conclure que
1 0 0 01 0 0 0 1

F famille génératrice de F

F est un ss-e-v de M5(R).

1 0 0 01 0 0 0 1 a b ¢ 0 0 O
Deplusal{1 0 0|+b(0 1 0)+c{0 0 1)=0=|la b c|]=(0 0 0|]e=a=>b=c=0.DoncFestlibre.)en
a b

1 0 0 01 0 0 0 1 c 0 0 O
conclus que F est une base de F et dim(F) = 3.

0 0 0 0 0 0 0 0O 0 0O
3. GCF,(O 00 EGcar<0 0 OJeFet|0O O O)AZOZAO 0 0]

0 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 O

Considérons M et N deux matrices de G et a et § deux réels. Alors, aM + SN € F puisque M et N sont dans G donc dans F et F est stable par

combinaison linéaire. Et, A(aM + BN) = A(aM) + A(BN) = a(AM) + B(AN) = a(MA) + B(NA)
car MEG
et NEG

= (aM)A + (BN)A = (aM + BN)A. Donc aM + BN € G. Nous en concluons que G est un ss-e-vde F.
Cherchons une famille génératrice de G.

a b c a b c 0 1 -1
G={MGF/AM=MA}={MGF/O=MA}{<a b c)/a,b,créelset (a b c)(l -1 0)=0}
a b c a b ¢/ \-1 0 1
0=b—-c
a—-b=0
—a+c=0
a b c b—c=0 a b ¢ a a a
={<a b c>/a,b,créelset a—b=0}={<a b c)/a,b,créelseta:b=c}={<a a a)/aréel}=
a b c —a+c=0 a b c a a a
0=b—c
a—-b=0
—a+c=0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
vect (1 1 1> .Deplus,<1 1 1)¢(0),donc (1 1 1) est libre. )’en déduis que (1 1 1) est une base de G et G est une
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

droite vectorielle de F.

Soit A = (g _01) Soit F = {M € M,(R)/ AM = MAJ}. Soit (e) 'équation M3 = A d' inconnue M € M,(R).

Montrer que F est une ss-e-v de M, (R) et en trouver une famille génératrice.
Monter que si M est solution de (e) alors M € F.
En déduire les solutions de (e).

wN PPk

11l Familles libres, familles liées. Bases.
Ex 14 Liberté ou liaison d’une famille de fonctions
1

. 1
1. Soit,fy =2, fi:(x » In(3x)), fo: (x » D f3 (x> In(7x)), fu : (x - E)'fS :(x -
vect( fo,f1, f2, fs far fo f6) -
fofu f2. fs.fu fs. fs sont des fonctions de C®(R**, R). Donc, F = vect( fo fi, f2. fa.far o, f5) €st un ss-e-v de C*(R**, R).
e Cherchons tout d’abord des relations de dépendance linéaires entre les vecteurs f¢ f1, f2, 3 f4. fs. fe-
Le théoréme de décomposition en éléments simples assure que f; est combinaison linéaire de f5 et f,.
7 7 1, (7 1, (7
Vx > 0,In(7x) =In (E 3x) =In (E) +1In(3x) = Eln (5) 2 +1In(3x)..Donc, f3 = Eln (E) fo+ fi

Nous en déduisons que F = vect(fo,fl,fz,f3'f4,f5,f6) = vect( fo'fl,fz,fs,f6). Autrement dit (fofl,fz,fs,fe) est génératrice de F.
e  Montrons que (fofl,fz,fs,fG) est libre.

1

),f6 : (x - M) Déterminer une base de
x+1 X



Soita, b, c,d, e desréels tels que : afy + bf; +c f, +d fs + efs = 0i.e. Vx > 0,a + bin(3x) + i t em(x) = 0(*%).

eln(x)

Imaginons que b # 0. Alors, a + bln(3x) + i + xd: + T~+wbln(3x) ce qui signifie d’apres (**)que 0~+wbln(3x) ce qui est
impossible puisque b # 0 donc (x - bln(3x)) n' est pas la fonction nulle. Donc nécessairement b = 0 et désormais (**) s’écrit :
Vi > 0,a+ 5+ -4 4 ¢nn 0(**)

X x+1

X

Imaginons que e # 0. Alors, a + -+ j + emT(x)noo 4 ce qui signifie d’aprés (xx)que 0~ ez"( e qui est impossible pU|sque e+
0 donc (x I elnT(x)) n'est pas la fonctlon nulle. Donc nécessairement e = 0 et désormais (**) s’écrit : Vx > 0,a + ; to5= = 0(*x).
pour x =1,c +§ 0
Alors,0 = lim a+= toi=a Désormais (**) s’écrit: Vx > 0,= + — = 0(**). En particulier, u .Donc, ¢ =
par(e) 0T ¥ +1 pour x = 2,- + 3=0

d = 0.Jen conclus que (fo_fl,fz,fs,fe,) est libre et finalement (fofl,fz,fs,f6) est une base de F. Ainsi, dimF = 5.

2. Soita €R, f; =sin, f,:(t » sin(t + a)) et f3: (t = cos(t + a)) . (fi, f2, f3)est -elle libre ?

t t
3. Soit f; =exp, f>:(t sin (\/2—5 t) e z) et f3:(t— cos (g t) e z) et F = vect(fi, f2 f3)-
a) Soita,b,c troisréels tels que af; + bf, + cf; =0. Montrer que a = b = ¢ = 0 par deux méthodes.
i Prendre des valeurs de t et conclure.
i Utiliser un développement limité de af; + bf, + cf3 au voisinage de 0 et conclure.
b) Quelle est dim(F) ?
c) SoitG ={f € C>(R,R)/f" + f'+ f = 0}.Montrer que F = G @ vect(f;).
d) Déterminer une base de vect(g;, g2, g3, gs) OU
t
g1: (t = 3e 2(sin (? t) — 2cos (? t))
3
g2: (t » et — e 2(sin (ﬁ t))
gz:(t—e Z(ZSm (‘/2_ ) + cos (‘/2§ t)+e3t/2)
ga: (t > e_E(—sin (g t) + 3cos (73 t))+4et).
t t
a.i. Vt € R, ae’ +bsin (g t) e z+4ccos (g t) e 2 = 0.En particulier,
pourt =0, a+c =0. Doncc = —a.

31

pourt—\/_,aef+be N’ 0.Donch = —ae2s

pourt=—\/_, e f beZW—O Donc b = ae N’
3m

Donc —ae N’ + ae 23 = 0 et par suitea = 0 puisbh = c = 0.
Nous en concluons que (fi, f2, f3) est libre et constitue une base de F.

a.ii. vt € R, aet +bsin (Et) e_é + c cos (\/Z—Et) e_é = 0.Donc.Vt ER, ae%t +bsin (? t) + c cos (? t) =0.

Donc a(l +2 4 —+ 00(t2)> + b(ﬁt +0o(t%) + c(l -2t 4 Oo(tz)) =0

Autrement dit, (a + ¢) + (7“ + ‘/—b) t+ ( a- —c) t2+0,(t) =0
Alors par unicité de la partie polynomiale du développement limité de la fonction nulle, nous pouvons affirmer que :
a + c=0(Ly)

3a
S t5 b = 0 (L2). Par conséquent, L, et Ly donnent a = ¢ = 0 et ensuite gracea L,, b = 0.

2a-3c=0 (L3)

8 8
b.Ainsi, nous retrouvons a nouveau que B= (fy, f>, f3) est libre et constitue donc une base de F. J'en déduis que dimF=3.
clG = {f € C>(R,R)/f" + f' + f = 0} =ensemble des solutions de 'EDL2h & coeff. constants y"' + y' +y = 0.

t

Donc, G = {(x = (a cos (\/2—§ t) + bsin (\/2—§ t)) e_E) /a,b réels} = vect(f,, f3)-
Comme (fi, fo, f3) estlibre, (f2, f3) est libre. Donc, (f3, f3) est une base de G . Comme f; # 0,# (f1) est une base de vect(f;).
Comme la base (fi, f», f3) de F est la concaténation d’une base de G et d’une base de vect(f;), nous pouvons conclure que :

F =G @ vect(fy).

d.G =(g1, 92, 93, g4) est une famille de vecteurs de F. Comme F est de dimension 3, G ,étant de cardinal 4, G est liée.

191t 2292 + 2393t 29a =02 4B —6f) + L (fi — L)+ A3(fi + 2o + ) + A(4fi — 2 +3f3) =0
= (2,2 + /13 + 414)f1 + (311 - /12 + 2)13 - 2.4)}(2 + (_62.1 +){3 + 32.4)}(3 = 0

dp+ 23 +42,=0 ) A2 =~ — 4k f2 = s A
S8~ + 20— A =0 {; (B T34 + A + 4l + 20— =0 50 A =—7A
—6A, + A3 +31, =0 =205 +32) A== (A3 +34)
(12 =20 — 40 =21,
PN A3 = —;/14 .Donc, V4, € R, %/1491 - 2/1492 - 3/1493 + 2494 = 0.

2
/11 = ;14



En particulier, pour 1, = 1,§g1 - 17992 - §g3 + g4 = 0. En particulier, g, = —%gl + 1—79g2 + §g3 est combinaison linéaire de

91, 92, g3- Donc, vect(gq, 92, g3, 94) = vect(gy, ga, gs)-

A A A 2494 =0
De plus, 4191 + 4292 + 4393 = 0 & il existe A réel tel que { 191 4292 + 4395+ A4ga

A, =0
(,12 =20 — 4y =21,
f
& il existe A, réel tel que{ 3 774 S =1=2A=0.
[ L=2l
=0

Donc, (g1, g2, g3) est libre et est donc une base de vect(g1, 92, 93, 9a)-

AUTRE METHODE:

0 1 1 4
matBG=< 3 -1 2 —1>.
-6 0 1 3
93

91 92 9a 92 91 93 Ga 9
0 1 1 4 1 0 1 4 1 0 0 0
o, 3 -1 2 —-1]~,{-1 3 2 —1]~-1 3 3 3
-6 0 1 3 0 -6 1 3 0 -6 1 3

92 91 93— 92— 91 Ga—492— 01 92 91 93— 92— 01
1 0 0 0 1 0 0 0

~c|l -1 3 0 0 ~c -1 3 0 0.
0 -6 7 9 0 -6 7 0

Donc, 7g(g1, 92, 93, 9a) = 3. Et (g2, 91,93 — g2 — ga)est une base de vect(gy, gz, g3, ga)-

4. Montrer que ces familles sont libres
a. Pour tout entier naturel k, on pose, f: (x - Arctan"(x)).Soit n € N. Montrer que (fi) keo, est libre .
c
Considérons le polyndme P(X) = A + 4, X + -+ + 4, X™. Alors I'égalité (++)s’écrit Vx € R, P(Arctan(x)) = 0 ce qui signifie que Vx €
R, Arctan(x)est racine de P.Or, {Arctan(x)/x € R} = ]— g,%[ Donc P admet tous les réels strictement compris en —g et gcomme

racines, P admet donc une infinité de racines. Par conséquent, P est le polyndme nul et par suite ses coefficients 4, 44, ..., 4, sont tous
nuls. J’en conclus que la famille (fi)kefong est libre .

Pour tout entier naturel k, on pose hy,: (x — cos (kx)). Soit n € N. Montrer que (hy)kefon] €st libre.

Va € R, on pose f;: (x = x%). Soit a4, a,, ..., @, des réels distincts Montrer que la famille (fa1 s ...,fan) est libre dans C* (R**, R).

. Deux remarques préliminaires :
va € R,x? = e®® donc f,: (x — x%) est définie sur R** et de classe C®sur R**.
Comme I'ordre des vecteurs d’une famille n’influe pas sur son caractére libre ou liée, on peut supposer que a; < a, < - < a,

e SOitAy, .., Ay desréelstels que: Ay fp, + Aofy, + -+ Anfy, = 0ie. Vx € RY, A x% + 1,x% .+ Ax% = 0 (%),
Si nous imaginons un instant que 4, # 0 alors A;x% 4+ A,x% ... + 1, x%~, ,1,x% et en utilisant (**), nous obtenons 0~,,1,x%" ce qui
est impossible car 1, étant non nul, (x = A,x%)n’est pas toute nulle au voisinage de +o. Nous en déduisons que I'hypothese « 4,, #
0 »est fausse et ainsi 4,, = 0. Alors (**) s’écrit : Vx € R**, 1;x% + 21,x% ...+ 4,,_;x%-1 = 0 .Et on recommence le procédé précédent
(Si nous imaginons un instant que 4,_, # 0 alors ....)pour prouver que A4,,_; = 0 puis 4,,_, = Opuis....Aprés avoir prouvé que A,_; =
Apeq =+ = A, =0, (**) s’écrit : Vx € R**, 1;x% = 0; il suffit alors de remarquer que x* ne s’annule jamais et par conséquent, A; = 0.
Ainsi, je peux conclure que la famille (f, , fa,, -, fa, ) est libre dans C*(R**, R).

Va € R, on pose ¢,: (x - Jlx = al). Soit ay, ay, ..., a, des réels distincts. Montrer que la famille ((pa1 1 Pagy - <pan) est libre dans C°(R, R).
e Soita € R.@g: (x -4 /lx— al)est continue sur R mais n’est dérivable que sur R\{a}.

En effet, la valeur absolue et la racine carrée sont continues sur tout le domaine de définition respectif donc ¢,: (x -4 /lx— al)est continue

sur son domaine de définition R. De plus, la valeur absolue et la racine carrée ne sont pas dérivables en 0 mais sont dérivables sur leur
domaine de défintion respectif privé de 0. Etx = a & x —a = 0 & |x — a| = 0. Donc, @, est au moins dérivable sur R\{a}. Enfin, Vx #
1 )
——=six>a
— a®)-¢a(@ _ JIx—al lx-al

= .Donc, lim 7(x) = 4+ et lim 7(x) = —oo0. Ainsi, ¢, n’est pas dérivable en a.
x-a x—-a -1 . + - a
six<a x-a x-a

a, 7(x)

Jx=al
e Soitdy,.., A, desréels tels que : 1¢q, + 4204, + -+ Ay, = 01.e. VX € R, 194, (X) + 1204, (%) ... + 4304, (x) = 0.

Soit k € [1,n]. Alors, Ak Pq, = —A1@Pa, — " = Ak-1Pay_, — Ak+1Pays; = " — An@Pa,- O1, si A # 0 alors A, p,, n'est pas dérivable en ay

tandis que —2;¢0q, — =" = A1 Pay_, — Ai41Pap,, = — An@a, est dérivable en a; (comme combinaison linéaire de fonctions dérivables

en a;) .. ce qui n’est pas possible puisque ces deux fonctions sont égales. ]’en déduis que A, = 0. Ainsi la famille ((pa1 s Payr s <Pa,,) est

libre.

lsix=a

Osix+a

Soit Ay, ..., Ay, des réels tels que : A1, + 404, + -+ 1,04, = 01.e. VX € R, 4104, (X) + 2504, (%) ... + Ap@q, (x) = 0(xx).

Va € R, on pose @g: (x - { ) Soit a4, @y, ..., a, des réels distincts. Montrer que la famille (¢,) 4¢; est libre dans F(R, R).



d'apreés

()

Soit k € [1,n]. Alors, 4x@q, (ax) = Te1 =4 (paj(ak) = 0. Or, 4 @q, (ar) = Ag-Donc, 4, = 0.
j*k o car pa(a)=1,
aj#ag

Ainsi la famille (q{)a1  Pays s (pan) est libre.

1. Etudier la liberté de la famille (P, P,,..,Ps) telque P, = 1 —2X + X3 ,P, = —2X — X* ,P; = X? —2X3 + 2X* ,P, =3 + 2X —
3X4,Ps=1—X2— X3 —X*.
(P4, Py, .., P5) est une famille de polyndme de R4[X]. Et card(Py, P, .., Ps) = 5 = dimR,[X].
Donc, (Py, P, .., Ps)est libre<(Py, Py, .., Ps)est une base de R,[X] S M = matg(Py, P,,.., Ps)est inversible=rg(M) = 5.
ol B=(1,X,X2,X3,X%)
base canonique
de Ry[X]

/ \ 1 0 0 0 O 1 0 0 0 O /10000\
-2-2 0 8 2 -2 -2 0 0 O -2 -2 0 0 O
orM=| 0 0 1 0-1 ~c 0 0 1 0 -1 ~c 0O 0 1 0 -1 ~c o 0 1 0 O
1 0 =20 -1 )¢ 1 0 =2-3-2[cserc, | 1 0 -2 =3 =2 )cgeCercs| 1 0 -2 =3 —4
K 0 -1 2 3 —1) C4=Cam3C k 0 -1 2 3 —1) Crcﬁ‘wzk 0 -1 2 -1 —2) k 0 -1 2 -1 0 )
1 0 0 0 O
-2 -2 0 0 O
~c 0 0 1 0 O |.Doncrg(M)=>5.
1 0 -2 0 -4
0 -1 2 -1 0
Ainsi, (P, P, .., P5) est une famille LIBRE de polynémes de R,[X]
2. Soit (a,b) € C?tq a # b et n € N. Montrer que la famille de polynémes ((X + a)™*(X + b)k)kello,n]] est libre dans C,[X].
Soit Ag, A4, ..., A des réels tels que : XP_ (X + @)V ¥(X + b)* =0ie. ;X +a)" + 1, (X + Q)" 2 (X + b)* + -+ 1, (X + b)* = 0 ().
Evaluons cette égalité en —b, nous obtenons : 1o(a — b)™ = 0. Comme a — b # 0, nécessairement 1, = 0.
Alors, (x) s'écrit L, (X + @) 1 (X + b))t + -+ 4, (X +b)" =0
e [ X +a)" + -+, (X +a)(X +b)"? + 1,(X + b)" 1] (X + b) = 0. Comme X + b # 0 et R[X] est intégre, nécessairement
M+ T+ + A (X + )X +b)"2 + 1,(X + b)*1 = 0(*x). Evaluons cette égalité en —b, nous obtenons : A;(a — b)) ! = 0.
Comme a — b # 0, nécessairement A; = 0. Alors, (*x) s’écrit ..... Itérons ce précédé pour prouverque g = 4; = =1,_1 =0. Ala
derniére étape, () s’écrit: A, (X + b)™ = 0. Comme (X + b)™ # 0, nécessairement 1,, = 0.
J'en conclus que (X + @) * (X + b)*)xefo.n est libre.
3. Soitn € N et pose pour tout i € [0,n], L;(X) = H;c‘:(,)i%’:. Montrer que la famille (L;);efong €St une base de R, [X].Déterminer les

k#i
composantes d’un polynéme P de R, [X] dans cette base.

Posons pour tout i € [0,n], a; = i. Alors (Lg, L, ..., L) est la famille des polyndmes de Lagrange associée aux réels ag, ..., d,.

Cette famille est
¢ une famille de polyndmes de R,, [X] Exemple analogue fait dans le cours

e librecar Yo A;L; = 0= Vk € [0,n], X, Aiw =0= Vk €[0,n],4, =0.
=0k

e decardinal n + 1égale a la dimension de R, [X].
Alors, la caractérisation « liberté-maximale » d’une base assure que (Lg, Ly, ..., L,) est une base de R, [X].
4. Déterminer une R-base du R-e-v C5[X].
C3[X] = {20 + 21X + 2,X? + 23X3 /2y, 21, 25, 23 complexes}

= {ag + iby + (a; + ib))X + (a; + ib)X? + (az + ib3)X3/ag, by, a1, by, Az, by, as, bs réels}
= vecty(1,i,X,iX, X?,iX% X3,iX?)

NB : C3[X] est avant tout un C-e-v et C5[X] = vect:(1, X, X%, X3)

N aad 3
C4C4—3Cs

Exemple analogue fait dans le cours

5. Soitn € N et P € R[X] tq deg(P) = n. Justifier que (P,P’,..,P(")) est une base de R, [X].

vk € [0,n], P% = deg(P) — k = n — k. Donc (P, P’,.., P™) est une famille de polynémes de R,,[X], échelonnée en degré sans polynéme
nul donc cette famille est libre. Enfin, cette famille est de cardinal (n + 1) égal a dim(R,,[X]). J’en conclus par la caractérisation « liberté-
maximale » que (P, P’,.., P™) est une base de R, [X].

1. Montrer que la famille de suites (u, v, w, z)est libre ou les suites u, v, w, z sont définies par : Vn € N,
1 n
U, =In?*(n+1),v, =vn,w, = (-1 z, = (1 - —)

n+1
2. VkE€N, vy = (n*) ey (0n note vy, (n)=n*) . Soit m € N. Montrer que , (U,O, vy, ...,vm) est une famille libre dans RN.
3. Déterminer est une base du C-e-v des suites complexes 4-périodiques.
Soit u = (1,10,0,1,1,0,0,1,1,0,0, ...),v = (0,1,0,—-1,0,1,0,—1,0,1, ... ... ),w = (1,0,02,1,0,0,2,1,0,0,1,2,0 ... ) et t =
(0,0,3,1,0,0,3,1,0,0, ...) . Montrer que (u, v, w, t) est une autre base du C-e-v des suites complexes 4-périodiques.

Exercice 16- Dans un K-e-v E de dimension quelconque.

1. SoitL = (4;);=1_nune famille libre de vecteur d’un K- espace vectoriel E .
a. Etudier la liberté de la famille F =(U; + Uy, Uy + Uz, .., Up_q + Up, Uy + Uy) .
b. Soitp € [1,n — 1] (ici n > 1).Justifier que vect(Uy,..,Up) et vect(iy4q,..,Uy) sont en somme directe.
c. SoitF et G deuxss-e-vdeE telsque : FOG=E et G = vect(ﬁl,ﬁz, ...,ﬁp).



Soitd € F et G, = vect(d + Uy, d+uy, ..., d + ﬁp).
i. Montrer que G, et F sont supplémentaires dans E.
2. Justifier que G, est de dimension finie et déterminer sa dimension. Ici E est de dimension finie p, de base B = (€;);=1.p. On pose : Vi €
[1,n—10,5 = & — (841 + Ei12+.. +8,) et E, = €, . Montrer que B’ = (,);—;_pest une base de . Soit ¥ € E. Exprimer les
composantes de X dans la base B’ en fonction des composantes de X dans B.






