Travail a faire pendant les vacances de Paques

Se reposer et profiter des premiers rayons de soleil ( c’est important pour le moral)! Faites du sport.
Retravailler votre cours sur les espaces vectoriels et retravailler les exercices corrigés en classe .
S’exercer avec les exercices corrigés ci-dessous.

Chercher le DL 12. Faire absolument les deux premiers exercices !!

Pobd=

Vous saurez un DC le lundi de la rentrée sur le travail fait pendant les vacances :
e Connaitre son cours
e Savoir appliquer la définition d’un ss-e-v
e Savoir trouver une famille génératrice
e Savoir montrer que deux ss-e-v sont supplémentaires.

Expliquer pourquoi les suites (1),,en et (n),eny N sont pas colinéaires. Idem avec (1™ ) ey €t (1™ )neny OU T; €t 1, sSONt des
réels distincts. Décrire autrement G = vect (17" )nen €t (1™ )nen) €t H = vect((1),en et (M) pen )
F est ’ensemble des suites constantes. F est une droite vectorielle, F est donc représentée par une droite passant par la

suite nulle.

(1),,en et (n),en Ne sont pas colinéaires car a(1)ey + b(MWpey =0 VnEN,a+bn=0= { a=0(n=0) =a=
a+b=0mn=1)

b=0.

(™) nen €t (1,™)qen Ne sont pas colinéaires car a(r;™pey + b(™pen =0 VneN,an" + b, =0 =

{a+b=0(n=0) { b=-a — a=bh=o.

aT1+bT2=0(Tl=1) a(T‘l—Tz)=0 C\afr’
1%y
G = vect((r")nen et (1" )nen) = {(ary™ + 1" )pen/a, b € R} = {u € RN/Vn € Ny, — (17 +13) Unyy +
ryetr
racinles dez(e.c)
U, = 0}
H = vect((Dnen et (Mnen ) = {(an + b)pen/a, b € R} = {((an + b)1")nen/a, b € R} = {ueRY/vne

1racine
double de (e.c)

N, Upip —2upyq +u, = 0}

Décrire autrement F = vect((x B e?¥), (x - e"‘)). Expliquer pourquoi les fonctions (x = e?*), (x = e~¥) ne sont pas
colinéaires. Représenter F.

F ={(x » ae** + be™)/a,b € R} = {f eC](R,R)/f" — f' —2f =0}

2et-1
racines de (e.c)

(x » e?),(x » e ™) ne sont pas colinéairescara(x » e?*) + b(x » e ™*) =0 @ Vx E Rae** +be™* =0=
a+b=0(n=0)
{aez+b§=0(n=1)

nulle.

SoitP(X) =1+2X+X*,Q(X) =2—X —2X* etR(X) = —1 + 2X + kX?.

Déterminer les réels k tels que : vect(P, Q) = vect(P,Q,R) .

vect(P, Q) = vect(P,Q,R) N vect(P,Q,R) c vect(P,Q) < R € vect(P,Q) & Restc.l.dePetQ

car l'autre
inclusion est
toujorus vraie

<3(a,b) € R?/R =aP + bQ <3(a,b) ER?/—1+2X + kX* =a(1+2X +X?)+ b2 — X — 2X?)

= a = b = 0. F estdonc un plan vectoriel et est représenté par un plan passant par la fonction

—1=a+2b
Sle systéme (S):{ 2 = 2a — b d’inconnue (a, b) € R? est compatible.
k=a-2b ) .
a+2b=-1 2a=k-1 a=;(k-1) a=-(k-1)
Or,(S):{Za—b=2 (:)(S):{—b=2+1—k4:)(5): b=k-3 = (8K b=k-3
a—2b=k a—2b=k %(k—l)—Z(k—3):k k=%

Donc (S)est compatible = k = % Ainsi, vect(P,Q) = vect(P,Q,R) & k = %

F={fe C®([-11L,R) / fi—1,0 et fjjo,1] Sont affines } est-ilun ss-e-vde C° ([~1,1],R)? Siouien trouver une base.
1. Montrons que F ss-e-vdu R-e-v C° ([-1,1], R).

F={feF(-11,R)/3(a,b,c,d) € R* vx € [-1,0], f(x) =ax+ bet Vx€[0,1],f(x) = cx + d et f continue}
F={feF(-11],R) /3(a,b,c,d) € R*,Vx € [-1,0], f(x) =ax+ bet Vx€[0,1],f(x) =cx +d et f continue en 0}
F={feF(-11],R)/3(a,b,c,d) € RY,vx €[-1,0],f(x) =ax+ bet Vx€[0,1],f(x) =cx+deth=d}
F={feF(-11],R)/3(a,b,c) e R, vx € [-1,0],f(x) =ax+bet Vx€e[01],f(x)=cx+b}

i ax + b si x € [-1,0] , _ ( {xsixe[—l,o]) ( {OsixE[—l,O]) ,
F_{f'(x'_){cx+bsix€[0,1] )/a,b,creels}—{a X 0six € [0,1] +bhb(x> 1) +c(xe xsix € [01] /a,b,créels}.



_ . xsixE[—l,O]) ) ( {OsixE[—l,O])
F = vect(u,v,w) ouu'(xH{OsixE[O,l] (e D), wix o xsixe01] )

Comme u, v et w sont des fonctions continues sur [—1;1], F estun ss-e-vde C° ([-1,1], R).
2. Lafamille (u, v,w) estune famille génératrice de F. Montrons que cette famille est libre.
Soit a et b et c des réels tels que au + bv + cw = 0.
Alors, Vx € [—1; 1], au(x) + bv(x) + cw(x) = 0i.e. Vx € [-1;0],ax + b =0etVx € [0;1],b+cx = 0.
En particulier, pour x = 0, cela donne b = 0. Puis pour x = —1, cela donne —a = 0 donc a = 0. Et enfin, pour x = 1, cela donne ¢ = 0.
Donc, la famille (u, v, w) est libre et constitue ainsi une base de F.

a. Montrons que G est un ss-e-v de R® et déterminons une base de G.
G ={a(1,1,-1,2,1) + b(0,2,-1,2,1)/a,b € R?} = vect((l,l, -1,2,1),(0,2, —1,2,1)).Comme (1,1,-1,2,1) et(0,2,—1,2,1)
sontdans RS, G estun ss-e-vde R®. (1,1, —1,2,1), (0,2, —1,2,1) ne sont clairement pas colinéaires donc
((1,1,-1,2,1),(0,2,—1,2,1)) est une base de G et dimG = 2.

a. Montrons que F est un ss-e-v de R® puis déterminons une base de F.

3x—y+z—t+w=0
2x—y—2z—t-w=0 Donc (0,0,0,0,0) € F.

Fc RS Prenonsx=y=z=t=w=0.Alors {
Considérons X; = (x4, 1,21, t1, wy) et X, = (X3, V3, 25, t, W, ) deux éléments de F et a, et a, deux réels.

a1 X1+ a; X; = a1 (xq, 1, 21, t1, i) + a3 (X, V2, Z, L, W2) = (a1X1 + X5, 1Yy + Q3Y7, 012 + Qp2Z5, aqty + apty, aywy +
a,w,) et

( 3(a1x; + azx;) — (a1y1 + azy;) + a121 + a2, — (agty + axty) + a;wy + aw,

= a1 (3x1 _yl +Zl _tl +W1) +a2(3x2 _yz +ZZ _tz +W2) == 0
=0 =0
de méme, 2(a,x, + ayx;) — (a1y1 + ayy,) — 2(a,z; + a,z;) — (a t; + ayt,) — (a,wy + a,w,) =0

Donc, a;X; + a, X, € F. Ainsi F est un ss-e-v de R°.
Cherchons une famille génératrice de F pour obtenir une base puis la dimension de F.

{3x—y+z—t+w=0 @{3x—y+z—t+w=0(:’{3x—y+z—t+w=0@{3(—32—2w)—y+z—t+w=0
2x—y—2z—t—-w=0 —x—3z—-2w=0 x =-3z—-2w x=-3z-2w
(:){y=—82—5w—t
x=-3z-2w

Donc, F = {(x,y.z,t,w) € Rs/{y =-8z—-5w~—t

RS } = {(=3z — 2w, —8z — 5w — t, z,t,w) € R%/(z,w, t) € R}

= {z(~3,-8,1,0,0) + w(—2,-5,0,0,1) + t(0,—1,0,1,0)/(z, w, t) € R3} = vect((-3,—8,1,0,0), (—2,—5,0,0,1), (0, —1,0,1,0)).

Donc, ((—3,-8,1,0,0), (-2, -5,0,0,1), (0, —1,0,1,0)) est une famille génératrice de F. De plus, cette famille est libre car
échelonnée en 0 ( par la droite) . Donc, ((—3,-8,1,0,0), (—2,—5,0,0,1), (0, —1,0,1,0)) est une base de F et dimF = 3.
=U =V =w
b. par double inclusion je remarque que X = (-2,-6,0,1,1),Y = (3,9,—1,-1,0),Z = (1,4,—1,—1,1) vérifient
Y=-U-W
X=V+W .Donc,X,Y et Z sontdans F et comme F est stable par combinaison linéaire, j’en déduis que
Z=-U+V-W

Y+X+Y—-Z=-U
vect(X,Y,Z) c F.Deplus, X+Y —-Z=Wet{X - (X+Y —Z2Z)=V.DoncU,V et W sont des combinaisons linéaires de
X+Y—-Z=W
X,Y et Z et par conséquent, F c vect(X,Y,Z). Ainsi, F = vect(X,Y, Z).

c. G ={(a,a+2b,b—a2a+b,a+b)/(ab)€ R}

(2x,0,3,-3,x) € G < 3(a,b) € R?/(2x,0,3,-3,x) = (a,a + 2b,b — a,2a + b,a + b)



a=2x a=2x x=-1

a+2b=0 3a=-6 a=-2
< 3(a,b) ER?/{ b—a=3 < 3(a,b) € R?/ 3b=3 < 3(a,b)eER?/{ b=1
2a+b=-3 2a+b=-3 —-3=-3
a+b=x a+b=x x=-1

Ainsi, (2x,0,3,-3,x) E G & x = —1.

d.(x,y,z,t,w) € G © 3(a,b) € R?/(x,y,z,t,w) = (a,a+ 2b,b —a,2a + b,a + b)

([ x=5(-22)
a=x a=x 1.
a+2b=y 3a=y—2z a—z(y 22)

& 3(a,b)ER?/{ b—a=2z < 3(a,b) eR?/{ 3b=y+2z < 3(ab) € R?/{ b= +2)
2a+b=t 2a+b=t 1
a+b=w a+b=w -2 +;0+2) =t

GO-2)+;0+D=w

2x—y+2z=0
1
Ainsi, G = {(x,y,z,t,w) € R5/ (r —22) t;0+2)=t ).
%(y—Zz) +§(y+z) =w
lCherchons si tout vecteur de R® s’écrit de maniére unique comme somme d’une élément de G et d’un élément de F.

SoitX = (x,y,z,t,w) € RS Jecherche U € FetV € GtelsqueX = U + V.
Analyse : supposons que de tels U et V existent. Alors,
3x'—y' +z' —t'+w' =0
_ VA A ’ 5
U_(xlyJZItJW)ER/{le_yl_zzl_tl_wl=0
V =(a,a+2b,b—a,2a+ b,a+ b)avecaetbréels

(+*)

( x=x"+a
y=y' +a+2b
Et (x,y,z,t,w) = (x,y,z',t,w) + (a,a+2b,b—a,2a+b,a+b)ies z=z+b—a .
t=t'+2a+b
w=w'+a+b
3x—a)—-(y—a—-2b)+(z+a-b)—(t—2a—b)+(w—-—a—-b)=0
2—a)—(y—a—-2b)-2(z4+a—-b)—(t—2a-b)—-(w—a—-b)=0
b=-3x+y—z+t—w b=-3x+y—z+t—w
{6b=—2x+y+22+t+w 16x —5y+8z—5t+7w =0’
Doncsil6x — 5y 4+ 8z — 5t + 7w # 0 alorsiln’existe aucuns U € F etV € G telsque X = U + V. En particulier, X =
(1,0,0,0,0) ne s’écritpas souslaforme X = U + V telleque U E FetV EG
ainsi, F et G ne sont pas supplémentaires dans R®.

Donc en utilisant (x%), j' obtiens:{

. Donc,{

a.F={(xwra)/a€R}={alx v 1)/a € R} =vect(fy)ol fy: (x » 1) . Comme f; n’est pas la fonction nulle et appartient
a E, j’en déduis que F est une droite vectorielle de E.
b. En particulier, F estun ss-e-vde E.

o G={feE/[ f(®)dt =0}donc G < E.

e Lafonction w: (x ~ 0) est élément de G car fol w(t)dt = fol 0.dt = 0.

e Soit f et g deux éléments de G et a et b deux réels. Comme f et g sont continues sur [0,1], af + bg U'est aussi et
J, (af +bg)(©)dt = a [ f(t)dt + b [, g(t)dt = 0. Donc, af + bg € G.

=0 =0
car feG car geeG

Ainsi, G estunss-evdeE.
Montronsque FB G = E.
Soitg € E.Jecherchef € Fet g € Gtellesquep = f + g.
Analyse : supposons que de telles fonctions f et g existent.
Vx ER,p(x) = f(x) + g(x)
Alors J, g®dt =0 Alors, [T o(t)dt = [ f(t) + g(O)dt = [} f(O)dt + [, g(t)dt = [, adt +0 = a.
daeR/VxER, f(x)=a =0 car g €G



Donc Vx € R, f(x) = [, p()dt et g(x) = p(x) — [} p(t)dt.
Ainsi, si f et g existent alors nécessairementVx € R, f(x) = fol et)dt et g(x) = p(x) — fol @(t)dt donc f et g sont
uniques.
Synthése Soit f et g définies par: Vx € R, f(x) = fol p(t)dt et g(x) = p(x) — fol p(t)dt.
1 1

Alors Vx € R, f(x) + g(x) = [, (©)dt + p(x) — [, p()dt = ().
De plus, f est constantei.e.f € F.

. 1 1 1 1 1 1
Enfin, posons 1 = [ @ (t)dt. Alors, [/ g(x) dx = [ @(x) —Adx = [ ¢(x)dx — A [, 1dx = [  ¢(x)dx — 1= 0.Donc g €
G.
Ainsi, f et g conviennent et d’aprés ’analyse, sont les seules qui conviennent.
Jenconclusque F@ G =E.

a. Prenons @(x) = x*In(1 + x).
Alorsp=f+gouf€EFetg€EGetVx€ER,f(x)= foltzln(l +t)dtetg(x) = x%In(1 + x) — f(x).

@-1)? 2 —1)3
or, [} ?In(1 + t) dt - J7 = 1)%In(w) du = [%m(u)]1 — [l gu = 2n(2) - 1 ffu? - 3u+ 3 - 2au

1 3 u 3
u=1+t
du=dt 2
_1 1[u®  3u? _1 1(8 1,3 _ _1(1449-18\ 2 _2 5
—gln(Z)—g[?—T+3u—ln(u)]1—gln(Z)—5(5—6+6—ln(2)—§+5—3)— 3( - )+31n(2)—31n(2) =

Donc, ¥x € R, f(x) = In(2) — et g(x) = x*In(1 + x) —In(2) + —.

a. Montrons tout d’abord que F et G sont deux ss-e-v de RV,
F = vect(r,s,t,y)our = (1,0,0, .....),s = (0,1,0,0, .....),t = (0,0,1,0,0, ... )et y = (0,0,0,1,0,0 ...). Donc F est un ss-e-v de
RN et (r,s,t,y) est génératrice de F. + Tapez une équation ici.
G c RN et La suite nulle est évidemment élément de G.
Soit (u,v)eG? et (a,b) € R%.Vk € {0,1,2,3}, u;, = v, = 0 donc au, + bv, = 0. Donc, au + bv € G.
Ainsi G est un ss-e-vde RV.

b. Montrons qu’ils sont supplémentaires dans RV.
Soit u une suite réelle. Je cherche une suite v € F etune suite w € G tellesqueu = v + w.
Analyse : Supposons que v et w existent. Alors,Vn,u, = v, + w,, et V., = v, etwz = w, = w; = wy = 0. Alors,
Uy = Vg, Uy = Uy, Uy = Vy et Uz = V3. Donc v = (U, Uy, Uy, Us, Ug, Uy, Uy, Ug, Ug, Ug, Uz, Us, o) = UgT + Ui S + Uyt + UsY.
Alors, Vn,w, = u, — v,.
Les seules suites v et w qui peuvent convenir sont v = (ug, Uq, Uy, Uz, Ug, Uq, Uz, Uz, Ug, Uy, Ug, Us, .. ) = Ug? + UyS + Uyt +
Uusy.
etvn,w, =u, —v,.
Synthése Soit v = (ug, Uy, Uy, Us, Ug, Ug, Uy, Uz, Ug, Uq, Up, Ug, - ) = UpT + Uy S + Uyt + Usy €1V, wy, = u, — v,.
Alors,u = v +wetv € vect(r,s,t,y) =F etetwog=uy—vo=0w;, =u;, —v; =0, wy, =u,—v, =0 et wy =u; —
v; = 0i.e.w € G.Donc v et w conviennent et d’aprés U'analyse sont les seules suites qui conviennent.
J’en conclus que toute suite réelle s’écrit de maniere unique comme somme d’une suite de F et d’une suite de G . Ainsi, F
et G sont supplémentaires dans RV.

c. (r,s,t,y)estgénératrice de F. Montrons sa liberté.
Soita,b,cetd desréelstelsquear + bs + ct + dy = 0i.e. Vn € N, ar,, + bs,, + ct, + dy, = 0(**).
a=0pourn=0
b=0pourn=1
c=0pourn=2
d=0pourn=3

a. En particulier (xx) donne, .Ainsi, (1,5, t,y) est libre et est finalement une base de F.

mR,_;[X] = vect(1,X,X? .., XP~") estun ss-e-v de R[X] (C’estdu cours !!).
Montrons que F = { QU/U € R[X]}est un ss-e-vde R[X].
e F cR[X].
e SiPestle polynbme nulalors P = 0 X U donc le polynédme nul est élément de F.
e Soit P; et P, deux polyndmes de F. Soit a et b deux réels. Alors il existe U; et U, tels que P, = QU; et P, = QU,.
Donc, aP; + bP, = aQU; + bQU, = QaU, + QbU, = Q(aU, + bU,).Donc Donc,aP; + bP, € F.
Ainsi F estun ss-e-vde R[X].
mF @ R,_;[X] = R[X] est une autre fagon d’écrire le théoreme de la division euclidienne .



En effet, VP € R[X],3 ! (U,V) € R[X]?,"P = QU + V et deg(V) < deg(Q) ce quis’ecritaussiVP € R[X],3'H € F,A!V €
R,_1[X],P = H + V.Cela signifie que F @ R,_;[X] = R[X].

a. G = vect(X).Comme X est un polynéme non nul de R[X], G est une droite vectorielle de R[X].
F = vect(((X — 1)%)kens. Donc F est un ss-e-v de R[X]. (on peut aussi prouver que F est un ss-e-v de R[X] avec la définition d’un
d'apres
la formule
de Taylor

enl
ss-e-v)

b. Montrer que tout polynéme de R[X] s’écrit de maniére unique comme somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G.
Soit P € R[X].JechercheU € FetV € GtelsqueP =U + V.
Analyse : supposons que de tels polynédmes U et V existent.
P=U+V
Alors 1) =0 .Donc, P(X) = U(X) + aX et par suite,P(1) =U(1) +a = a.
il existe aréel tel que V = aX
Donc V(X) = P(1)X et U(X) = P(X) — P(1)X.Donc si U et V existent, ils sont uniques et valent V(X) = P(1)X et U(X) =
P(X) — P(1)X.
Synthése posons V(X) = P(1)X et U(X) = P(X) — P(1)X.
AlorsUX) +V(X) = P(X) etV € G et U(1) = P(1) — P(1) = 0 donc U € F. Ainsi, U etV conviennent et sont les seuls
polyndmes qui conviennent.
Jenconclusque F @ G = R[X].
c. X2=X*-X)+ X estladécomposition de X% dans lasomme directe F @ G.
€F €G
d. H=vect(X—1)C F(carX — 1€ F etF eststable par combinaison linéaire). Donc, F N H = H # {0}.
J’en déduis que F et H ne sont pas supplémentaires dans R[X].
d. Soitn € N.F nR,[X] ={P € R,[X]/P(1) =0}
Soit P € R, [X]. Ecrivons P dans labase de Tayloren1: P = Y}_, a, (X — 1)*. Alors,

n
PeEFoP1)=0oa,=0c P:Z a, (X = 1F,
k=1

Ainsi, F N R, [X] = 3%, a X — DF /ay,a,,...,a, € R} =vect( (X — 1)¥ )g—q_n) - De plus, (X — 1)* )y nest
échelonnée en degré sans polyndme nul donc est libre. J’en conclus que ((X — 1)* ),-; , estune base de F n R, [X] qui
est par conséquent de dimension n.

Soita € R. @,: (x - . f]x = al)est continue sur R mais n’est dérivable que sur R\{a}.
En effet, la valeur absolue et la racine carrée sont continues sur tout le domaine de définition respectif donc

Pa: (x -4 /lx = al)est continue sur son domaine de définition R. De plus, la valeur absolue et la racine carrée ne sont pas
dérivables en 0 mais sont dérivables sur leur domaine de défintion respectif privé de0. Etx =a ©x—a=0¢&

—=six>a
|x — a| = 0. Donc, @gest au moins dérivable sur R\{a}. Enfin, Vx # a,7(x) = Pa@¢al@) _ Jlx-al _ lf_al .
x-a x-a ——six<a
|x-al
Donc, lim, 7(x) = +oo et lim 7(x) = —oo. Ainsi, ¢, n’est pas dérivable en a.
x—a x—a
e Soitly,.., A, desréelstels que: 419, + @4, + -+ 4,0, = 0i.e. VX € R, 1194, (X) + 1204, (x) ... +
)anDan(X) =0.
Soitk € [1,n]. Alors, A, @q, = —A1@Pa, — " = A1Pay_, — Ak41Pagyy — " — AnPay- OF, i 4 # 0 alors A, @, n'est pas
dérivable en a, tandis que —A,¢4, — =+ — A1 Pqp_, — A1Pay,, —  — An®Pa, €St dérivable en a; (comme combinaison

linéaire de fonctions dérivables en a;) .. ce qui n’est pas possible puisque ces deux fonctions sont égales. J’en déduis que
A = 0. Ainsi la famille ((pa1 » Pays ...,<pan) est libre.



