CORRIGE du QCM
MATRICES et DETERMINANTS
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2) Soit A une matrice carree d’ordre p > 2 telle que A2 — 44 —51 =0. | 1et2.47' = é(A — 41)
s . = 3 et 4. Je sais que A™est de la forme a,A + b, I. La forme
‘ A est inversible et A7 = A — 4l donnée au 3. fonctionnepour n=—-1,n=0,n=1,n=2...
‘ A est inversible et A~ = l(A - 4). Donc elle doit étre correcte ! C’est un QCM donc je tente de
5 gagner du temps en ne faisant pas tous les calculs....mais je suis
‘ (5n = (—1)") (5n St 5(_1)n)) capable de les faire...
A" = A+ I
6 6

@ =445

4 —
3) Soit A = (1 _1) 1 et 2. Je calcule P~* puis P~*AP et PAP™.
PAP™! = diag(2,1)
. 1 -2 1 . 3 et 4. Donc,
P= -1 3 et P~ AP est dmgona.le A™ = P~diag(2", 1)P. Donc les formes proposées
aux 3 et 4 sont possibles. La troisieme est vraie
1 pour n=0,1,2...
) et PAP~! est diagonale

( 1
3x2"—2 —3x 2"t 1+ 6
_2n+1+3

_(3x2r—-2 2*1_2
“\-3x2"+3 -2t 43

4)
Soit A une matrice carre d’ordre n i coefficients complexes telle qu’il existe un entier naturel p non nul tel que AP+

Al 4 A+T=0

@ 4 est inversible d’inverse 47

‘ A n’est pas inversible.

‘A est nilpotente.

@D A cst inversible d'inverse — 1 — A— AZ — . — AP-1

[=A(—1—A—A?..— AP7Y)

d+1 41 v —i—1

5 A= 0 i 0 2 1 -1
2i+2 21+2 —i—2 1et2.A=iB+CavecB=<0 1 0>etC=
il exsite un entier naturel p tel que : AP + AP~ 14 4+ 1=0- 11 -1 22
0 0 0 | OnvérifiequeB—C =1, BC=CB=0et
‘l]n’esttepasd’entierna.turelptelque: AP+ A1y L+ I=0 (2 2 _2) fvertie ate ¢
. . . B?2=Bet(C?=—C.
. . =9 2i+1 1 s i i-1 Donc A% = (iB)2+ C?>=—-B —C et
‘AestmvermbleetA = 0 i 0 | A% = (iB)? + C* = —iB + C. Donc,
—254+2 —243+2 i+2 A®+ A%+ A+1=0.Etp =3 convient.
i N 3et4EtA = ——-A—A2=C-B—iB-C+B+C
—-2i+1 1—-7i i1-1 =C—iB
@ A estinversibleet A = 0 —i 0

—2i4+2 -2i4+2 i—-2



6) Soit /N une matrice nilpotent d’indice p entier naturel non nul et A un scalaire non nul

N — Al est inversible et son inverse est — A~ — A72N — .. APNP~1.
I + N est inversible et son inverse est I — N + N2 + ... + (=N)P~L.

N — Al est nilpotente -

AN est nilpotente

2.0 =17 - (=N)? = (I — (-N)) Zh_5(-N)*
Donc, N + I inversible et son inverse est

Thoo(—N)-.
p-1
1—API = NP — (AD)? = (N — AI)ZAP”N"

Donc, N — Al inversible et son mverse est

_Ezp llp 1-kpnk — Zp 1/1—1 k Nk
3.inversible =non nilotente ; car,
nilpotente =>non inversible
4et5.(AN)? = ’NP =0

AN est niloptente d’indice p.

-1 -1 -3
NSt B=|1 2 0 |. Je calcule la comatrice et le
0 0 1 determmant etj’en déduis B~ =
T
‘B n’est pas inversible. det(B) da “Om(B)

=R )
S ==

@ B imversible ot B! = (

)

-2 -1 -6
.B est inversibleet B! = [ 1 1 3|
0 0 1

1

2
.BestimrersibleetB"1= =
0
2 =1
‘la comatrice de B est
.la comatrice de B est (

1 -1
6 —3
-1 1
-1 2
-3 0

3z +y =8
8) Soit (S) { -2z +y—2z =-1
z—2y+3z =-3
3 1 0
@ ) AX=Buwd=[-2 1 —2|B=(8 -1 3)aX=(z y 2)
1 -2 3
3 1 0 8 i
@ 5)o Ax—Baa=|-2 1 —2|.B= -1 aX =y
1 -2 3 -3 z
3 -2
@) Aax=Bua=|1 1 B=(8 -1 -3)«X=(z y 2)
0 -2
3 =2 Fr
@ s5)o ax=Baua=|1 1 —1 aX =y
4 -2 3 -3 z
3z +y =8 1 0
9(S){—2r+y—2z =-1I: La matrice A4 = (—2 1 —z)est inversible car det (4) # 0. Donc (S) admet une
1 -2 3
T—2y+3z =-3 unique solution. Et j’ai vérifié : (1,2,5) est solution.
‘ a une infinite de solutions-

‘ admet une unique solution (2, 2, ——)

.n ’admet auncune solution -
‘ admet une unique solution (1,5, 2) .



3z+y =4 det(A) = 1 et A est a coeff entiers donc

10) A la matrice des coefficients du systeme (S) { —2z+y—2z =-—1 com(A) I'est aussi (puisque ses coeff sont
des produits, sommes et différences des
z—2y+ 3z =-3 ’
, . ) Y+ coeff de A) . Donc A~ 'existe et
.n est pas inversible. At = ——com(A)"donc A~test a coeff

T det(a)
. est inversible et A~! a des coefficients entiers- entiers.

. n’admet pas 0 comme valeur propre.

‘ est inversible et son inverse est gal A.

. a un determinant nul car la somme des coefficients de sa deuxime colonne est nulle
. a un determinant qui vaut 1.

‘ a un determinant qui vaut 25.

11) Soit A une matrice carree d’ordre n > 2 a coefficients dans K et A un scalaire-
‘ A est valeur propre de A & det(A —XI) =0
‘ A est valeur propre de A & AX = 0 admet une unique solution
un vecteur propre de A est une colonne X telle que AX = 0.
‘ ’\Xun vecteur propre de A de valeur propre A est une colonne X telle que AX =

211 111
12)Soit A=|1 2 1jetJ=1|1 11 2.det(A—AD)=0=A=1oul=4
11 2 111 1.donc det (4) # 0 et A inversible.
5A=1+] doncA’2=1+5] = 5A—4l. Alors
. A n’est pas inversible. J=A-1
les val de A sont 0 et 4 1= 545D
f8 FAKCRES HEOPECEE Co e R Avec FBN, on sait que A™ = a, + b,J eta, = a, = a, = 1 et
‘ les valeurs propres de A sont 1 et 4. by =0,b, =1, b, = 5. Donc,
1 la réponse 6 semble correcte ( sans faire les caculs jusqu’au bout) .
100
‘ 1 | est un vecteur propre de A de valeur propre 4. 7.1g(J) = lcarj~¢ (1 0 0)-
1 W Moo
8.Im(J)) ={J (y) /x,y,z réels}
. Aest inversible et A7 = l(5! —A) Z
4 x+y+z a
={{x+y+z)/xy zréels} = el
‘ Ar=1T+ %(4" —1)Javecne N. {(x+y+z>/x AT {<Z>/aree b
X X 0
‘ rg(J) =3 9.Ker()) = {(y) /x,y,zréels et | (y) = (0)}
. z " z 0
. I'm(J) est 'ensemble des matrices de la forme | a = {(3Z’> e P s 2 = U
a —y-z
= {( y )/y,zréels}
—fl - b z
‘ Ker(J) est I'ensemble des matrices de la forme ( a
b
z+ay+2z2 =1
13) Soit (S;){az+y+(a—1)z =a et A la matrice des coefficients de(S,).
z+y+=2 =a+1

. rg(S,) =3 det(4) = 1 — a. Donc,

(S) a une unique solution sietssi a = 1. sietssi rg(S)=3.
(Sa) est de Cramer < a ?é 1 Pour a = 1, on vérifie que le triplet proposé a la question 4 est solution.

‘ (S.) est toujours compatible.
‘ Si @ # 1 alors I'unique solution de (S,) est IL (1-2a—a?+d% a, a(l-ad?)
-a

@ () =14

@ (A7 4) = 15— 20 + 3a?



1 1 1
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14)

G;’G'

@ =(a-b)-c)(c—d)(d—a)

@ =0 )(d—b)(c—b)(b—a)(c—a)(d —a)

@ =(a—b)(a—c)(a—d)(b—a)(b—c)(b—d)(c—a)(c—b)(c—d)(d—a)(d—b)(d—c)
‘va.ut 0 sietssi a € {b, c,d}

‘ # 0 sietssi a,b,c,d tous distincts.

15) Soit A € M, (R)avec n > 2.

. AT A est symetrique
. A est antisymetrique sietssi tous les coefficients de la diagonale de A sont nuls.

@ 4 = 0 sietssi AAT =0

. la decomposition de A comme somme une matrice symetrique et une matrice antisymetrique est
1 Ty — (AT\T AT — AAT
2 2. (2 0) n’est aps anti-sym.

. tr(AAT) est la somme des carres des coefficients de la diagonale de A 3 et 5.tr(447) =somme des carrés de tous les coeff de A.
Donc AAT = 0 = tr(4AT) = 0 =

n—2 0 0

. det(AAT) = (det(A))2 les coeff de A tous nuls = A = 0.
.det(A+AT)=2det(A)- 4.A=§(A+AT)+§(A—AT).
T 9 6 et 7.det(AB) = det(A) det(B)
@ tr(AAT) = (tr(A))* mais det(4 + B) # det(4) + det (B)
8.det(4) = det (A7) donc det(AAT) = det(4)?
tr(A + AT) = 2tr(4)- 9, tr(/(l 42 B) = t(r(A)) +tr(B) Eet tr()A) = tr((/iT) donc
Ker(A) C Ker(ATA). tr(4 + A7) = r(A) +tr (A7) = 2tr(A).
10.AX = 0 = ATAX = 0.
[0 0 0 n
0 0 n-10
0

16) Soit n = 2 et A la matrice carree d’ordre n

0 1.1 suffit d’échanger ligne 1 et ligne n puis ligne 2 et ligne n-

g g g 0 1 ....et A est équivalente ligne a diag(1,2, ..., n).
Donc rg(A) = n et A inversible.
10 0 0] 4.Mais AB = 1car son coeff ligne 1 colonne 1 est n.
rg(A) =n. 2et3. En c!éveloppant I_e déterminant D,, de A par rapport a la
premiére ligne , on obtient
det(A) = n!(—1)" D, = (-1)™'nD,_,.Alors
aln—1) D, = (-D)"'n(-1)"(n— (D" (n—2)...(-1)32D
det(A) =nl(-1)"7 (DML (=D (=) .. (=Dl '
[0 0o o0 1 = nl (~1)Zktk
1
0 il} = 0
=3 0 0
‘ A7! est la matrice carree d’ordre n = B
1
0 ? 3
03 0 0
1 0 0 0]
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