
CORRIGE du QCM  

MATRICES et DETERMINANTS  

 

 
 

   
 

 
 

 
 

 

1𝑒𝑡 2. 𝐴 = 𝑖𝐵 + 𝐶 𝑎𝑣𝑒𝑐  𝐵 = (
2 1 −1
0 1 0
2 2 −1

) et 𝐶 =

(
1 1 −1
0 0 0
2 2 −2

). On vérifie que 𝐵 − 𝐶 = 𝐼 , 𝐵𝐶 = 𝐶𝐵 = 0 et 

𝐵2 = 𝐵 𝑒𝑡 𝐶2 = −𝐶.  

Donc 𝐴2 = (𝑖𝐵)2 + 𝐶2 = −𝐵 − 𝐶 et  

𝐴3 = (𝑖𝐵)3 + 𝐶3 = −𝑖𝐵 + 𝐶. Donc,  

𝐴3 + 𝐴2 + 𝐴 + 𝐼 = 0. Et 𝑝 = 3 convient.  

3 et 4.Et 𝐴−1 = −𝐼 − 𝐴 − 𝐴2 = 𝐶 − 𝐵 − 𝑖𝐵 − 𝐶 + 𝐵 + 𝐶 

= 𝐶 − 𝑖𝐵 

𝐼 = 𝐴(−𝐼 − 𝐴 − 𝐴2 … − 𝐴𝑝−1) 

Cours  

1𝑒𝑡 2. 𝐴−1 =
1

5
(𝐴 − 4𝐼)  

3 et 4. Je sais que 𝐴𝑛est de la forme 𝑎𝑛𝐴 + 𝑏𝑛𝐼. La forme 

donnée au 3. fonctionne pour  𝑛 = −1, 𝑛 = 0, 𝑛 = 1, 𝑛 = 2…  

Donc elle doit être correcte ! C’est un QCM donc je tente de 

gagner du temps en ne faisant pas tous les calculs….mais je suis 
capable de les faire… 

1 et 2. Je calcule 𝑃−1 puis 𝑃−1𝐴𝑃 et 𝑃𝐴𝑃−1.  

𝑃𝐴𝑃−1 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(2,1) 

3 et 4. Donc,  
𝐴𝑛 = 𝑃−1𝑑𝑖𝑎𝑔(2𝑛 , 1)𝑃. Donc les formes proposées 
aux 3 et 4 sont possibles. La troisième est vraie 
pour 𝑛=0,1,2… 

 

 



  
 

 
 

 
 

 

2. 𝐼 = 𝐼𝑝 − (−𝑁)𝑝 = (𝐼 − (−𝑁)) ∑ (−𝑁)𝑘𝑝−1
𝑘=0   

Donc, 𝑁 + 𝐼 inversible et son inverse est  

∑ (−𝑁)𝑘𝑝−1
𝑘=0 .  

1. −𝜆𝑝𝐼 = 𝑁𝑝 − (𝜆𝐼))𝑝 = (𝑁 − 𝜆𝐼) ∑ 𝜆𝑝−1−𝑘𝑁𝑘

𝑝−1

𝑘=0

 

Donc, 𝑁 − 𝜆𝐼 inversible et son inverse est  

−
1

𝜆𝑝
 ∑ 𝜆𝑝−1−𝑘𝑁𝑘𝑝−1

𝑘=0 = − ∑ 𝜆−1−𝑘𝑁𝑘𝑝−1
𝑘=0  

3.inversible ⟹non nilotente ; car, 

 nilpotente ⟹non inversible  

4 𝑒𝑡 5. (𝜆𝑁)𝑝 = 𝜆𝑝𝑁𝑝 = 0  

Je calcule la comatrice et le 

déterminant et j’en déduis 𝐵−1 =
1

det(𝐵)
𝑐𝑜𝑚(𝐵)𝑇 

La matrice 𝐴 = (
3 1 0

−2 1 −2
1 −2 3

)est inversible car det (𝐴) ≠ 0. Donc (S) admet une 

unique solution. Et j’ai vérifié : (1,2,5) est solution. 



 
 

 
 

 
 

 

𝑑𝑒𝑡(𝐴) = 1 et 𝐴 est à coeff entiers donc 
𝑐𝑜𝑚(𝐴) l’est aussi (puisque ses coeff sont 
des produits, sommes et différences des 
coeff de 𝐴) . Donc  𝐴−1existe et  

 𝐴−1 =
1

det(𝐴)
𝑐𝑜𝑚(𝐴)𝑇donc  𝐴−1est à coeff 

entiers.  

2. det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0 ⟺ 𝜆 = 1 𝑜𝑢 𝜆 = 4 
1. 𝑑𝑜𝑛𝑐 det (𝐴) ≠ 0 et A inversible.  

5. 𝐴 = 𝐼 + 𝐽  donc 𝐴2 = 𝐼 + 5𝐽 =⏟
𝐽=𝐴−𝐼

5𝐴 − 4𝐼. Alors  

𝐼 = −
1

4
(𝐴 − 5𝐼)𝐴.  

.Avec FBN, on sait que 𝐴𝑛 = 𝑎𝑛𝐼 + 𝑏𝑛𝐽 et 𝑎0 = 𝑎1 = 𝑎2 = 1 et 

𝑏0 = 0, 𝑏1 = 1, 𝑏2 = 5.  Donc, 

la réponse 6 semble correcte ( sans faire les caculs jusqu’au bout) .  

7. 𝑟𝑔(𝐽) = 1car 𝐽~𝐶 (
1 0 0
1 0 0
1 0 0

).  

8. 𝐼𝑚(𝐽) = {𝐽 (
𝑥
𝑦
𝑧

) /𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑟é𝑒𝑙𝑠} 

= {(

𝑥 + 𝑦 + 𝑧
𝑥 + 𝑦 + 𝑧
𝑥 + 𝑦 + 𝑧

) /𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑟é𝑒𝑙𝑠} = {(
𝑎
𝑎
𝑎

) /𝑎 𝑟é𝑒𝑙} 

9. 𝐾𝑒𝑟(𝐽) = {(
𝑥
𝑦
𝑧

) /𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑟é𝑒𝑙𝑠 𝑒𝑡 𝐽 (
𝑥
𝑦
𝑧

) = (
0
0
0

)} 

= {(
𝑥
𝑦
𝑧

) /𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑟é𝑒𝑙𝑠 𝑒𝑡 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0} 

= {(
−𝑦 − 𝑧

𝑦
𝑧

) /𝑦, 𝑧 𝑟é𝑒𝑙𝑠 } 

 

et 𝐴 la matrice des coefficients de(𝑆𝑎).  

det(𝐴) = 1 − 𝑎. Donc, 

 (𝑆) a une unique solution sietssi 𝑎 = 1. sietssi  𝑟𝑔(𝑆)=3.   

Pour 𝑎 = 1, on vérifie que le triplet proposé à la question 4 est solution.  



 
 

 
 

 

Van der Monde 

1.(𝐴𝐴𝑇) = (𝐴𝑇)𝑇𝐴𝑇 = 𝐴𝐴𝑇. 

2. (
0 1
2 0

) n’est aps anti-sym. 

3 𝑒𝑡 5. 𝑡𝑟(𝐴𝐴𝑇) =somme des carrés de tous les coeff de A. 

Donc 𝐴𝐴𝑇 = 0 ⟹ 𝑡𝑟(𝐴𝐴𝑇) = 0 ⟹
𝑙𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑒𝑓𝑓 𝑑𝑒 𝐴 𝑡𝑜𝑢𝑠 𝑛𝑢𝑙𝑠 ⟹ 𝐴 = 0.  

4.𝐴 =
1

2
(𝐴 + 𝐴𝑇) +

1

2
(𝐴 − 𝐴𝑇).  

6 𝑒𝑡 7. det(𝐴𝐵) = det(𝐴) det(𝐵)  

mais 𝑑𝑒𝑡(𝐴 + 𝐵) ≠ det(𝐴) + det (𝐵) 

8. det(𝐴) = det (𝐴𝑇) donc 𝑑𝑒𝑡(𝐴𝐴𝑇) = det(𝐴)2 

9. 𝑡𝑟(𝐴 + 𝐵) = 𝑡𝑟(𝐴) + 𝑡𝑟(𝐵) et tr(𝐴) = tr (𝐴𝑇) donc 

tr(𝐴 + 𝐴𝑇) = tr(𝐴) + 𝑡𝑟(𝐴𝑇) = 2𝑡𝑟(𝐴). 

10. 𝐴𝑋 = 0 ⟹ 𝐴𝑇𝐴𝑋 = 0.  

1.Il suffit d’échanger ligne 1 et ligne n puis ligne 2 et ligne n-

1 ….et A est équivalente ligne à 𝑑𝑖𝑎𝑔(1,2, … , 𝑛).  

Donc 𝑟𝑔(𝐴) = 𝑛 et 𝐴 inversible.  

4.Mais 𝐴𝐵 ≠ 1car son coeff ligne 1 colonne 1 est 𝑛.  
2 et3. En développant le déterminant 𝐷𝑛 de A par rapport à la 

première ligne , on obtient 

𝐷𝑛 = (−1)𝑛+1𝑛𝐷𝑛−1. Alors  

𝐷𝑛 = (−1)𝑛+1𝑛(−1)𝑛(𝑛 − 1)(−1)𝑛−1(𝑛 − 2) … . (−1)32𝐷1 
(−1)𝑛−1(−1)𝑛−2(−1)𝑛−3 … . (−1)1𝑛! 

= 𝑛! (−1)∑ 𝑘𝑛−1
𝑘=1  



 
 

FIN 
 

 

 

det(𝐴) = 1 donc A inversib le 

et par conséquent, le système 

𝐴𝑋 = 0 a une unique solution.  

A est triangulaire sup donc 

𝐴−1l’est aussi.  

𝐴𝐵 ≠ 𝐼 car son coeff ligne 1 

colonne 3 vaut -1.  


