QCM Polynémes
Exercice 1

On vérifie que :

A - La décomposition de P(X) = X*—6X3+9X? en produit de facteurs irréductibles dans
C[X] est :
P(X) = X?(X —3)?

B - La décomposition de Q(X) = X* — 6X? + 9X2 + 9 en produit de facteurs irréductibles
dans C[X] est :
Q(X) = (x‘-’ 33X — :;»i) (X‘-’ ~3X + :sf)

C - La décomposition de Q(X) = X1 — 6X3 + 9X2 4+ 9 en produit de facteurs irréductibles
dans R[X] est :

Q(X) = (X2 - (zﬁ + :5) X —3V3 + (j) (X2 + (zﬁ - :;) X +3V3+ (i)

D - La décomposition de Q(X) = X —6X% +9X2 + 9 en produit de facteurs irréductibles
dans R[X] est :

Q(X) = (x’ - (2\/:; + :;) X +3vV3 + (i) (\’ + (2\/:; - :;) X —3V3+ (i)

VRAI on factorise de maniére évidente par X2 puis on reconnait une identité remarquable.

FAUX car la factorisation en produit de facteurs irréductibles de C[X] est la forme scindée ( produit de polynémes de degré 1).
FAUX il suffit d’évalueren 1.

VRAI il suffit de développer.
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Exercice 2

Soit P un polynéme de R[X] de degré n ayant n racines réelles distinctes.

Question 1

On établit que :
A - Toutes les racines de P’ sont réelles et distinctes,
B - Toutes les racines de P’ sont réelles mais pas forcément distinctes,

. S . . . . ~ .
C - Toutes les racines de P sont distinctes, mais certaines peuvent étre complexes conju-
guées,

D - Les racines de P’ ne sont ni forcément distinctes, ni forcément réelles.

ILsuffit d’appliquer Rolle & P entre deux de ses racines réelles consécutives.

Question 2 On considere le méme polynéme P que précédemment.

Le polynéme P? 41 :
A - n’admet que des racines réelles et distinctes
B - n’admet que des racines complexes non réelles et distinctes

C - n’admet que des racines distinctes, certaines étant réelles et d’autres complexes conju-
guées,

Q = P? + 1 n'a pas de racines réelles car pour tout réel x, P*(x) + 1 > 0. De plus, Q' = 2PP’ donc si Q'(z) = 0 alors P(z) = 0 ou P'(z) = 0 donc z est réel
et par conséquent, n'est pas racine de Q. Ainsi, Q n'a pas de racines multiples.




Exercice 3

Question 1 RAPPEL Si PGCD(p, q) = 1(i.e.p et q premiers entre eux) et p divise aq alors p divise a.
Soitn € N* et P € Z[X] telque P = Y% _,a.X*,(ay,...,a,) € Z"*1,

A. Pourtout polynéme P ainsi défini, P n’admet jamais de racine dans Q.
Pour tout polynéme P ainsi défini, P admet toujours au moins une racine dans Q.

B.
C. Silerationnel :—’ ,telquep EZet q € Z" et PGCD(p, q) = 1,estracine de Q alors p divise q, et q divisie a,,.
D.

Sile rationnelg,tel quep EZetq € Z" et PGCD(p,q) = 1, estracine de Q alors p divise a,, et q divisie a.

A.FAUX contre-exemple : X — 1
B. FAUX contre-exemple X2 + 1

2 3 n
CVRAl ay + als +a, (g) + as (s) +-+a, (s) = 0Donc ayq™ + a;pq™ ! + ayp?q™ % + -+ a,p™ = 0.

Al apq" = —a,pq" "t — a;p?q % = — anp™ = p[—a1q" — aypq" Tt — - = anp" Y]
ors, n_ ., on_ n-1_ ... _ n-1, _ 1. ~n-1_ n-2 _ ... _ n-11°
P" = —aoq" — aipq Up-1P" g = q[=aoq a,pq 1" ]
Donc, p divise ay,q™ et comme p et g sont premiers entre eux, p et q" le sont aussi donc nécessairement p divise a,.

De méme, q divise a,p"donc q divise a,,.

D FAUX contre-exemple 2X — 3 admet% comme racine mais 3 ne divise pas 2 ( et 2 ne divise pas 3)

Question 2
A. Lesracinesrationnelles possibles de P sont parmi les réels % ou p; est un entier relatif diviseur de a, et g; estun
j
entier relatif diviseur de a,,.
B. Lesracinesrationnelles possibles de P sont parmi les réels ? ou p; est un entier naturel diviseur de a, et q; estun
j

entier relatif diviseur de a,,.
C. Iln’existe pas de critére de localisations d’éventuelles racinesde P .

D. Létude des variations de la fonction polynomiale associée a P permet de déterminer le nombre de racines de P.

A VRAI et B VRAI On applique le résultat de la question précédente

C et D FAUX L’étude de la fonction polynomiale associée a P ne permet que de trouver le nombre de racines réelles mais constitue une méthode pour
localiser les racines réelles.

Question 3
Soit Q(X) = 6X3 — 2X? + 3X + 4. La proposition suivante est vérifiée :

A. Lenombre de rationnels pouvant éventuellement étre racine de Q est 8.

B. Le nombre de rationnels non entiers pouvant éventuellement étre racine de Q est5.
C. Le nombre de rationnels pouvant éventuellement étre racine de Q est 14.

D. Le nombre de rationnels non entiers pouvant éventuellement étre racine de Q est 10.

A,B,CFAUX et DVRAI Sip/q estracine rationnelle de P alors les valeurs possibles de g sont les diviseursde 6 : 1,—1,6,—6,2,—2,3, —3 et les valeurs
possibles de p sont les diviseursde 4: 1, —1,2,—2,4, —4.

g g .x a 1 11 11 12 2 4 4

Donc les racines rationnelles p/q non entiéres possibles sont:1,—1,2, 2,4, —4,g, —32 73 33 33 3
g g .x a 1 11 11 12 2 4 4

Donc les racines rationnelles p/q non entiéres possibles sont:g,—g,g,—g,g,—g,g,—g,g,—g.

Question 4
OnposeS(X)=X3-3X+1

A. Sadmetune seule racine rationnelle A,CDFAUX et BVRAI : on applique 2 : S est a coeff entiers et les diviseurs de a, =
B. S n’admet aucune racine rationnelle a, = 1sont1et—1.Donc les seules racines rationnelles possibles sont 1 et -1. Mais 1
C. S admet deuxracines rationnelles et -1 ne sont pas racines de S (il suffit de calculer S(1) et S(—1)) .
D. S admettrois racines rationnelles.

Question 5

OnposeS(X)=X3-3X+1

S admet seulement une racine réelle

A,C D FAUX et BVRALI : il suffit d’étudier la fonction polynomiale associée.

S admet trois racines réelles

S admet seulement deux racines réelles
S n’admet aucune racine réelle.
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Exercice 5

Pour n € N on pose E, = {P € R[X] | ¥k € [0;n] P*(1) =1}
A - PourtoutneM* Pe B, < E, 4
B - P € E, si et seulement si le reste B de la division enclidienne de P par (X — 1)"+!

appartient a L,

S -k ,
C- F= Z T est l'unique élément de £,
k=0 v
D- F,={P—-F| P E,} est un espace vectoriel

AFAUX carl € Eymais1 & E;
B. Vrai Soit P un polynéme, Q et R les quotient et reste de la division euclidienne de P par (X — 1)"*! . Alorsdeg(R) <netP = (X — 1)""'Q(X)+R=T +R
avec T = (X — 1)"*1Q(X). Alors T admet 1 comme racine de multiplicité au moins n + 1 donc vérifie Vk € [0,n], T% (1) = 0.

PUO(1)
o X =D

Alors deg(R) < n et Vk € [0,n], R® (1) = P¥(1); donc, la formule de Taylor assure que : R(X) = Y.
Donc P € E, < Vk € [0,n],P®(1) = 1 = vk € [0,n], R (1) =1 & R(X) = ',;:0%()( — 1)k,

C. FAUX ¥it_o (X = 1)* + (X — )™ est dans E,.

1

D.VRAIE, = {(X — 1)"Q(X)/Q € R[X]} = vect((X — 1)¥)pans; card’apres B, E, = {Po(X) + (X — D™1Q(X)/Q € R[X]}.

Exercice 6

Question 1

Pour n € N* on pose w,, = &'
l ' 1 ~ 2 !
A - {wF |k e[0,n]} est I'ensemble des racines du polynéme X" — 1

B - w, € U, pour tout n € N~
L[]
C - Pour tout n € M* pair, P = H ()i — 'rt_.‘if") appartient a R’X
k=1

D - Il existe k € N tel que w,* soit racine de X™ + 1

A.FAUX Les racines de X2 — 1 sont les racines 2n®™ de l'unité a savoir les complexes e 2n = e n = w¥ tq k € [0,2n — 1]. A ne contient

que la moitié de ces racines.

i\ ;
B.FAUX (e?) = e = —1 Donc w,, n’est pas une racine nieme de l'unité

C. FAUX Pour n = 2,P = (X —i)(X + 1) n’est pas a coefficients réels.

i\
D.VRAI k = n convient car (e?) +1=-1+1=0

Question 2

Pour tout n = 1 :

T
A - Z -:r.!rf" =10

k=1
s n
R e T
B - w, = ——
;; " 1 —w,

- (1 - '”'.Jﬁ‘) (l - W;f'} =2—2cos (.’:r)

L
D - H wh = (-1)"

k=1
A.  Faux.Pourn=1,>7_w, " =w,; = e =—1+0.
B. Faux.Pourn=1,3"_ w/ " =w;,=e"=—-1%1= i_wl
—Wi
. ik _tkmy [ o) v
C. Vrai. (1—en)(1—e n)— 1l—2Re(en)+ en —2—2cos(7)
D. Faux. pourn =2,[[j_,w," = ezel™ = —j # —1.




Question 3

Pour tout n € IN*
2w 2w
bbhad | “T - .
A- " = " " gietseulementsin=1
1 —wy, 1-—,

2wy, 2w,

B-——+—+-=2
1—w, 11—,
C 2w, y 2w, 4
1—w, 1 —y,
.
D 2wn ie'2n
1—wn sin ( i
2n
T T e T
2w, 2e'n 2e'n ie'zn 505(7)
D. VRA] 2m = 27— 2% _ = 14+
1-wn 179% 7Zisin(%)eL% Si"(%) Si"(%)
A. ( )=0=>3keZ,lzz+kn o Z=Zon=1
2n 2n 2
car nz1
donczlE]O ]
B. FAUX lasomme vaut 2Re ( Ly ) = —2.
—Wn
2 (") 2 2
COS\ 5
C. FAUX le produit vaut |ﬂ| =142 = (——].
1-wn sm(ﬁ) sm(ﬁ)
Exercice 7
Sachantque Y% == lim }V 1=
n=1 2 N-o+oo n=1 n2 6'
+o0 2
1 m
A-Y o
2 2 :
=ni(n+1) 3
+o0 2
1 ™
B - —_— = -3
Z?LQ(nJrl)? 3
n=1
400
1 T
C - - ==-—3
Z n?(n+1)2 3
n=1
+oo 1
D - —  _=x*-3
Z n2(n+1)2
n=1
. . A q 1 1 _1 1 _E 2 —_yn S T
La décomposition en éléments simples de prrerer i e e il ey Rt —- Alors Y, kZ(k+1)2 K= 1k2 +Yk=1 (k+1)2 +2 )k + e,
telescopage
n+1 1 14+-L) =pyn L, Lt 1+-L)= n 1 2
=173 +Zk 2mt ( 1+ n+1) 2%zt (n+1)2 =1l4F 2( 1+ n+1) 2 (Zk:l kz) i (n+1)2 +— — 3. Donc, B est correct..




