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Programme de colle 24

Révision : résolution des équations différentielles d’ordre 2 et suites récurrentes linéaires
d’ordre 2 (**) +
Chapitre 17 Espaces vectoriels et sous-espaces vectoriels . Familles finies de vecteurs.
| Généralités.

1. Définition et régles de calcul
P1V(X,y) EE? X+y€EE et VX€E,Va €K, a.X € E (E eststable par addition interne et multiplication externe).
P2. (+) est ASSOCIATIVE et COMMUTATIVE i.e. V(X,¥,2) EE3, (X+y)+Z=X+ (G +2)etX+y=y+%
P3. (+) a un élément NEUTRE noté Oy ou O qui vérifie: VX € E, #+ 0 = X.
P4. Tout élément % de E a un unique SYMETRIQUE pour (+) . VZ € E, 315 € E/% + ¥ = 0 . Alors, § est noté — % et
appelé I'opposé de X. (Z + (—X)est désormais noté Z — X)
P5.V(X,y) €EE:LV(a,B) EK:a.(X+y) =a.X+a.y et (a+p).X=aX+p.% ((.)estdistributive sur (+))
P6.VX € E,V(a,B) € K?,a.(B.%) = af.X = B.(a.X) (associativité mixte)
P7.VXEE 1.X=X
ClVX€EEVa€eK. (a2=0 sietssia=0oux=0g)
C2VXEEVa€eK,—x=(-1).%X et —(a.X)=(—a).X =a.(—X)
C3V(%y) €EELV(a,B)EK*(a—B).X=aX—pPXeta.(X—y) =aX —ay
Généralisation des propriétés P2 a 7 : Soit i, U5, ...,ﬁp desvecteursd'un K —e—v Eeta,ay, .., a, des élémentsde K .

P Uk = YhoqUp + X, U our € [1,p—1].
Z£=1 ﬁk = Z?;()l l_Zp—i
Z:1(Z§l=1ﬁkj) = 2?=1(ZZ:1 ﬁk}')

Z£=1 a X = (Zz=1 “k)’?
a¥bh_ e =Xh_ aty
Si %,y et Uy, Uy, ..., Uy, sont des vecteurs de E alors
tout vecteur de la forme a.X + 5.y tq a, B € K est une combinaison linéaire des vecteurs X et y et est élément de E.
tout vecteur de la forme Y}_, ayly tq ay,.., @, € K est une combinaison linéaire de s, Uy, ..., i, et est élément de E.
Tout espace vectoriel est stable par combinaison linéaire.

2. Espaces vectoriels de référence.
Munis de leur addition et de leur multiplication externe usuelles ,
P (I'ensemble des vecteurs du plan), E (I'ensemble des vecteurs de 1'espace géométrique)sontdes R —e — v
K, K™ My, (K), KN,F(2,K) , K[X] sont des K-e-v.

3. Espace produit- Espace de fonctions.
Structure de K-e-v. de ¥(T,E) oU E est un K-e-v et T un ensemble. Structure de K-e-v. de E X F ou E et F sont deux K-e-v.

Il Sous-espaces vectoriels.
1. Définition
Deux définitions équivalentes d’un sous-e-v.
Soit (E, +,.) un K-e-v. F est un sous-espace-vectoriel de E lorsque
° FcE
e O,€F oOU F#¢
o V(X)) EF:VaeK aXx€EFetx+y€EF OU V(%y) €F3V(ap) €EK?aXx+pyEF.
Tout ss-e-v d’un K-e-v est un K-e-v et est stable par somme, multiplication par un scalaire, par combinaison linéaire.
2. Sous-espaces vectoriels de référence.
Pour tout k € N U {oo}, C*(I, K) est un ss-e-v de F (I, K).
Pour tout m € N, K, [X] est un ss-e-v de K[X}.
Pour tout n € N*, D,(K), TS,(K), TIL,(K), AS,(K), S, (K) est un ss-e-v de M,,(K).
3. Sous-e-v engendré par une famille de vecteurs.
Soit E un K-e-v et Uy Uy, ..., U, des vecteurs de E. L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires des vecteurs uy ,Uy, ..., U, st un ss-e-v de
E noté vect(uy Uy, ..., U,) et appelé ss-e-v engendré par la famille (uy Uy, ..., Up)
(U3 Az, ..., Up)est une famille génératrice de vect (uy Uz, ..., Up).
Droite vectorielle et plan vectoriel. Une droite vectorielle de E est un ss-e-v engendré par un vecteur non nul de E.
Un plan vectoriel de E est un ss-e-v de E engendré par deux vecteurs non colinéaires de E.
vect(Uy Uy, ..., Up) est inclus dans tout ss-e-v de E contenant u; ,it, ..., U, et est donc le plus petit ss-e-v (au sens de I'inclusion) contenant la
famille 77 ,uy, ..., .
Soit X un sous-ensemble de E et vect(X) est I'ensemble de toutes les combinaisons linéaires d’ éléments de X . Alors, vect(X) est un ss-e-v
de E et est contenu dans tout s—e-v de E contenant X. vect(X) est appelé I'espace vectoriel engendré par X.
4. Intersection et somme de ss-e-v
e Soit (F;);esune famille de ss-e-v de E. Alors N, F; = (X € E/Vi € [, X € F;} estun sous-e-v de E.
e SoitFetGdeuxss-evdeE.AlorsF+G={X+y/X€F,y€eG} ={ue€E/AX€EF,y € G,U =X+ y}est ss-e-v- de E appelé ss-e-v
sommede F et G .
e SiF =vect(uy,Uy,.., Up) €t G = vect(Vy, Vy,.., Vq) alors F + G = vect(uy, Uy,..., Up, U1, Vzyer.) Vq)-



5. Somme directe et sous-espaces supplémentaires.

Soit F et G deux ss-e-v de E.

e F et G sont en somme directe lorsque tout élément de F + G s’écrit de maniere unique comme somme d’un élément de F et d’'un
élément de G.

e  F et G sont supplémentaires dans E lorsque tout élément de E s’écrit de maniére unigue comme somme d’un élément de F et d’'un
élément de G. On note alors E = F @ G. (définition)

e F et G sont en somme directe sietssi F N G = {O_E)}. (caractérisation ou définition équivalente)

e F et G sont supplémentaires dans E sietssi F N G = {5,;} et F + G = E. (caractérisation ou définition équivalente)

11l Famille finie libre ou/et génératrice. Base.

1. Famille libre
Définition

Soit E un K-e-v et (uy ,Uy, ..., Up) une famille de vecteurs de E.

e (U Uy, ..., Up) est une famille libre lorsque la seule maniére d’écrire 05 comme combinaison linéaire de 7 i, ..., Uy st la maniére
triviale Op = 0.%; +0.35 + -+ + 0.u, ; autrement dit lorsque I'équation Op = M. U5 +Ay 005 + - + Ay, dinconnue (A1, A3, ..., 4p) €
KPadmet (Al,/lz, ...,Ap) = (0,0, ...,0) comme unique solution.

e (U Uy, ..., up) est une famille liée lorsque (U U, ..., U,) N'est pas libre ; autrement dit lorsqu'il existe (1, 4,, ..., 4,) # (0,0, ...,0) tel
que Og = A,. 705 +Ap. 005 + - + Ap. .

Caractérisation

° Uy Uz, .. ,@) est une famille libre sietssi aucun vecteur de cette famille n’est combinaison linéaire des autres.

e ((Wg up, ..., up) est une famille liée sietssi I'un vecteur de cette famille est combinaison linéaire des autres.
Opérations

e laliberté d’une famille ne dépend pas de I'ordre des vecteurs dans cette famille.

e Sil'on ajoute a une famille libre £ un vecteur qui n’est pas combinaison linéaire des vecteurs de £ alors la famille obtenue est encore libre.

e  Toute famille extraite d’'une famille libre est encore libre ( i.e. si on 6te des vecteurs a une famille libre, la famille conserve la liberté).
e  Lesopérations élémentaires sur les vecteurs d’une famille libre £ conserve la liberté de £.

Exemples a connaitre et reconnaitre
e  Toute famille de polyndmes non nuls et tous de degrés distincts est libre.

. Toute famille de n-uplets non nuls et échelonnés en zéros (par la droite ou la gauche) ou de matrices-colonnes non nulles et échelonnées

en zéros (par le haut ou le bas) est libre.
Propriété
e  Sji Lest une famille libre alors tout vecteur de vect(£) s écrit de maniére unique comme combinaison linéaire de vecteurs de £
2. Familles génératrices.
Définition et caractérisation
(U3 4z, ..., Uy) une famille de vecteurs de F est génératrice de F lorsque vect (uy Uy, ..., u,) = F.
Si F est un ss-e-v de E alors (uy Uy, ..., Up) est génératrice de F sietssi Vk € [1,n],u € F et tout vecteur de F est combinaison linéaire de
Ug Uz, oor, Up-
Opérations
e  Le caractere générateur d’'une famille ne dépend pas de |'ordre des vecteurs dans cette famille.

e  Sil’'on 6te a une famille génératrice §, de F un vecteur qui est combinaison linéaire des vecteurs de § alors la famille obtenue est encore

génératrice de F. Et plus précisément,
vect(Uy Uz, ., Up, Upt1) = VeCt(Uy Uz, ..., Up) € Upyq €5t combinaison linéaire de Uy Uy, ..., Up.
e  Sig estune famille de vecteurs de F qui contient une famille génératrice de F alors g’ est aussi génératrice de F.
e Les opérations élémentaires sur les vecteurs d’une famille génératrice G, conserve le caractére générateur de §..
e SiF =vect(Uy,Up,..., Up) €t G = vect(V;,V3,.., Vq) alors F + G = vect(uy, Uz, ..., Up, V1, Uz, Uq)-
3. Bases.
Définition .
Une base d’un K-e-v E (resp. d’un ss-e-v F de E) est une famille génératrice de E (resp. d'un ss-e-v F de E) et libre.
Caractérisation . Définition des composantes.
8 est une base du K-e-v E sietssi tout vecteur de E s’écrit de maniere unique comme combinaison linéaire des vecteurs de 8.
Si 8= (e; ,ez, ..., €,) est une base du K-e-v E alors VX € E, 3! (@, &y, ..., ) € K™ /X = aye; + aze; + -+ ane, et (ay, ay, ..., a,) sont les
composantes de X dans 8.

4. Dimension.
Dans un K-e-v E, toutes les bases de E, s’il en existe, ont le méme nombre d’éléments ( méme cardinal).
Ce nombre d’éléments commun a toutes les bases de E est la dimension de E noté dim(E).
Bases et dimension des K-e-v de référence .
Une droite vectorielle est un e-v de dimension 1. Un plan vectoriel est un e-v de dimension 2.
Si P est le R — e — v des vecteurs du plan, alors une base de P est formée de 2 vecteurs de P non colinéaires et dimy P = 2.
Si E estle R — e — v des vecteurs de I'espace géométrique alors une base de E est formée de trois vecteurs de E non coplanaires et dimy E = 3.
dimg K =1.Basede K : (1).
dim, K™ = n. Base canonique de K™: ((1,0,..,0), (0,1,0,..,0), ...., (0,0, ...,0,1).
dimgM,, ,,(K) = np. Base canonique de M,,,(K) : (Eij) i jyel1,nIx[1p]-
dimy K,[X] = n + 1. Base canonique de K, [X]: (1,X,X?,..,X™).Base de Taylor en a de K,[X]: (1,X — a,(X — a)?,..,(X — a)").



CHAPITRE 18 : Espaces vectoriels de dimension finie.

| Dimension finie .
Définition d’un K-e-v de dimension finie (resp. infinie).
Un K-e-v E est de dimension finie lorsque E admet une famille génératrice finie.
Comparaison du cardinal d’une famille libre et cardinal d’'une famille génératrice
Dans un K-e-v E de dimension finie, le cardinal de n’importe quelle famille libre de vecteurs de E est inférieur ou égal au cardinal de toute
famille génératrice de E.
Condition suffisante pour étre un K-e-v de dimension infinie .
Si E contient une famille (ey)centelle que Vn € N, (7 ,e5, ..., €,) est libre alors E est de dimension infinie.
Existence d’une base et définition de la dimension.
Tout K-e-v E de dimension finie et non réduit a {5;} a une base de cardinal fini et toutes les bases de E ont le méme cardinal.
Ce cardinal commun a toutes les bases de E est la dimension de E. Par convention, dim{O—E)} = 0.
Bases et dimension des K-e-v de référence .
Une droite vectorielle est un e-v de dimension 1. Un plan vectoriel est un e-v de dimension 2.
Si P est le R — e — v des vecteurs du plan, alors une base de P est constituée de 2 vecteurs de P non colinéaires et dimy P = 2
Si E estle R — e — v des vecteurs de I'espace géométrique alors une base de E est formée de trois vecteurs de E non coplanaires et dimy E = 3.
dimg K =1.Basede K : (1).
dim, K™ = n. Base canonique de K™: ((1,0,..,0), (0,1,0,..,0), ...., (0,0, ...,0,1)
dimgM,, ,(K) = np. Base canonique de My,,,(K) : (Ei) i jye[1,nIx[1,p]
dimy K,[X] = n + 1. Base canonique de K,,[X]: (1, X, X?,..,X™).Base de Taylor en a de K,,[X]: (1,X — a, (X — @)?,.., (X — &)™).
dimy K[X] = +oo.
dimyg .7 (I,K) = +o, dimy C*¥(I,K) = +oo,dimy D¥(I,K) = +oo ,dimy C*(I,K) = +oo.
dimg KN = +oo.

Il Famille de vecteurs dans un K-e-v de dimension finie
Comparaison de la dimension avec le cardinal d’'une famille libre et avec le cardinal d’une famille génératrice
Dans un K-e-v E de dimension finie, si G est une famille génératrice de E' , B est une base de E et £ une famille libre de vecteurs de E alors,
card(£) < card(B) < card(Q).
Caractérisation d’une base : famille libre et maximale ou famille génératrice et minimale .
Soit E K-e-v de dimension finie et ¥ une famille de vecteurs de E
(& est une base de E )sietssi (¥ est libre et card(#) =dim(E)) sietssi (¥ est génératrice de E et card(¥ )=dim(E)).

(**) Cela pourra faire I’'objet d’un exercice de colle.

Questions de cours :

QDC1Soit EunK —e —vetuy,..,u, desvecteursde E. Montrer que I'ensemble de toutes les combinaisons linéaires des vecteurs

Uy, ..., Uy estunss-e-vdeFE.

QDC 2 Soit E un K — e — v .Démontrer que I'intersection de ss-e-v de E est un ss-e-v de E. Prouver que le réunion de deux ss-e-v de E n’est
pas forcément un ss-e-v de E.

QDC 3 Démontrer la caractérisation de deux espaces en somme directe et celle de deux ss-e-v supplémentaires.

QDC 4 (u; ,uy, ... ,u_p’) est une famille liée sietssi I'un vecteur de cette famille est combinaison linéaire des autres.

QDC 5 Dans un K-e-v E de dimension finie, le cardinal de n’importe quelle famille libre de vecteurs de E est inférieur ou égal au cardinal de
toute famille génératrice de E.



