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Espaces vectoriels de dimension finie. 

 

Dans tout le chapitre, (𝑬 , +, . ) est un 𝑲-e-v. 
 

 

I.  K-e-v de dimension finie, dimension et existence d’une base   
 

1Def : Un 𝐾-e-v 𝐸 est de dimension finie lorsque 𝐸 admet au moins une famille génératrice finie.  
Sinon 𝐸 est de dimension infinie.  

 

2Prop. : Dans e v 𝐸 de dimension finie, toute famille libre de vecteurs de 𝐸 a un nombre d’éléments inférieur ou égal au nombre 
d’éléments de toute famille génératrice de 𝐸.  

 

3Conséquence : Si 𝐸 est un K-e-v contenant une famille (𝑓𝑘)𝑘∈ℕ telle que ∀𝑛 ∈ ℕ, (𝑓
0
, 𝑓
1
, 𝑓
2
, … , 𝑓

𝑛
) est libre  alors 𝐸 est de 

dimension infinie.  

4Exemples de référence : ∀𝑛 ∈ ℕ, (1, 𝑋, . . , 𝑋𝑛) est une famille libre  de vecteurs de 𝑲[𝑿] qui est donc de dimension infinie.  

∀𝑛 ∈ ℕ, ((𝑥 → 𝑒𝑘𝑥))
𝑘∈⟦0,𝑛⟧

est une famille libre de vecteurs de F (ℝ,ℝ) ou 𝑪k(ℝ,ℝ)  ou 𝑪∞ (ℝ,ℝ)  qui sont donc de dimension infinie.  

∀𝑛 ∈ ℕ, ((𝑘𝑛)𝑛∈ℕ)𝑘∈⟦0,𝑛⟧est une famille libre et infinie de vecteurs de ℝℕ qui est donc de dimension infinie. ( démo plus tard avec les 

déterminants)  

 

5 Théo : Dimension d’un e-v- de dimension finie 

1. Tout e-v de dimension finie non réduit à {𝑂𝐸⃗⃗ ⃗⃗  } a une base finie.  

2. Toutes les bases dans un ev de dimension finie ont le même nombre d’éléments. Ce nombre d’éléments commun à toutes 
les bases est appelé la dimension de 𝐸 et noté 𝑑𝑖𝑚(𝐸) .  
𝑑𝑖𝑚(𝐸) = 𝑛𝑏𝑟𝑒 𝑑𝑒 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑒𝑢𝑟𝑠 𝑑𝑎𝑛𝑠 𝑢𝑛𝑒 𝑏𝑎𝑠𝑒 𝑞𝑢𝑒𝑙𝑐𝑜𝑛𝑞𝑢𝑒 𝑑𝑒 𝐸 = 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝑢𝑛𝑒 𝑏𝑎𝑠𝑒 𝑑𝑒 𝐸)⏟              

(∗∗∗)

= 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝑡𝑜𝑢𝑡𝑒 𝑏𝑎𝑠𝑒 𝑑𝑒 𝐸)⏟              
(∗∗∗)

. 

3. Par convention, 𝑑𝑖𝑚{𝑂𝐸⃗⃗ ⃗⃗  } = 0. 

(***) 𝑐𝑎𝑟𝑑(F  ), le cardinal d’une famille F,   est le nombre d’éléments de cette famille F  . 

 6 Exemples de référence : 

Dimension BASE  de référence ( base canonique) 

Une droite vectorielle est un e-v de dimension 1.  •  

Si 𝑷 𝒆𝒔𝒕 𝒍𝒆 ℝ − 𝒆 − 𝒗 des vecteurs du plan, 𝒂𝒍𝒐𝒓𝒔 𝒅𝒊𝒎ℝ 𝑷 = 𝟐  

Un plan vectoriel est un e-v de dimension 2.  

Si  𝑬  est le ℝ − 𝒆 − 𝒗 des vecteurs de l’espace géométriques alors 
𝒅𝒊𝒎ℝ 𝑬 = 𝟑. 

 

𝒅𝒊𝒎𝑲 𝑲 = 𝟏 et 𝒅𝒊𝒎ℝ ℂ = 𝟐. •  

𝒅𝒊𝒎𝑲 𝑲𝒏 = 𝒏. •  

𝒅𝒊𝒎𝑲𝑴𝒏,𝒑(𝑲)  = 𝒏𝒑. •  

𝒅𝒊𝒎𝑲 𝑲𝒏[𝑿] = 𝒏 + 𝟏.  •  

𝒅𝒊𝒎𝑲 𝑲[𝑿] = +∞.  •  

𝒅𝒊𝒎𝑲 F  (𝑰,𝑲) = +∞, 𝒅𝒊𝒎𝑲 𝑪𝒌(𝑰, 𝑲) = +∞,𝒅𝒊𝒎𝑲   𝑫𝒌(𝑰,𝑲) =
+∞ , 𝒅𝒊𝒎𝑲   𝑪∞(𝑰,𝑲) = +∞.  

 

𝒅𝒊𝒎𝑲 𝑲ℕ = +∞.  •  

Soit  𝑎 fonction continue sur 𝐼 .  La dimension de l’ensemble des 
solutions de l’équa. diff.   𝑦′ + 𝑎(𝑥)𝑦 = 0 est 1 .  

 

Soit 𝑎 et 𝑏 réels fixés. La dimension de l’ensemble des solutions de 
l’équa. diff.   𝑦′′ + 𝑎𝑦′ + 𝑏𝑦 = 0  est 2. 

 

Soit 𝑝 ∈ ℕ∗. Le 𝐾-e-v de suites 𝑝 −périodiques de dimension 𝑝.  

Le 𝐾-e-v des suites arithmétiques est de dimension 2.  

Soit 𝑟 ∈ ℝ+∗. Le 𝐾-e-v des suites géométriques de raison 𝑟 est de 
dimension 1. 

 

Soit 𝑎 et 𝑏 réels fixés. Le 𝐾-e-v des suites vérifiant∶  ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛+2 +
𝑎𝑢𝑛+1 + 𝑏𝑢𝑛 = 0  est de dimension 2. 

 

 



II. Familles de vecteurs dans un ev de dimension finie.  
 

1. Caractérisation d’une base. 
 

7 Théo  Soit 𝐸 un K-e-v de dimension finie 𝑛 =  𝑑𝑖𝑚(𝐸). 
1. Une famille libre de vecteurs de 𝐸 a au plus 𝑛 éléments.  
2. Une famille génératrice de 𝐸 a au moins 𝑛 éléments.  

 

7bis Caractérisation d’une BASE d’un e-v- de dimension finie.  
Soit 𝐸 un K-e-v de dimension finie 𝑛 =  𝑑𝑖𝑚(𝐸). Soit F une famille de vectreurs de E.  

F est une base de E sietssi F est libre et 𝑐𝑎𝑟𝑑(F) = 𝑑𝑖𝑚(𝐸)  (on dit alors que F est libre et maximale) . 

F est une base de E sietssi F est génératrice de 𝐸 et 𝑐𝑎𝑟𝑑(F) = 𝑑𝑖𝑚(𝐸)   (on dit alors que F est génératrice et minimale).  

8 Exercies : Soit 𝑛 un entier naturel. Soit 𝑎0, . . , 𝑎𝑛 des réels tous distincts et pour tout ∈ {0, … , 𝑛} , 𝐿𝑘 = ∏
𝑋−𝑎𝑖

𝑎𝑘−𝑎𝑖

𝑛
𝑖=0
𝑖≠𝑘

 (polynômes de Lagrange). 

Justifier que B = (𝐿0, … , 𝐿𝑛) est une base de de ℝ𝑛[𝑋].  Déterminons les composantes d’un polynôme 𝑃 de ℝ𝑛[𝑋] dans B  .  

2.  Soit 𝑃 ∈ ℝ𝑛[𝑋] 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 deg (𝑃) = 𝑛. Montrer que (𝑃, 𝑃′, 𝑃′′, … , 𝑃(𝑛)) est une base de ℝ𝑛[𝑋].  
 

9 Théorème de complétion et d’extraction : Soit 𝐸 un 𝐾-e-v de dimension finie 𝑛.  
1)Toute famille libre de vecteurs de 𝐸 de cardinal 𝑝 peut être complétée par 𝑛 − 𝑝 vecteurs de 𝐸 bien choisis pour obtenir une 
base de 𝐸. Ces 𝑛 − 𝑝 vecteurs de 𝐸 peuvent être choisis parmi les vecteurs d’une base connue de 𝐸. 
2) De toute famille génératrice de 𝐸 , on peut extraire 𝑛 vecteurs qui forment une base de 𝐸. 

10 Méthode:  

• Pour compléter une famille libre afin d’obtenir une base de 𝐸, il suffit de bien choisir les nouveaux vecteurs parmi ceux d’une 
base connue de 𝐸, en ajoutant un par un chaque vecteur veillant à ce qu’il ne soit pas combinaison linéaire des vecteurs de la 
famille déjà formée. On aura une technique matricielle très efficace pour compléter.  

• Pour obtenir une base de 𝐸 à partir d’une famille génératrice de 𝐸 , il suffit d’ôter un par un les vecteurs combinaisons 
linéaires des autres, il faut pour cela parfois étudier les relations de dépendances linéaires entre les vecteurs de la famille et 
d’ôter ceux combinaison linéaire des autres.   

11 Exercice: Montrer que la famille F = (1 + 𝑋 + 𝑋2⏟      
𝑃

, 2𝑋 − 𝑋2⏟    
𝑄

, 3 + 𝑋⏟  
𝑅

, 1 − 2𝑋²⏟    
𝑆

) est génératrice de ℝ2[𝑋] et en extraire une base de ℝ2[𝑋]  . 

. 

2. Matrices d’une famille de vecteurs dans une base donnée.  
 

12 Def.:  Soit B = (𝑒1⃗⃗  ⃗, 𝑒2⃗⃗  ⃗, … 𝑒𝑛⃗⃗⃗⃗ ) une base d’un 𝐾-e-v 𝐸 de dimension finie 𝑛  .   
•Soit 𝑣  un vecteur de 𝐸 . Soit (𝛼1, 𝛼2, . . , 𝛼𝑛) les composantes de 𝑣  dans B = (𝑒1⃗⃗  ⃗, 𝑒2⃗⃗  ⃗, … 𝑒𝑛⃗⃗⃗⃗ ) .Alors la matrice du vecteur  �⃗⃗�  dans la 
base B est la matrice colonne notée 𝒎𝒂𝒕B �⃗⃗�  et définie par : 

𝑚𝑎𝑡B  𝑣 = (

𝛼1
𝛼2
⋮
𝛼𝑛

) 

•Soit V= (𝑣1⃗⃗⃗⃗ , 𝑣2⃗⃗⃗⃗ , … , 𝑣𝑝⃗⃗⃗⃗ ) une famille de vecteurs de 𝐸 . ∀𝑗 ∈ {1, . . 𝑝}, notons (𝛼1𝑗 , 𝛼2𝑗, … , 𝛼𝑛𝑗) les composantes de 𝑣𝑗⃗⃗⃗    dans B ie. 

𝑣𝑗⃗⃗⃗  = ∑ 𝛼𝑖𝑗𝑒𝑖⃗⃗  
𝑛
𝑖=1  . Alors la matrice de la famille V   dans la base B  , notée 𝒎𝒂𝒕BV, est la matrice de type (𝑛, 𝑝) définie par : 

𝑚𝑎𝑡BV=

𝑣1⃗⃗⃗⃗ 𝑣2⃗⃗⃗⃗ ⋯ 𝑣𝑝⃗⃗⃗⃗ 

(

 
 

𝛼11
𝛼21
⋮

𝛼𝑛1

   

𝛼12
𝛼22
⋮

𝛼𝑛2

   

⋯
⋯

⋯

     

𝛼1𝑝
𝛼2𝑝
⋮

𝛼𝑛𝑝)

 
 

𝑒1⃗⃗  ⃗

𝑒2⃗⃗  ⃗
⋮

𝑒𝑛⃗⃗⃗⃗ 

. 

 

13 Prop . SoitB  une base de 𝐸 . 1) ∆: (
𝐸 → 𝑀𝑛,1(𝐾)

𝑥 → 𝑚𝑎𝑡𝐵𝑥 
) est une bijection.  

2)Soit 𝑥  𝑒𝑡 𝑦  deux vecteurs de 𝐸 , 𝛼, 𝛽 deux scalaires. Alors  𝑚𝑎𝑡B  (𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ) = 𝛼𝑚𝑎𝑡B  𝑥 +𝛽𝑚𝑎𝑡B  𝑦   .  

3) Soit V= (𝑣1⃗⃗⃗⃗ , 𝑣2⃗⃗⃗⃗ , … , 𝑣𝑝⃗⃗⃗⃗ ) une famille de vecteurs de 𝐸 . 

𝑥  est combinaison linéaire de 𝑣1⃗⃗⃗⃗ , 𝑣2⃗⃗⃗⃗ , … , 𝑣𝑝⃗⃗⃗⃗  si et ssi 𝑚𝑎𝑡B  𝑥  est combinaison linéaire des matrices 𝑚𝑎𝑡B  𝑣𝑘⃗⃗⃗⃗  . Et dans ce cas, les 

coefficients des combinaisons linéaires sont les mêmes. 

 

14 Théo : Formule de changement de base pour les vecteurs 
Soit 𝐵1 et 𝐵2 deux bases de 𝐸. Soit 𝑣  un vecteur de 𝐸 . Notons 𝑃 =  𝑚𝑎𝑡𝐵1𝐵2   ,  𝑋1 = 𝑚𝑎𝑡 𝐵1(𝑣  ) et 𝑋2 =  𝑚𝑎𝑡 𝐵2(𝑣  ) .  

Alors ,  𝑚𝑎𝑡 𝐵1(𝑣  ) = 𝑚𝑎𝑡𝐵1𝐵2   ×𝑚𝑎𝑡 𝐵2(𝑣  )     i.e .    𝑋1 = 𝑃𝑋2  .  

𝒄𝒂𝒓𝒅(𝒇𝒂𝒎𝒊𝒍𝒍𝒆 𝒍𝒊𝒃𝒓𝒆 𝒅𝒆 𝑬) ≤ 𝒄𝒂𝒓𝒅(𝒃𝒂𝒔𝒆 𝒅𝒆 𝑬)⏟            
𝒅𝒊𝒎(𝑬)

≤ 𝒄𝒂𝒓𝒅(𝒇𝒂𝒎𝒊𝒍𝒍𝒆 𝒈é𝒏é𝒓𝒂𝒕𝒓𝒊𝒄𝒆 𝒅𝒆 𝑬 ). 

 

𝒃𝒂𝒔𝒆 = 𝒍𝒊𝒃𝒓𝒆 𝒆𝒕 𝒎𝒂𝒙𝒊𝒎𝒂𝒍𝒆 = 𝒈é𝒏é𝒓𝒂𝒕𝒓𝒊𝒄𝒆 𝒆𝒕 𝒎𝒊𝒏𝒊𝒎𝒂𝒍𝒆 



15 Exercice : Soit 𝐵 = (𝑖 , 𝑗 , �⃗� )une base d’un 𝐾-e-v  𝐸 . Soit �⃗� = 2𝑖 + 3𝑗 + 4�⃗� , 𝑣 = 2𝑖 − 𝑗 + �⃗� , �⃗⃗� = 𝑖 − 𝑗   . La famille (�⃗� , 𝑣 , �⃗⃗� )est –elle une 

base de 𝐸? Si oui, quelles sont les composantes de �⃗� = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + 𝑧�⃗�  dans cette nouvelle base ? 

 

16 Théorème Soit B  une base de 𝐸 et V    une famille de vecteurs de 𝐸. 
V    est une base de 𝐸 sietssi 𝑚𝑎𝑡BV   est inversible . Et le cas échéant, (𝑚𝑎𝑡BV   )−1 =  𝑚𝑎𝑡V   B..    

17 Exercices : 1.Montrer que la famille ((
−1 2
2𝑖 −1 + 𝑖

)
⏟        

=𝐴

, (
𝑖 −2𝑖
2 1

)
⏟      

=𝐵

)est libre et la compléter pour constituer une base de 𝑀2(ℂ).  

2.Cherchons pour quelles valeurs du réel 𝑎, la famille F = ((𝑎, 1,2,3)⏟      
𝑋1

, (0, 𝑎, 4,3)⏟      
𝑋2

, (0,1, 𝑎, 3)⏟      
𝑋3

, (0,1,2,3𝑎)⏟      
𝑋4

) est -elle libre ? 

 
18 Méthode (Cf exercices ci-dessus)  : Grâce à ce théorème 16, on peut donc  

• Démontrer qu’une famille est une base.  
• Compléter facilement une famille libre par des vecteurs d’une base pour obtenir une nouvelle ba 
 

19 Déf. :  Si 𝐵1 et 𝐵2  sont deux bases de 𝐸 alors 𝑚𝑎𝑡𝐵1 𝐵2est appelée la matrice de passage de la base 𝑩1 à la base 𝑩2.  

 

20 Théorème Toute matrice de passage est inversible et (𝑚𝑎𝑡𝐵1 𝐵2 )−1 = 𝑚𝑎𝑡𝐵2 𝐵1.  

Réciproquement, toute matrice 𝑃 = (𝑎𝑖𝑗)(𝑖,𝑗)∈⟦1,𝑛⟧²inversible est la matrice de passage entre deux bases de 𝐸 : si 𝐵1 = (𝑒1,… , 𝑒𝑛) 

est une base de 𝐸 connue et  𝐵2 = (𝑣1, … , 𝑣𝑛) tel que ∀𝑘 ∈ ⟦1, 𝑛⟧, 𝑣𝑘 = ∑ 𝑎𝑖𝑘𝑒𝑖
𝑛
𝑘=1  alors 𝑃 = 𝑚𝑎𝑡𝐵1 𝐵2 et 𝐵2 base de 𝐸.   

 

III. Ss-e-v dans un e-v de dimension finie .  
 

20 Théo : Soit 𝐸 un K-e-v de dimension finie.  Tout ss-e-v 𝐹 𝑑𝑒  𝐸 est de dimension finie et dim(𝐹) ≤ dim(𝐸). De plus,  
dim(𝐹) = dim(𝐸)  ⇔ 𝐹 = 𝐸 .  

21 Applications : Les ss-e-v de l’ensemble 𝑃 des vecteurs du plan sont des ss-e-v de dimension 0, 1 ou 2 ; ce sont donc : {�⃗� },  les droites 

vectorielles engendrées par un vecteur non nul du plan et le plan tout entier. 

Les ss-e-v de l’ensemble 𝐸 des vecteurs de l’espace géométrique sont des ss-ev de dimension 0, 1 ,2 ou 3; ce sont donc : {�⃗� },  les droites 

vectorielles engendrées par un vecteur non nul de 𝐸 , les plans vectoriels engendrés par deux vecteurs de 𝐸 non colinéaires et 𝐸 tout entier. 
 

22 Théorème : Soit 𝐹 et 𝐺 deux ss-e-v d’un K-e-v 𝐸.  
Soit 𝐵1 = (𝑓 1, … , 𝑓 𝑝) une base du ss-e-v 𝐹 de 𝐸  et 𝐵2 = (𝑔 1, … , 𝑔 𝑞) une base du ss-e-v 𝐺 de 𝐸 alors  

• 𝐹 et 𝐺 sont en somme directe si et ssi (𝑓 1, … , 𝑓 𝑝, 𝑔 1, … , 𝑔 𝑞) est libre.   

• 𝐹 et 𝐺 sont supplémentaires dans 𝐸 si et ssi (𝑓 1, … , 𝑓 𝑝, 𝑔 1, … , 𝑔 𝑞) est une base de 𝐸.  
• Si 𝐸 = 𝐹 ⊕ 𝐺 avec 𝐹 𝑒𝑡 𝐺 de dimension finie, alors 𝐸 est de dimension finie et 𝑑𝑖𝑚𝐸 = 𝑑𝑖𝑚𝐹 + 𝑑𝑖𝑚𝐺 .  

24 conséquence : Si𝐸 = 𝐹 ⊕ 𝐺  et 𝐸 est de dimension infinie, alors 𝐹 ou/et 𝐺 est de dimension infinie. 

23 Rque et Def :  Si 𝐹 𝑒𝑡 𝐺 sont deux sous-e-v de 𝐸 supplémentaires dans 𝐸, un 𝐾 − 𝑒 − 𝑣 de dimension finie alors 

• dim (𝐹) + dim (𝐺) = dim (𝐸)  
• toute base obtenue par concaténation d’une base de 𝐹 et d’une base de 𝐺 est une base de 𝑬 dite adaptée à la 

décomposition 𝑬 = 𝑭⊕𝑮.  

 

25 Théorème : Soit 𝐸 un K-e-v de dimension finie. Tout ss-e-v de 𝐸 de dimension finie admet un supplémentaire dans 𝐸 .  

 
26 Méthode : Soit 𝐹 ss-e-v de 𝐸 et 𝑝 = 𝑑𝑖𝑚𝐹 ≤ 𝑑𝑖𝑚𝐸 = 𝑛. Pour construire un supplémentaire dans 𝐸 du ss-e-v  𝐹, il suffit de: 
1) compléter une base de 𝐹 , qui est une famille libre de vecteurs de 𝐸 , par (𝑛 − 𝑝) vecteurs bien choisis parmi les vecteurs 

d’une base de 𝐸 afin d’obtenir une base de 𝐸 . Ces 𝑛 − 𝑝 vecteurs forment alors une famille libre.   
2) définir , 𝐺 le ss-e-v de 𝐸 engendré par ces 𝑛 − 𝑝 vecteurs . Ces 𝑛 − 𝑝 vecteurs forment alors une base de 𝐺  
3) conclure , en utilisant le théo60 , que 𝐺 est un supplémentaire de 𝐹 dans 𝐸 .  
27 Exercice : Soit 𝐹 = {𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)(𝑖,𝑗)∈⟦1,3⟧² ∈ 𝑀3(ℝ)/∀𝑖 ∈ ⟦1,3⟧,∑ 𝑎𝑖𝑗 = 0

3
𝑗=1 }. Montrer que 𝐹 est un ss-e-v de 𝑀3(ℝ) et déterminer un ss-e-v 

de 𝑀3(ℝ) supplémentaire de 𝐹 dans 𝑀3(ℝ). 

 

28 Formule de Grassmann:  Soit 𝐸 un 𝐾-e-v de dimension finie. 
  Si 𝐹 𝑒𝑡 𝐺 sont deux sous-e-v quelconques de 𝐸 alors 𝑑𝑖𝑚(𝐹 + 𝐺) = 𝑑𝑖𝑚𝐹 + 𝑑𝑖𝑚𝐺 − 𝑑𝑖𝑚(𝐹 ∩ 𝐺) .  

 

29 Prop.:   Soit 𝐸  un K-e-v de dimension finie et  𝐹 𝑒𝑡 𝐺 deux sous-e-v de 𝐸. 

𝐹 𝑒𝑡 𝐺  sont supplémentaires dans 𝐸 si et ssi  𝐹 ∩ 𝐺 = {0⃗ } 𝑒𝑡 dim (𝐹) + dim (𝐺) = dim (𝐸) .  

                                                                   si et ssi  𝐹 + 𝐺 = 𝐸 𝑒𝑡 dim (𝐹) + dim (𝐺) = dim (𝐸) . 

E




IV. Rang d’une famille de vecteurs.  
 

30 Définition : Soit V= (𝑣1⃗⃗⃗⃗ , 𝑣2⃗⃗⃗⃗ , … 𝑣𝑝⃗⃗⃗⃗ ) une famille de vecteurs d’un 𝐾 −e.v  𝐸 .(𝐸 n’est pas forcément de dimension finie)  

Le rang de V    , noté 𝒓𝒈(V    ), est la dimension du sous –espace vectoriel engendré par V  . 
Autrement dit , 𝑟𝑔(V    ) = 𝑑𝑖𝑚𝐾(𝑣𝑒𝑐𝑡(V    ))  

31 Exercice : Déterminons 𝑟𝑔((𝑓𝑘)𝑘=0..6 )où 𝑓0 = 1, 𝑓1 : (𝑥 → 𝑐𝑜𝑠𝑥), 𝑓2 : (𝑥 → 𝑠𝑖𝑛𝑥), 𝑓3 : (𝑥 → 𝑐𝑜𝑠²𝑥), 𝑓4 : (𝑥 → 𝑠𝑖𝑛²𝑥), 

 𝑓5: (𝑥 → cos (2𝑥)) , 𝑓6: (𝑥 → 𝑠𝑖𝑛2𝑥). 

 

32 Prop. : Soit V   =(𝑣1⃗⃗⃗⃗ , 𝑣2⃗⃗⃗⃗ , … 𝑣𝑝⃗⃗⃗⃗ ) une famille de vecteurs d’un e.v  𝐸 . 

1)  𝑟𝑔(V   ) ≤ 𝑝 = 𝑐𝑎𝑟𝑑(V   ) .  
2) Si 𝐸 est de dimension finie 𝑛 alors 𝑟𝑔(V   ) ≤ min (𝑑𝑖𝑚𝐸 , 𝑐𝑎𝑟𝑑(V   ) ).  

 

33 Prop. : Soit V   une famille de vecteurs d’un e.v  𝐸 . 
1) V   est libre si et ssi 𝑟𝑔(V    ) = 𝑐𝑎𝑟𝑑(V    ) 
 Si, de plus,  𝐸 est de dimension finie , alors 
 2)V   est génératrice de 𝐸 si et ssi 𝑟𝑔(V   )= 𝑑𝑖𝑚𝐸  
  3)V   est base de 𝐸 si et ssi 𝑟𝑔(V   )= 𝑐𝑎𝑟𝑑 V  = 𝑑𝑖𝑚𝐸 

 

34 Théorème : Si 𝐸 est un 𝐾-e-v de dimension finie alors pour toute base B   de 𝐸 et toute famille V   de vecteurs de 𝐸 ,  
𝑟𝑔(V     ) = 𝑟𝑔(𝑚𝑎𝑡BV   ) 

35 Méthode : pour connaitre le rang de V , il suffit d’extraire de V une base de 𝑣𝑒𝑐𝑡(V    ) : on étudie les relations de 
dépendance linéaires entre les vecteurs de V , on élimine ceux qui sont combinaison linéaire d’ autres linéairement 
indépendants . Alors le rang de V est le nombre de vecteurs restants. 
 
Exercice36  

1) Déterminer le rang de F=((1,1,2,3), (1, −3,2,0), (4,0,8,9), (1,0,3,−1), (2,−6,4,9)) et donner une base de vect(F) 

2) Déterminer le rang de F = (𝑓0, 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4)   𝑜ù 𝑓0 = ch , 𝑓1 = sh, 𝑓2 = exp, 𝑓3: (𝑥 ↦ 𝑐ℎ(2𝑥)), 𝑓4: ( 𝑥 ↦ 𝑠ℎ²(𝑥))   

et extraire de F une base de vect(F) .  

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 


