Sup PCSI 2024-2025 Mathématiques.

TD 18
Familles libres -génératrices -bases-dimension.

Exercice 1 Dans des ensembles de fonctions
1. Déterminer le rang de (ch, sh, f: (x ~ 1), g: (x = ch(2x)), ch?, sh?)

t t
2. Soit f; =exp, f> :(t + sin (?t) 6_5) et f; :(t = CoS (g t) e_E). Et F = vect(fy, f2, f3)
a) Déterminer la dimension de F.
b) Déterminer le rang de la famille & = (g1, 92, g3, ga) OU

g.:(t > 3e_§(sin (g t) — 2cos (? t)) gs: (t - e_é(Zsin (73 t) + cos (g t)+e3t/2)
ga:(t > et — e_é(sin (g t)) ga:(t > e_é(—sin (? t) + 3cos (? t))+4et

Exercice 2 Dans des ensembles des polyn6mes ou fonctions polynomiales.
1. Quelestlerangde (P, P,,..,Ps)telque P, =1 —2X +X3,P, = =2X — X*,P, = X? —2X3 + 2X*,P, =3 +2X —
3X*,P; =1 —X? — X3 — X*? Déterminer une base de vect(Py, P, .., Ps).
2. Soitn € N. Montrer que la famille (x » (x + 1)”‘kxk)ke[[0_nﬂ est une base du R — e — v des fonctions polynomiales de
degré inférieur a n.
3. a. Soitn € N/n > 3. Déterminer la dimension du C-e-v F = {P € C,[X]/(X + i)?divise P}.
b. Déterminer un supplémentaire de F dans C,,[X] .
c. Montrer que H = {P € C,[X]/ P(0) = 0} est un hyperplan de C,, [X]. Trouver un supplémentaire de H dans C,, [X].
d. Montrer que H + F = C,[X].
e. H et F sont-ils en somme directe ?
f. Donnerune basede FNH,F+ H,FNnK,F + K.
4. Soit F = {P € R3[X]/P(X?) = X*P(X)} et G = {P € R;[X]/P(—1) = P(2)}.
a. Montrer que F et G sont deux ss-e-v de R;[X] et préciser leur dimension.
b. Montrerque F @ G = R;[X].
5. Dans R,[X], onpose P, = 1 et Yk € [1,n],P, = %X(X —k)k 1,
a. Montrer que (Py)k=o._nest une base de Rn[Xj.
b. Montrer que Vj € [0,n],Vk € [[O,j]],Pj(k)(X) =P_ (X — k).
c. Endéduire que Ij-(k)(k) = 0 pour tous j et k distincts dans [0, n].
Déterminer les composantes d’un polyndme P de R,[X] dans cette base.

Exercice 3 Dans un ensemble de suites.

n
1. Calculerle rg@,v,w,2) ot Vvn € Nu, =In?(n+1),v, =vn,w, = (-1D" z, = (1 _nl?) .

2. Quelle est la dimension du C-e-v des suites complexes 4-périodiques ?

3. Objectif : montrer que la famille ((k™),en)kenest libre dans RN. Fixons m € N.

On pose Vi € [0,m], L;(X) = L::?%

Montrer que la famille B = (Ly, L4, ..., L,,) est une base de R, [X].

Montrer que VP € R,,[X], (P(0), P(1), ..., P(m)) sont les composantes de P dans cette base B.

Soit B, = (1,X,X?,...,X™) la base canonique de R,,,[X]. Déterminer la matrice de passage de B a B,.
En déduire que la famille ((k™)nen)kefo,...mpest libre.

Qu’en déduit-on sur le R-e-v RN?

oo oo

Exercice 4 Dans un K-e-v E de dimension quelconque.
1. Ici E est de dimension finie p ,de base . 7= (;);=1.,. On pose : Vi € [1,n — 1], 5, = & — (841 + Ei4,+..+6,) et g, =
e_p'. Montrer que . »' = (?{)i:l__pest une base de E . Soit ¥ € E. Exprimer les composantes de ¥ dans la base .2’ en fonction
des composantes de ¥ dans B.
2. Soitn € N\{0,1} et " = (u;);=1.,une famille libre de vecteurs d’un K - espace vectoriel E .
a. Etudier la liberté de la famille . 7~ =(t; — Uy, U, — Uz, .., Up_1 — Up, Uy) -
b. Etudier la liberté de la famille .7~ =(U; + Uy, Uy + Us, .., Up_g + Uy, Uy + Uyp) -
c. Soitp € [1,n — 1]. Justifier que vect( iy, ..,U,) et vect(Uy4q,..,Uy) SONt en somme directe.
d. Soit G = vect(ty, Uy, ..., Up) et F un ss-e-v de E tels que : FOG=E.
i. Justfier qu’il existe un vecteur non nul d dans F .
ii. G, =vect(d+ 1y, d+i,, ..., d + U,). Montrer que G, et F sont supplémentaires dans E.



3. Soit E un K —espace vectoriel admettant une base B = (?,f, E)
(ﬁ:f—zj—gﬁ
¥=-1—7+3k e g 3 _ _a _ S
On pose: S etF={al+bj+ck/(ab,c)EKeta+b=c=-}etG=vect(U,v).
w=-2T+k 2
F=i1+2/-k

a. Vérifierque F estunss-evdeEetF @ G =E.

b. Lafamille (ﬁ’, v, W, f)est-elle libre ? Est-elle génératrice de E ?

c. Extraire de cette famille (ﬁ, v,W, f)une base de E . Et exprimer £ comme c. 1. de @, ¥, W.
d. Déterminer un systeme d’équations de G dans B

1+x x x
e. Soitd,b,¢ trois vecteurs de E tels que maty(d, b, ¢) = < y 14y vy ) ou (x,y,2) € K3.
z z 1+z

i Exprimer d, b, € en fonction de 1,7, k.
i. H={(xy2) €K3/(@,b,7) estune famille libre} est il un ss-e-v de K 3?

Exercice 5 dans R".

1.
2.

3.
4,
5.

6.

7.

Déterminer une R-base du R-e-v C".
Etudier la liberté de la famille . = ((1,2,3,4,1), (2,3,1,2,1),(0,—1 — 5,—6,—1), (3,3, —6, —6,0)) et déterminer un
supplémentaire de vect. 7 dans R5.
Etudier la liberté de la famille ((a, 1,0, a), (0, a, 2a + 2,0), (1,0, a, 0), (2a,0,1,a)) ou a parametre réel .
Montrer que ((1,0,1), (-1,-1,1),(-21, —2))est une base de R3. Ecrire X = (x,y, z) dans cette nouvelle base
V=A{(xyzt)eER*/x—2y=0ety—2z=0}etW ={(x,y,z,t) ER*/x+z=y + t}
a. DonnerunebasedeV NWetdeV +W.
b. Donner un supplémentaire H de V. N W dans .
c. Montrer que V et H sont supplémentaires dans R*.
E=R" etF =vect((1,1,..,1,1)) et G = {(x1,x2,.., X, )€ R*/ X 2_1 %, = 0} .
a. Justifier que F et G sont des ss-e-v de E de dimension finie et déterminer leur dimension.
b. Montrer que F et G sont supplémentaires dans E .
F={(x1,..,%m) ER*™/Y™ x; =0=32" ., x;}. Montrer que F est un ss-e-v de R?".Déterminer la dimension de F et un
supplémentaire de F dans R?"

Exercice 6 dans M,, ,(R).

1.
2.

Déterminer la dimension de AS, (R).

Soit A = diag(2,2,1).Trouver la dimension de E = {M € M;(R)/AM = MA}. Déterminer un supplémentaire de E dans
M;(R).

1 -2
Soit A = (—2 4 ).Trouver la dimension de E = {AM /M € M,(R)}. Déterminer un supplémentaire de E dans M3 ,(R).
3 -6

1 2 0 2 -1 0
Montrer que la famille . / = (2 3),(3 1),(1 —1) est libre et la compléter pour obtenir une base de

0 1 -1 0 1 1
M;,(R).
. _ 1 2y /2 1 -1 2 /0 1 L
/= - ?
La famille .~ ((3 4),(2 1),( 3 1),(2 0)) est -elle une base de M, (R) ? Si oui, donner les composantes de
_(a b
M = (c d) dans cette base.

Exercice 7 Soit E un Ke v de dimension finien > 2.

1.

Soit (m,p) € N*tel que p < m.Soit (¥, .., %,) une famille de vecteurs de E .
Montrer que, rg()'c’l, ..,J_c'p) >rg(%y,..,%n) +p—m.

Soit F et G deux ss-e-v de E de dimension p € [1,n — 1]. On cherche a prouver que F et G ont un supplémentaire H dans
E commun.
a) Trouver Hdanslecasou F = G.
b) OnsupposequeF # G .

i) Montrerque F ¢ GetG ¢ F.

ii) Construire un vecteur u; € F U G.On pose F; = F + vect(u;) et G; = G + vect(uy) .

i) Trouver H danslecasou F # Getp+ 1 =n.

iv)Sip + 1 < n, montrer que F; # G, et poursuivre le raisonnement pour trouver H .






