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Exercice  0 
Soit  𝐹 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3/𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 0} 𝑒𝑡 𝐺 = {(𝑥, 𝑥, 𝑥)/𝑥 𝑟é𝑒𝑙𝑠}. 
1. Montrer que 𝐹 est un plan vectoriel de ℝ3 et 𝐺 une droite vectorielle de ℝ3. 
2. Montrer que 𝐹 et 𝐺 sont supplémentaires dans ℝ3. 

Exercice  1 
 𝐹 = { 𝑓 ∈ 𝐶0([0, 𝜋], ℝ)/𝑓(0) = 𝑓(𝜋) = 𝑓 (

𝜋

2
)}  𝑒𝑡 𝐺 = {(

[0, 𝜋] → ℝ

𝑥 ↦ 𝑎𝑐𝑜𝑠(𝑥) + 𝑏𝑠𝑖𝑛(𝑥)
) /𝑎, 𝑏 𝑟é𝑒𝑙𝑠}. 

1. Montrer que 𝐹 et 𝐺 sont des ss-e-v de 𝐶0([0, 𝜋], ℝ) et G est un plan vectoriel.  
2. Montrer que 𝐹 et 𝐺 sont supplémentaires dans 𝐶0([0, 𝜋], ℝ).  

Exercice  2 
 Pour tout scalaire 𝑎, on note 𝐻𝑎 = { 𝑃 ∈ ℝ[𝑋]/𝑃(𝑋 + 1) − 𝑃(𝑋) = 𝑎}. 
1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur 𝑎 pour que 𝐻𝑎  soit un sous-espace vectoriel de ℝ[𝑋].  
2. Déterminer une base de 𝐻0.  
3. Trouver un polynôme 𝑄𝑎  de degré 1 élément de 𝐻𝑎 .  
4. Montrer que 𝑃 ∈ 𝐻𝑎 ⟺ 𝑃 − 𝑄𝑎 ∈ 𝐻0. 
5. En déduire 𝐻𝑎.  

 

Exercice  3 
On appelle matrice magique toute matrice carrée telle que la somme des coefficients de chaque ligne soit la même 
quelle que soit la ligne et la somme des coefficients de chaque colonne soit la même quelle que soit la colonne.  

Soit 𝑛 ∈ ℕ∗𝑒𝑡 𝐸 l’ensemble des matrices carrées d’ordre 𝑛, réelles et magiques.  
1. Montrer que si 𝐴 ∈ 𝐸 alors la somme des coefficients de n’importe quelle ligne de 𝐴 est égale à la somme des 

coefficients de n’importe quelle colonne de 𝐴.  

2. Soit 𝑈 = (

1
1
⋮
1

) ∈ 𝑀𝑛(ℝ). Montrer que :  𝐴 ∈ 𝐸 ⟺ ∃𝜆 ∈ ℝ/ 𝐴𝑈 = 𝜆𝑈 et 𝑈𝑇𝐴 = 𝜆𝑈𝑇 . 

3. Montrer que si 𝐴 𝑒𝑡 𝐵  sont carrées d’ordre 𝑛 et magiques alors 𝐴𝐵 est magique.  
4. Montrer que si 𝐴 est magique et inversible alors son inverse est magique.  
5. Montrer que 𝐸 est un ss-e-v de 𝑀𝑛(ℝ). Que peut-on dire de 𝐸 au regard des résultats des questions 3 et 4 ?  

Désormais 𝑛 = 3. 

6. Déterminer une famille génératrice de 𝐸. Quelle est la dimension de 𝐸 ?  
7. Soit 𝐷 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1,2,3) 𝑒𝑡 𝐹 l’ensemble des matrices réelles qui commutent avec 𝐷.  

a. Montrer que 𝐹 est un ss-e-v de 𝑀3(ℝ), en donner une famille génératrice et sa dimension.  
b. 𝐸 et 𝐹 sont-ils en somme directe  ?  Donner une famille génératrice de 𝐸 ∩ 𝐷.  

8. Soit 𝐺 = {(
0 0 0
0 0 𝑑
𝑎 𝑏 𝑐

) /𝑎, 𝑏, 𝑐 , 𝑑 𝑟é𝑒𝑙𝑠}. Montrer que 𝐸⨁𝐺 = 𝑀3(ℝ).  

 

A savoir-faire 
absolument 


