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Corrigé du DL 12 
Exercice  0 
Soit  𝐹 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3/𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 0} 𝑒𝑡 𝐺 = {(𝑥, 𝑥, 𝑥)/𝑥 𝑟é𝑒𝑙𝑠}. 
1. Montrer que 𝐹 est un plan vectoriel de ℝ3 et 𝐺 une droite vectorielle de ℝ3. 
2. Montrer que 𝐹 et 𝐺 sont supplémentaires dans ℝ3. 
1. 𝐺 = {(𝑥, 𝑥, 𝑥)/𝑥 𝑟é𝑒𝑙𝑠} = 𝑣𝑒𝑐𝑡((1,1,1)). Comme (1,1,1) est un vecteur non nul de ℝ3, 𝐺 est une droite vectorielle de 

ℝ3.  
𝐹 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3/𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 0} = {(𝑦 − 𝑧, 𝑦, 𝑧)/(𝑦, 𝑧) ∈ ℝ2} = {𝑦(1,1,0) + 𝑧(−1,0,1)/(𝑦, 𝑧) ∈ ℝ2} =

𝑣𝑒𝑐𝑡((1,1,0) , (−1,0,1)).  Comme (1,1,0) et (−1,0,1)) sont deux vecteurs de ℝ3 non colinéaires, 𝐹 est un plan vectoriel de 
ℝ3.  
2. Soit 𝑈 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3. Cherchons 𝑉 ∈ 𝐹 𝑒𝑡 𝑊 ∈ 𝐺 tels que 𝑈 = 𝑉 +𝑊. Cherchons tous les 𝑎, 𝑏, 𝑐 réels tels que :  

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑎(1,1,0) + 𝑏(−1,0,1) + 𝑐(1,1,1).  

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑎(1,1,0) + 𝑏(−1,0,1) + 𝑐(1,1,1) ⟺ {
𝑥 = 𝑎 − 𝑏 + 𝑐
𝑦 = 𝑎 + 𝑐
𝑧 = 𝑏 + 𝑐

⟺ {
𝑥 = 𝑎 − 𝑏 + 𝑐
𝑦 = 𝑎 + 𝑐
𝑧 = 𝑏 + 𝑐

 

⟺ {
𝑥 = 𝑦 − 𝑐 − (𝑧 − 𝑐) + 𝑐

𝑎 = 𝑦 − 𝑐
𝑏 = 𝑧 − 𝑐

⟺ {

𝑐 = 𝑥 − 𝑦 − 𝑧
𝑎 = 𝑦 − (𝑥 − 𝑦 − 𝑧)

𝑏 = 𝑧 − (𝑥 − 𝑦 − 𝑧)
⟺ {

𝑐 = 𝑥 − 𝑦 − 𝑧
𝑎 = 2𝑦 − 𝑥 + 𝑧
𝑏 = 2𝑧 − 𝑥 + 𝑦

.  

Il existe donc une seule manière d’écrire U comme somme d’une élément de F et d’un élément de G et cette écriture 
est : 𝑈 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2𝑦 − 𝑥 + 𝑧)(1,1,0) + (2𝑧 − 𝑥 + 𝑦)(−1,0,1)⏟                            

∈𝐹

+ (𝑥 − 𝑦 − 𝑧)(1,1,1)⏟            
∈𝐺

.  

J’en conclus que 𝐹 et 𝐺 sont supplémentaires dans ℝ3.  

Exercice  1 

 𝐹 = { 𝑓 ∈ 𝐶0([0, 𝜋], ℝ)/𝑓(0) = 𝑓(𝜋) = 𝑓 (𝜋
2
)}  𝑒𝑡 𝐺 = {(

[0, 𝜋] → ℝ

𝑥 ↦ 𝑎𝑐𝑜𝑠(𝑥) + 𝑏𝑠𝑖𝑛(𝑥)
) /𝑎, 𝑏 𝑟é𝑒𝑙𝑠}. 

1. Montrer que 𝐹 et 𝐺 sont des ss-e-v de 𝐶0([0, 𝜋], ℝ) et 𝐺 est un plan vectoriel.  
2. Montrer que 𝐹 et 𝐺 sont supplémentaires dans 𝐶0([0, 𝜋], ℝ).  
1. 𝐺 = 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝑐𝑜𝑠, sin). Comme 𝑐𝑜𝑠 et 𝑠𝑖𝑛 sont dans 𝐶0([0, 𝜋], ℝ), 𝐺 est un ss-e-v de 𝐶0([0, 𝜋], ℝ). De plus, si 𝑎  et 𝑏 sont 

deux réels tels que 𝑎𝑐𝑜𝑠 + 𝑏𝑠𝑖𝑛 = 0  𝑖. 𝑒. ∀𝑥, 𝑎cos(𝑥) + 𝑏𝑠𝑖𝑛(𝑥) = 0 alors 𝑎 = 0 (obtenu en prenant 𝑥 = 0) et 𝑏 = 0  
(avec 𝑥 = 𝜋

2
). Donc (𝑐𝑜𝑠, 𝑠𝑖𝑛) est une famille libre. J’en déduis que 𝐺 est un plan vectoriel.  

𝐹 ⊂ 𝐶0([0, 𝜋], ℝ). La fonction nulle est élément de F puisqu’elle est continue et s’annule partout donc en 0, 𝜋 𝑒𝑡 𝜋
2
. De 

plus, prenons deux éléments 𝑓 et 𝑔 de 𝐹 et 𝑎 𝑒𝑡 𝑏 deux réels. Alors f et g étant continue sur [0, 𝜋], 𝑎𝑓 + 𝑏𝑔 l’est aussi. Et  

(𝑎𝑓 + 𝑏𝑔)(0) = 𝑎𝑓(0) + 𝑏𝑔(0) =⏟
𝑐𝑎𝑟 𝑓 𝑒𝑡 𝑔 𝑠𝑜𝑡 𝑑𝑎𝑛𝑠 𝐹

𝑎𝑓(𝜋) + 𝑏𝑔(𝜋) = (𝑎𝑓 + 𝑏𝑔)(𝜋) 

=⏟
𝑐𝑎𝑟 𝑓 𝑒𝑡 𝑔 𝑠𝑜𝑡 𝑑𝑎𝑛𝑠 𝐹

𝑎𝑓 (
𝜋

2
) + 𝑏𝑔 (

𝜋

2
) = (𝑎𝑓 + 𝑏𝑔) (

𝜋

2
). Donc 𝑎𝑓 + 𝑏𝑔 ∈ 𝐹. 𝐹 est donc stable par combinaison linéaire.  

J’en conclus que 𝐹 est un ss-e-v de 𝐶0([0, 𝜋], ℝ). 

2. Soit 𝜑 ∈ 𝐶0([0, 𝜋], ℝ).  
Analyse : supposons qu’il existe 𝑓 ∈ 𝐹 et 𝑔 ∈ 𝐺 telles que 𝜑 = 𝑓 + 𝑔. Alors, 

{

∀𝑥 ∈ [0, 𝜋], 𝜑(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)

𝑓(0) = 𝑓(𝜋) = 𝑓 (
𝜋

2
)

∃(𝑎, 𝑏) ∈ ℝ2, ∀𝑥 ∈ [0, 𝜋], 𝑔(𝑥) = 𝑎cos(𝑥) + 𝑏𝑠𝑖𝑛(𝑥)

 . Alors ∀𝑥 ∈ [0, 𝜋], 𝜑(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑎cos(𝑥) + 𝑏𝑠𝑖𝑛(𝑥). En 

particulier,  {

𝜑(0) = 𝑓(0) + 𝑎

 𝜑 (
𝜋

2
) = 𝑓 (

𝜋

2
) + 𝑏 = 𝑓(0) + 𝑏

𝜑(𝜋) = 𝑓(𝜋) − 𝑎 = 𝑓(0) − 𝑎

  . Donc, {

2𝑎 = 𝜑(0) − 𝜑(𝜋)

 2𝑓(0) = 𝜑(0) + 𝜑(𝜋)

𝑏 = 𝜑 (
𝜋

2
) − 𝑓(0)

  . Donc {
𝑎 =

[𝜑(0)−𝜑(𝜋)]

2

𝑏 = 𝜑 (
𝜋

2
) −

[𝜑(0)+𝜑(𝜋)]

2

  

Ainsi,  ∀𝑥 ∈ [0, 𝜋], 𝑔(𝑥) = [
[𝜑(0)−𝜑(𝜋)]

2
] cos(𝑥) + [𝜑 (

𝜋

2
) −

[𝜑(0)+𝜑(𝜋)]

2
] 𝑠𝑖𝑛(𝑥) et 

 𝑓(𝑥) = 𝜑(𝑥) − 𝑔(𝑥) = 𝜑(𝑥) − {[
[𝜑(0)−𝜑(𝜋)]

2
] cos(𝑥) + [𝜑 (

𝜋

2
) −

[𝜑(0)+𝜑(𝜋)]

2
] 𝑠𝑖𝑛(𝑥)}.  

Donc si de telles fonctions 𝑓 et 𝑔 existent, elles sont uniques et sont définies par :  



 ∀𝑥 ∈ [0, 𝜋], 𝑔(𝑥) = [
[𝜑(0)−𝜑(𝜋)]

2
] cos(𝑥) + [𝜑 (

𝜋

2
) −

[𝜑(0)+𝜑(𝜋)]

2
] 𝑠𝑖𝑛(𝑥) et 𝑓(𝑥) = 𝜑(𝑥) − {[

[𝜑(0)−𝜑(𝜋)]

2
] cos(𝑥) +

[𝜑 (
𝜋

2
) −

[𝜑(0)+𝜑(𝜋)]

2
] 𝑠𝑖𝑛(𝑥)}.  

Synthèse . Posons  ∀𝑥 ∈ [0, 𝜋], 𝑔(𝑥) = [
[𝜑(0)−𝜑(𝜋)]

2
] cos(𝑥) + [𝜑 (

𝜋

2
) −

[𝜑(0)+𝜑(𝜋)]

2
] 𝑠𝑖𝑛(𝑥) et 𝑓(𝑥) = 𝜑(𝑥) −

{[
[𝜑(0)−𝜑(𝜋)]

2
] cos(𝑥) + [𝜑 (

𝜋

2
) −

[𝜑(0)+𝜑(𝜋)]

2
] 𝑠𝑖𝑛(𝑥)}.  

Alors ∀𝑥 ∈ [0, 𝜋], 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) =  𝜑(𝑥) et 𝑔 ∈ 𝐺. De plus 𝑔 𝑒𝑡 𝜑 sont dans  𝐶0([0, 𝜋], ℝ) donc 𝑓 l’est aussi et  

𝑓(0) = 𝜑(0) − [
[𝜑(0)−𝜑(𝜋)]

2
] =

[𝜑(0)+𝜑(𝜋)]

2
 ,  𝑓(𝜋) = 𝜑(𝜋) + [

[𝜑(0)−𝜑(𝜋)]

2
] =

[𝜑(0)+𝜑(𝜋)]

2
 et 𝑓 (𝜋

2
) = 𝜑 (

𝜋

2
) −

[𝜑 (
𝜋

2
) −

[𝜑(0)+𝜑(𝜋)]

2
] =

[𝜑(0)+𝜑(𝜋)]

2
 . Donc 𝑓(0) = 𝑓(𝜋) = 𝑓 (𝜋

2
). Donc 𝑓 ∈ 𝐹. Donc 𝑓 et 𝑔 ainsi définies sont les deux 

uniques fonctions qui vérifient :  𝑓 ∈ 𝐹 et 𝑔 ∈ 𝐺 et 𝜑 = 𝑓 + 𝑔. Ainsi, je peux conclure que 𝐹 et 𝐺 sont 
supplémentaires dans 𝐶0([0, 𝜋], ℝ).  

Exercice  2 

 Pour tout scalaire 𝑎, on note 𝐻𝑎 = { 𝑃 ∈ ℝ[𝑋]/𝑃(𝑋 + 1) − 𝑃(𝑋) = 𝑎}. 
1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur 𝑎 pour que 𝐻𝑎  soit un sous-espace vectoriel de ℝ[𝑋].  
2. Déterminer une base de 𝐻0.  
3. Trouver un polynôme 𝑄𝑎  de degré 1 élément de 𝐻𝑎 .  
4. Montrer que 𝑃 ∈ 𝐻𝑎 ⟺ 𝑃 − 𝑄𝑎 ∈ 𝐻0. 
5. En déduire 𝐻𝑎.  
1. Si 𝐻𝑎  est un sous-espace vectoriel de ℝ[𝑋] alors 𝐻𝑎  contient le polynôme nul noté  𝑊 et par conséquent, 𝑊(𝑋 + 1) −

𝑊(𝑋) = 𝑎 i.e. 0 = 𝑎.  
Donc pour que 𝐻𝑎soit un sous-espace vectoriel de ℝ[𝑋], il est nécessaire que 𝑎 = 0. Réciproquement, prenons 𝑎 =
0 𝑒𝑡 𝐻0 = { 𝑃 ∈ ℝ[𝑋]/𝑃(𝑋 + 1) − 𝑃(𝑋) = 0}. Montrons que 𝐻0 est un sous-espace vectoriel de ℝ[𝑋].  

𝐻0 est bien un sous ensemble de ℝ[𝑋] qui contient le polynôme nul car 𝑊(𝑋 + 1) −𝑊(𝑋) = 0. De plus, si 𝑃 et 𝑄 sont 
deux polynômes de 𝐻0 et 𝑎 et 𝑏 sont deux réels, alors  

 (𝑎𝑃 + 𝑏𝑄)(𝑋 + 1) − (𝑎𝑃 + 𝑏𝑄)(𝑋) = 𝑎 [𝑃(𝑋 + 1) − 𝑃(𝑋)⏟          
=0 𝑐𝑎𝑟 𝑃∈𝐻0

] + 𝑏 [𝑄(𝑋 + 1) − 𝑄(𝑋)⏟          
=0 𝑐𝑎𝑟 𝑄∈ 𝐻0

] = 0 donc 𝑎𝑃 + 𝑏𝑄 ∈ 𝐻0. 𝐻0est donc 

stable par combinaison linéaire et ainsi que 𝐻0 est un sous-espace vectoriel de ℝ[𝑋]. 
J’en conclus que 𝐻𝑎  est un sous-espace vectoriel de ℝ[𝑋] sietssi 𝑎 = 0.  
2. Cherchons une famille génératrice de 𝐻0. Pour cela, cherchons une autre manière de décrire les polynômes de 𝐻0. 
Soit 𝑃 un polynôme de 𝐻0.Imaginons un instant que 𝑃 ne soit pas constant. Montrer que 𝑃 a une infinité de racines. Le 
théorème de d’Alembert-Gauss assure que 𝑃 a au moins une racine complexe 𝜔.  Montrons par récurrence sur 𝑘 que pour 
tout 𝑘 ∈ ℕ, [𝜔 + 𝑘 est racine de 𝑃]𝐻(𝑘). Initialisation : 𝜔 est racine de 𝑃 donc 𝐻(0) est vraie. 
Propagation : Soit 𝑘 ∈ ℕ. 𝐽𝑒 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑜𝑠𝑒 𝑞𝑢𝑒 𝜔 + 𝑘 est racine de 𝑃. Je sais que ∀𝑧 ∈ ℂ, �̃�(𝑧 + 1) = �̃�(𝑧). Donc en particulier, 
pour 𝑧 = 𝜔 + 𝑘, �̃�(𝜔 + 𝑘 + 1) = �̃�(𝜔 + 𝑘 ) =⏟

𝑐𝑎𝑟 𝜔+𝑘
𝑟𝑎𝑐𝑖𝑛𝑒 
𝑑𝑒 𝑃

0. J’en déduis que 𝜔 + 𝑘 + 1 est racine de 𝑃.  

Conclusion : le théorème de récurrence assure alors que pour tout 𝑘 ∈ ℕ,  𝜔 + 𝑘 est racine de 𝑃. 
𝑃 a une infinité de racines donc P est le polynôme constant égal à 0 ce qui contredit le caractère non constant de P. Ainsi, 
il n’existe pas de polynômes non constants dans 𝐻0. De plus, il est évident que 𝐻0 contient tous les polynômes constants. 
Donc, 𝐻0 contient tous et que les polynômes constants. Autrement dit , 𝐻0 =ℝ0[𝑋]. Une base de 𝐻0est la famille 
constituée du polynôme constant égal à 1.  
3. Prenons 𝑄𝑎 = 𝑎𝑋. 𝐴𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑄𝑎(𝑋 + 1) − 𝑄𝑎(𝑋) = 𝑎(𝑋 + 1) − 𝑎𝑋 = 𝑎. Donc 𝑎𝑋 ∈ 𝐻𝑎 .   
4. 𝑃 ∈ 𝐻𝑎 ⟺ 𝑃(𝑋 + 1) − 𝑃(𝑋) = 𝑎 ⟺ 𝑃(𝑋 + 1) − 𝑃(𝑋) = 𝑄𝑎(𝑋 + 1) − 𝑄𝑎(𝑋) ⟺ (𝑃 − 𝑄𝑎)(X + 1) − (𝑃 − 𝑄𝑎)(X) =

0 ⟺ 𝑃 − 𝑄𝑎 ∈ 𝐻0.  
5. Alors, 𝑃 ∈ 𝐻𝑎 ⟺ ∃𝑈 ∈ 𝐻0/𝑃 − 𝑄𝑎 = U ⟺ ∃𝑈 ∈ 𝐻0/𝑃 = 𝑈 + 𝑄𝑎 ⟺⏟

𝑐𝑎𝑟 𝐻0 𝑛𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑒𝑛𝑡

𝑞𝑢𝑒 𝑑𝑒𝑠 𝑝𝑜𝑙𝑦𝑛ô𝑚𝑒𝑠 
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑠 

∃𝑏 ∈ ℝ 𝐻0/𝑃 = 𝑏 + 𝑎𝑋. 

Ainsi, 𝐻𝑎 = { 𝑎𝑋 + 𝑏/𝑏 ∈ ℝ}. 
 

 

Exercice 3 
A.  On appelle matrice magique toute matrice carrée telle que la somme des coefficients de chaque ligne soit la même 
quelle que soit la ligne et la somme des coefficients de chaque colonne soit la même quelle que soit la colonne. Soit 𝐸 
l’ensemble des matrices carrées d’ordre 𝑛, réelles et magiques où 𝑛 ∈ ℕ∗.  



1. Montrer que si 𝐴 ∈ 𝐸 alors la somme des coefficients de n’importe quelle ligne de 𝐴 est égale à la somme des 
coefficients de n’importe quelle colonne de 𝐴.  

Soit 𝐴 ∈ 𝐸. On note 𝑙 la somme des coefficients de chaque ligne de 𝐴 et 𝑐 la somme des coefficients de chaque colonne 
de 𝐴. On note 𝑠 la somme de tous les coefficients de 𝐴.  
Montrons que 𝑙 = 𝑐. 
D’une part, 𝑠 = ∑ ∑ 𝑎𝑖𝑗

𝑛
𝑗=1

𝑛
𝑖=1 = ∑ (∑ 𝑎𝑖𝑗

𝑛
𝑗=1 )𝑛

𝑖=1 = ∑ 𝑙 = 𝑛𝑙𝑛
𝑖=1   

D’autre part, 𝑠 = ∑ ∑ 𝑎𝑖𝑗
𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑗=1 = ∑ (∑ 𝑎𝑖𝑗

𝑛
𝑖=1 )𝑛

𝑗=1 = ∑ 𝑐 = 𝑛𝑐𝑛
𝑖=1 . Il s’en suit que 𝑛𝑙 = 𝑛𝑐 et donc 𝑙 = 𝑐 (puisque 𝑛 est non 

nul). 

2. Soit 𝑈 = (

1
1
⋮
1

) ∈ 𝑀𝑛(ℝ). Montrer que :  𝐴 ∈ 𝐸 ⟺ ∃𝜆 ∈ ℝ/ 𝐴𝑈 = 𝜆𝑈 et 𝑈𝑇𝐴 = 𝜆𝑈𝑇 . 

Soit 𝐴 ∈ 𝑀𝑛(ℝ).  
∃𝜆 ∈ ℝ/ 𝐴𝑈 = 𝜆𝑈 et 𝑈𝑇𝐴 = 𝜆𝑈𝑇⟺∃𝜆 ∈ ℝ/ ∀𝑖 ∈ ⟦1, 𝑛⟧, ∑ 𝑎𝑖𝑗

𝑛
𝑗=1 = 𝜆 et ∀𝑗 ∈ ⟦1, 𝑛⟧, ∑ 𝑎𝑖𝑗

𝑛
𝑖=1 = 𝜆 

      ⟺la somme des coefficients de chaque ligne ou de chaque colonne de 𝐴 est la même quelle que soit la ligne ou la 
colonne 

⟺⏞
𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠 1.

 𝐴 ∈ 𝐸 
3. Montrer que si 𝐴 𝑒𝑡 𝐵  sont carrées d’ordre 𝑛 et magiques alors 𝐴𝐵 est magique.  

Soit 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀𝑛(𝐾) magiques. Alors AB est carrée d’ordre n . De plus,  
∃𝜆 ∈ ℝ/ 𝐴𝑈 = 𝜆𝑈 et 𝑈𝑇𝐴 = 𝜆𝑈𝑇  et ∃𝛽 ∈ ℝ/ 𝐵𝑈 = 𝛽𝑈 et 𝑈𝑇𝐵 = 𝛽𝑈𝑇  
Donc 𝐴𝐵𝑈 = 𝐴(𝐵𝑈) = 𝐴(𝛽𝑈) = 𝛽(𝐴𝑈) = 𝛽𝜆𝑈 et 𝑈𝑇𝐴𝐵 = (𝑈𝑇𝐴)𝐵 = (𝜆𝑈𝑇)𝐵 = 𝜆(𝑈𝑇𝐵) = 𝜆(𝛽𝑈𝑇) =  𝛽𝜆𝑈𝑇 .  
J’en déduis que 𝐴𝐵 est magique aussi  

4. Montrer que si 𝐴 est magique et inversible alors son inverse est magique.  
Soit 𝐴 ∈ 𝐸, inversible .  Alors  ∃𝜆 ∈ ℝ/ 𝐴𝑈 = 𝜆𝑈 et 𝑈𝑇𝐴 = 𝜆𝑈𝑇 . Donc, 𝑈 = (𝐴−1𝐴)𝑈 = 𝐴−1(𝐴𝑈) = 𝐴−1(𝜆𝑈) = 𝜆𝐴−1𝑈 et de 
même, 𝑈𝑇 = 𝑈𝑇𝐴𝐴−1 = 𝜆𝑈𝑇𝐴−1. De plus, le système 𝐴𝑋 = 0𝑛,1 admet 𝑋 = 0𝑛,1 comme unique solution puisque A est 

inversible . Donc, 𝐴𝑈 ≠ 0𝑛,1 et ainsi 𝜆 ≠ 0. Par conséquent, 𝐴−1𝑈 = 1

𝜆
𝑈  et 𝑈𝑇𝐴−1 = 1

𝜆
𝑈𝑇. J’en conclus que 𝐴−1 est 

magique aussi.  
5. Montrer que 𝐸 est un ss-e-v de 𝑀𝑛(ℝ). Que peut-on dire de 𝐸 au regard des résultats démontrés aux questions 3 

et 4 ? 
• 𝐸 ⊂ 𝑀𝑛(ℝ).  
• 𝑂𝑛𝑈 = 𝑂𝑛,1 et 𝑈𝑇𝑂𝑛 = 𝑂1,𝑛 . Donc 𝑂𝑛 ∈ 𝐸. 
• Soit 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐸 𝑒𝑡 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ. Alors, ∃𝛼 ∈ ℝ/ 𝐴𝑈 = 𝛼𝑈 et 𝑈𝑇𝐴 = 𝛼𝑈𝑇  et ∃𝛽 ∈ ℝ/ 𝐵𝑈 = 𝛽𝑈 et 𝑈𝑇𝐵 = 𝛽𝑈𝑇 .  
Alors, (𝑎𝐴 + 𝑏𝐵)𝑈 = 𝑎𝐴𝑈 + 𝑏𝐵𝑈 = 𝑎𝛼𝑈 + 𝑏𝛽𝑈 = (𝑎𝛼 + 𝑏𝛽)𝑈  
et 𝑈𝑇(𝑎𝐴 + 𝑏𝐵) = 𝑎𝑈𝑇𝐴 + 𝑏𝑈𝑇𝐵 = 𝑎𝛼𝑈𝑇 + 𝑏𝛽𝑈𝑇 = (𝑎𝛼 + 𝑏𝛽)𝑈𝑇   
J’en déduis que 𝑎𝐴 + 𝑏𝐵 ∈ 𝐸 . J’en conclus que 𝐸 est un ss-e-v de 𝑀𝑛(ℝ). 
D’après 3 et 4, 𝐸 est stable par produit et par passage à l’inverse.  

B. Désormais 𝑛 = 3. 
6. Déterminer une famille génératrice de 𝐸. Quelle est la dimension de 𝐸 ?  

D’après la partie 𝐴, 𝐸 = {(
𝑎 𝑏 𝜆 − 𝑎 − 𝑏
𝑐 𝑑 𝜆 − 𝑐 − 𝑑

𝜆 − 𝑎 − 𝑐 𝜆 − 𝑏 − 𝑑 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 − 𝜆
) /(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝜆) ∈ ℝ5}. Donc,  

𝐸 =

{
 
 

 
 

𝑎 (
1 0 −1
0 0 0
−1 0 1

)
⏟          

𝐴1

+ 𝑏(
0 1 −1
0 0 0
0 −1 1

)
⏟          

𝐴2

+ 𝑐 (
0 0 0
1 0 −1
−1 0 1

)
⏟          

𝐴3

+ 𝑑 (
0 0 0
0 1 −1
0 −1 1

)
⏟          

𝐴4

+ 𝜆 (
0 0 1
0 0 1
1 1 −1

)
⏟        

𝐴5

/(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝜆) ∈ ℝ5

}
 
 

 
 

. 

Donc 𝐸 = 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4, 𝐴5). La famille (𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4, 𝐴5) est génératrice de 𝐸. 

Montrons la liberté à la famille (𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4, 𝐴5).   

Soit (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝜆) ∈ ℝ5 / 𝑎𝐴1 + 𝑏𝐴2 + 𝑐𝐴3 + 𝑑𝐴4 + 𝜆𝐴5 = (
0 0 0
0 0 0
0 0 0

).  

Alors (
𝑎 𝑏 𝜆 − 𝑎 − 𝑏
𝑐 𝑑 𝜆 − 𝑐 − 𝑑

𝜆 − 𝑎 − 𝑐 𝜆 − 𝑏 − 𝑑 −𝜆 + 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑
) = (

0 0 0
0 0 0
0 0 0

).  



Donc 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 𝑑 = 0 𝑒𝑡 𝜆 − 𝑎 − 𝑏 = 0. 𝐷𝑜𝑛𝑐 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 𝑑 = 𝜆 = 0. Ainsi, (𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4, 𝐴5) est libre et finalement 
est une base de 𝐸. J’en conclus que dim(𝐸) = 5.   

7. Soit 𝐷 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1,2,3) 𝑒𝑡 𝐹 l’ensemble des matrices réelles qui commutent avec 𝐷.  
a. Montrer que 𝐹 est un ss-e-v de 𝑀3(ℝ), en donner une famille génératrice et sa dimension.  

𝐹 = {𝑀 ∈  𝑀3(ℝ)/𝐷𝑀 = 𝑀𝐷} ⊂𝑀3(ℝ). 

𝐷𝑂3 = 𝑂3 = 𝑂3𝐷. Donc, 𝑂3 ∈ 𝐹 
Soit (𝑃, 𝑄) ∈ 𝐹² et (𝑎, 𝑏) ∈ ℝ2.  Alors 𝐷(𝑎𝑃 + 𝑏𝑄) = 𝐷(𝑎𝑃) + 𝐷(𝑏𝑄) = 𝑎𝐷𝑃 + 𝑏𝐷𝑄 = 𝑎𝑃𝐷 + 𝑏𝑄𝐷 = (𝑎𝑃 + 𝑏𝑄)𝐷. Donc, 
𝑎𝑃 + 𝑏𝑄 ∈ 𝐹.  
Ainsi 𝐹 est un ss-e-v de 𝑀3(ℝ). 

𝐹 = {(

𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑘

) ∈  𝑀3(ℝ)/(
1 0 0
0 2 0
0 0 3

)(

𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑘

) = (

𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑘

)(
1 0 0
0 2 0
0 0 3

)}   

𝐹 = {(

𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑘

) ∈ 𝑀3(ℝ)/ (

𝑎 𝑏 𝑐
2𝑑 2𝑒 2𝑓
3𝑔 3ℎ 3𝑘

) = (

𝑎 2𝑏 3𝑐
𝑑 2𝑒 3𝑓
𝑔 2ℎ 3𝑘

)} =

{
 
 

 
 

(

𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑘

) ∈ 𝑀3(ℝ)/

{
 
 

 
 
𝑏 = 2𝑏
𝑐 = 3𝑐
2𝑑 = 𝑑
2𝑓 = 3𝑓
3𝑔 = 𝑔
3ℎ = 2ℎ}

 
 

 
 

 

𝐹 = {(
𝑎 0 0
0 𝑒 0
0 0 𝑘

) /𝑎, 𝑒, 𝑘 𝑟é𝑒𝑙𝑠} = {𝑎 (
1 0 0
0 0 0
0 0 0

) + 𝑒 (
0 0 0
0 1 0
0 0 0

) + 𝑘 (
0 0 0
0 0 0
0 0 1

) /𝑎, 𝑒, 𝑘 𝑟é𝑒𝑙𝑠} 

Donc, F =((
1 0 0
0 0 0
0 0 0

) , (
0 0 0
0 1 0
0 0 0

) , (
0 0 0
0 0 0
0 0 1

)) est une famille génératrice de 𝐹. De plus cette famille est libre puisque  

𝑎 (
1 0 0
0 0 0
0 0 0

) + 𝑒 (
0 0 0
0 1 0
0 0 0

) + 𝑘 (
0 0 0
0 0 0
0 0 1

) = (
0 0 0
0 0 0
0 0 0

) ⟺ (
𝑎 0 0
0 𝑒 0
0 0 𝑘

) = (
0 0 0
0 0 0
0 0 0

) ⟺ 𝑎 = 𝑒 = 𝑘 = 0.  

Donc F est une base de F et 𝑑𝑖𝑚𝐹 = 3.  
b.  𝐸 et 𝐹 sont-ils en somme directe  ?  Donner une famille génératrice de 𝐸 ∩ 𝐹.  

𝐸 ∩ 𝐹 = {(
𝑎 0 0
0 𝑒 0
0 0 𝑘

) /𝑎, 𝑒, 𝑘 𝑟é𝑒𝑙𝑠 𝑒𝑡 𝑎 = 𝑒 = 𝑘⏟      
𝑙𝑎 𝑠𝑜𝑚𝑚𝑒 𝑑𝑒𝑠

𝑐𝑜𝑒𝑓𝑓 𝑑𝑒 𝑐ℎ𝑎𝑞𝑢𝑒 𝑙𝑖𝑔𝑛𝑒 𝑒𝑡 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑛𝑛𝑒 
𝑒𝑠𝑡 𝑙𝑎 𝑚ê𝑚𝑒 𝑞𝑢𝑒𝑙𝑙𝑒 𝑞𝑢𝑒 
𝑠𝑜𝑖𝑡 𝑙𝑎 𝑙𝑖𝑔𝑛𝑒 𝑜𝑢 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑛𝑛𝑒

} = {(
𝑎 0 0
0 𝑎 0
0 0 𝑎

) /𝑎 𝑟é𝑒𝑙} = 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝐼3).  

Donc 𝐸 ∩ 𝐹 ≠ {𝑂3}𝑒𝑡 𝐸 𝑒𝑡 𝐹 𝑛𝑒 𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑝𝑎𝑠 𝑒𝑛 𝑠𝑜𝑚𝑚𝑒 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑒 . 𝐷𝑒 𝑝𝑙𝑢𝑠 (𝐼3)𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛𝑒 𝑓𝑎𝑚𝑖𝑙𝑙𝑒 𝑔é𝑛é𝑟𝑡𝑟𝑖𝑐𝑒 𝑑𝑒 𝐸 ∩ 𝐹. 

8. Soit 𝐺 = {(
0 0 0
0 0 𝑑
𝑎 𝑏 𝑐

) /𝑎, 𝑏, 𝑐 , 𝑑 𝑟é𝑒𝑙𝑠}. Montrer que 𝐸⨁𝐺 = 𝑀3(ℝ).  

𝐺 = {(
0 0 0
0 0 𝑑
𝑎 𝑏 𝑐

) /𝑎, 𝑏, 𝑐 , 𝑑 𝑟é𝑒𝑙𝑠} = 𝑣𝑒𝑐𝑡(G ), 𝑜ù G= ((
0 0 0
0 0 1
0 0 0

) , (
0 0 0
0 0 0
1 0 0

) , (
0 0 0
0 0 0
0 1 0

) , (
0 0 0
0 0 0
0 0 1

)).. 

Donc G est un ss-e-v de 𝑀3(ℝ).  

Pour prouver que 𝐸⨁𝐺 = 𝑀3(ℝ), il suffit de montrer que toute matrice de 𝑀3(ℝ) s’écrit de manière unique comme 
somme d'une matrice de 𝐸 et d’une matrice de 𝐺.  

Soit 𝑀 = (

𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑘

) ∈ 𝑀3(ℝ). Je cherche tous les 𝐴 ∈ 𝐸 𝑒𝑡 𝐵 ∈ 𝐺 telles que 𝑀 = 𝐴 + 𝐵.   

Soit  𝐴 = (
𝑥 𝑦 𝜆 − 𝑥 − 𝑦
𝑧 𝑡 𝜆 − 𝑧 − 𝑡

𝜆 − 𝑥 − 𝑧 𝜆 − 𝑦 − 𝑡 −𝜆 + 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑡
) ∈ 𝐸 𝑒𝑡 𝐵 = (

0 0 0
0 0 𝛼
𝛽 𝛾 𝛿

) ∈ 𝐺. On cherche donc tous les réels 

𝑎, 𝑦, 𝑧, 𝑡, 𝜆, 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 tels que 𝑀 = 𝐴 + 𝐵. 

𝑀 = 𝐴 + 𝐵 ⟺ (

𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑘

) = (

𝑥 𝑦 𝜆 − 𝑥 − 𝑦
𝑧 𝑡 𝜆 − 𝑧 − 𝑡

𝜆 − 𝑥 − 𝑧 𝜆 − 𝑦 − 𝑡 −𝜆 + 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑡
) + (

0 0 0
0 0 𝛼
𝛽 𝛾 𝛿

) 



⟺

{
 
 
 
 

 
 
 
 

𝑎 = 𝑥
𝑏 = 𝑦

𝑐 = 𝜆 − 𝑥 − 𝑦
𝑑 = 𝑧
𝑒 = 𝑡

𝑓 = 𝜆 − 𝑧 − 𝑡 + 𝛼
𝑔 = 𝜆 − 𝑥 − 𝑧 + 𝛽
ℎ = 𝜆 − 𝑦 − 𝑡 + 𝛾

𝑘 = −𝜆 + 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑡 + 𝛿

⟺

{
 
 
 
 

 
 
 
 

𝑥 = 𝑎
𝑦 = 𝑏

𝜆 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐
𝑧 = 𝑑
𝑡 = 𝑒

𝛼 = 𝑓 + 𝑑 + 𝑒 − (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)

𝛽 = 𝑔 + 𝑎 + 𝑑 − (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)

𝛾 = ℎ + 𝑏 + 𝑒 + (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)

𝛿 = 𝑘 − (𝑎 + 𝑏 + 𝑑 + 𝑒) + (𝑎 + 𝑏 + 𝑐) = 𝑘 − 𝑑 − 𝑒 + 𝑐

.  

Donc, il existe des uniques matrices 𝐴 ∈ 𝐸 𝑒𝑡 𝐵 ∈ 𝐺 telles que 𝑀 = 𝐴 + 𝐵.  Ainsi, 𝐸 et 𝐺 sont supplémentaires dans 
𝑀3(ℝ). 

 


