Sup PCSI 2024-2025 Mathématiques

Corrigé du DL 12

Exercice 0
Soit F = {(x,y,2) E R¥3/x —y +z =0} et G = {(x, x,x)/x réels}.
1. Montrer que F est un plan vectoriel de R? et G une droite vectorielle de R3.
2. Montrer que F et G sont supplémentaires dans R3.
1. G ={(x,x,x)/xréels} = vect((1,1,1)). Comme (1,1,1) est un vecteur non nul de R3, G est une droite vectorielle de
R3.
F={(xy,2)eR/x—y+2z=0}={(y—2y,2)/(,2) € R?} = {y(1,1,0) + 2(-1,0,1)/(y,2) € R?*} =
vect((1,1,0),(—1,0,1)). Comme (1,1,0) et (—1,0,1)) sont deux vecteurs de R3 non colinéaires, F est un plan vectoriel de
R3.
2. SoitU = (x,y,z) € R3. CherchonsV € Fet W € G telsque U =V + W. Cherchons tous les a, b, c réels tels que :
(x,v,2) = a(1,1,0) + b(—1,0,1) + ¢(1,1,1).
x=a—b+c {xza—b+c
=

(x,y,z) =a(1,1,0) + b(—1,0,1) + c(1,1,1) (:){ y=a+c y=a+c

z=b+c z=b+c
x=y—c—(z—c)+c c=x—y—z c=x—y—2
= a=y—c @{a=y—(x—y—z)<:>{a=2y—x+z_
b=z—c b=z—-(x—-y—2) b=2z—-x+y

ILexiste donc une seule maniere d’écrire U comme somme d’une élément de F et d’un élément de G et cette écriture
est:U=(xy,2)=Qy—x+2)(1,1,0) + Qz—x +y)(-1,001) + (x —y — 2)(1,1,1).

EF €EG
J’en conclus que F et G sont supplémentaires dans R3.

Exercice 1
[0,7] » R

F={rec’@mB/f©=r@=F5} et =1, ., ccore) s bsino

1. Montrer que F et G sont des ss-e-vde C°([0, ], R) et G est un plan vectoriel.

2. Montrer que F et G sont supplémentaires dans C°([0, ], R).

1. G = vect(cos, sin). Comme cos et sin sontdans C°([0, ], R), G est un ss-e-v de C°([0, ], R). De plus, sia et b sont
deux réels tels que acos + bsin = 0 i.e.Vx,acos(x) + bsin(x) = 0 alors a = 0 (obtenu en prenantx = 0)etbh = 0

) Ja, b réels).

(avec x = g). Donc (cos, sin) est une famille libre. J’en déduis que G est un plan vectoriel.

F c €°([0,n], R). La fonction nulle est élément de F puisqu’elle est continue et s’annule partout donc en 0, w et g De

plus, prenons deux éléments f et g de F et a et b deux réels. Alors f et g étant continue sur [0, 7], af + bg Uest aussi. Et

(af +bg)(0) = af (0) + bg(0) = af (m) + bg(m) = (af + bg)(m)

car f et g sot dans F

= af (g) + bg (g) = (af +bg) (g) Donc af + bg € F.F estdonc stable par combinaison linéaire.

car f et g\vslot dans F
J’en conclus que F est un ss-e-v de C°([0, ], R).
2. Soitg € c°([0, 7], R).

Analyse : supposons qu’il existe f € F etg € G tellesque ¢ = f + g. Alors,
Vx € [0, 7], p(x) = f(x) + g(x)

f(O)=f(m)=f G) .Alors Vx € [0, 7], (x) = f(x) + acos(x) + bsin(x). En
3(a,b) € R?,vx € [0,7], g(x) = acos(x) + bsin(x)
@(0) = f(0) +a 2a = ¢(0) — ¢(m) N CIORIO]
particulier, { ¢ (g) =f G) +b =£(0)+b .Donc, 2f(0) = ‘P;(O) +¢(™  ponc b= (E) _ [fp(O)Jr(p(n)]
o) = f(m) —a = £(0) —a b=¢(5) - )T

2

FG) = p(x) = g() = p() — {[Z25E A cos(x) + [ (£) - L2 sin(x)}.

2 2
Donc si de telles fonctions f et g existent, elles sont uniques et sont définies par :

Ainsi, Vx € [0, 7], g(x) = [Wo)z;q)(n)]] cos(x) + [q) (E) — M} sin(x) et



vx € [0,],g(x) = [M] cos(x) + [(p G) — M} sin(x) et f(x) = p(x) — {[w] cos(x) +
[0 (5) - 252 sino}
Synthése . Posons Vx € [0, 7], g(x) = [Wo)z;qo(”)]] cos(x) + [go (E) — w] sin(x) et f(x) = p(x) —

([N cos(x) + [ (£) - L22D) sin () ). 2

AlorsVx € [0,7], f(x) + g(x) = @(x)etg € G.De plus g et ¢ sontdans €°([0, ], R) donc f 'est aussi et

£(0) = @(0) — [[w(o):p(n)]] _ le@+om] , f(n) = o) + [[<p(0)—<p(n)]] _ le@+om@] etf (g) = (E) _

2 2 2 2
[(p (g) - [(p(o);-(p(n)]] = [(p(O);-go(n)] .Doncf(0)=f(m)=f (g) Donc f € F. Donc f et g ainsi définies sont les deux

uniques fonctions qui vérifient: f € Fetg € G et = f + g. Ainsi, je peux conclure que F et G sont
supplémentaires dans C°([0, ], R).

Exercice 2

Pour tout scalaire a, onnote H, = { P € R[X]/P(X +1) — P(X) = a}.

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a pour que H, soit un sous-espace vectoriel de R[X].
Déterminer une base de H,,.

Trouver un polynéme Q, de degré 1 élément de H,.

Montrerque P € H, & P — Q, € H,.

En déduire H,,.

Si H, est un sous-espace vectoriel de R[X] alors H, contient le polyndme nul noté W et par conséquent, W(X + 1) —
W(X)=aie.0=a.

Donc pour que H,soit un sous-espace vectoriel de R[X], il est nécessaire que a = 0. Réciproquement, prenons a =
Oet Hy ={P € R[X]/P(X + 1) — P(X) = 0}. Montrons que H, est un sous-espace vectoriel de R[X].

H, est bien un sous ensemble de R[X] qui contient le polynéme nulcar W(X + 1) — W(X) = 0. De plus, si P et Q sont
deux polyndmes de H, et a et b sont deux réels, alors

ll &1 S 99 =

@P+bQ)X+1)—(@P+bQ)X)=a|lPX+1D)—-PX)|+b |QX+1)—0Q(X)
=0 car P€EHy =0car QE Hy

stable par combinaison linéaire et ainsi que H,, est un sous-espace vectoriel de R[X].

J’en conclus que H, est un sous-espace vectoriel de R[X] sietssia = 0.

2. Cherchons une famille génératrice de H,,. Pour cela, cherchons une autre maniére de décrire les polyndmes de H,.

Soit P un polyndme de Hy.Imaginons un instant que P ne soit pas constant. Montrer que P a une infinité de racines. Le

théoréme de d’Alembert-Gauss assure que P a au moins une racine complexe w. Montrons par récurrence sur k que pour

toutk € N, [w + k estracine de P] . Initialisation : w est racine de P donc H(0) est vraie.

= 0doncaP + bQ € Hy. Hyest donc

Propagation : Soit k € N.Je suppose que w + k est racine de P. Je sais que Vz € C, P(z + 1) = P(z). Donc en particulier,
pourz=w+kPw+k +1)=Pw+k) = 0.Vendéduisquew + k + 1estracine de P.
carbg)+k
racine
de P

Conclusion : le théoreme de récurrence assure alors que pour tout k € N, w + k estracine de P.

P aune infinité de racines donc P est le polyndme constant égal a 0 ce qui contredit le caractére non constant de P. Ainsi,

il n’existe pas de polyndmes non constants dans H,. De plus, il est évident que H, contient tous les polyndmes constants.

Donc, H, contient tous et que les polyndmes constants. Autrement dit, H, =R,[X]. Une base de Hyest la famille

constituée du polyn6me constant égal a 1.

3. Prenons Q, = aX.Alors Q,(X +1) — Q,(X) =a(X +1) —aX = a.Donc aX € H,,.

4, PEH, @PX+1)-PX)=a=2PX+1D)-PX)=Q,X+1D)-Q,X)=oP-Q)X+1)-P-0Q,)X) =
0= P-Q, €H,.

5. Alors,PeEH, ©3U€H,/P-Q,=U= 33U €EH,/P=U+Q, = ib € RHy,/P = b + aX.

car Hy ne contient

que des polynomes
constants

Ainsi, H, = {aX + b/b € R}.

Exercice 3

A. On appelle matrice magique toute matrice carrée telle que la somme des coefficients de chaque ligne soit la méme
quelle que soit la ligne et la somme des coefficients de chaque colonne soit la méme quelle que soit la colonne. Soit E
’ensemble des matrices carrées d’ordre n, réelles et magiques oun € N*.



1. Montrer que si A € E alors la somme des coefficients de n’importe quelle ligne de A est égale a la somme des
coefficients de n’importe quelle colonne de A.
Soit A € E. On note [ la somme des coefficients de chaque ligne de A et ¢ la somme des coefficients de chaque colonne
de A. On note s la somme de tous les coefficients de A.
Montrons que [ = c.

D’unepart,s = Y1, Z7=1 a;; = ?=1(Z}1=1 aij) =yt l=nl
D’autre part, s = }7_; Xit; a;; = ?:1(2?:1 a;;) = X, ¢ = nc. Ils’en suit que nl = nc etdonc | = ¢ (puisque n est non
nul).
1
2. SoitU = 1 € M, (R).Montrerque: A €EE<3ILER/AU =AU etUTA = AUT.
1

Soit4A € M,,(R).
JAER/AU = A etUTA=AWT=31€ER/ Vi E [[l,n]],Z}l=1 a;; =Aetvj € [1,n], ¥ a; =2
©la somme des coefficients de chaque ligne ou de chaque colonne de A est la méme quelle que soit la ligne ou la
colonne
d'apres 1.
S A€E

3. Montrer que si A et B sont carrées d’ordre n et magiques alors AB est magique.
SoitA,B € M, (K) magiques. Alors AB est carrée d’ordre n . De plus,
JAER/AU =AU etUTA=AUT etaf e R/BU = fU etUTB = pUT
Donc ABU = A(BU) = A(BU) = B(AU) = BAU et UTAB = (UTA)B = (AUT)B = A(UTB) = A(BUT) = BAUT.
J’en déduis que AB est magique aussi

4. Montrer que si A est magique et inversible alors son inverse est magique.
Soit A € E, inversible. Alors 31 € R/ AU = AU et UTA = AUT.Donc, U = (A"*A)U = A1 (AU) = A" (W) = 1A U et de
méme, UT = UTAA™" = AUTA™'. De plus, le systéme AX = 0,,; admet X = 0,,; comme unique solution puisque A est
inversible . Donc, AU # 0,,, etainsi A # 0. Par conséquent, A™*U = %U etUTA™! = %UT. J’en conclus que A~ ! est
magique aussi.

5. Montrer que E est un ss-e-vde M, (R). Que peut-on dire de E au regard des résultats démontrés aux questions 3

et4?

e FEc M,(R).
e 0,U=0,,etU"0, =0,,.DoncO, €E.
e SoitA,B €Eetab €R. Alors,3a € R/ AU = aU etUTA = aUT et3f € R/BU = U et UTB = BUT.
Alors, (aA + bB)U = aAU + bBU = aalU + bBU = (aa + bB)U
etUT(ad + bB) = aUTA+ bUTB = aaUT + bpUT = (aa + bB)UT
Jen déduisque a4 + bB € E .J’en conclus que E est un ss-e-vde M, (R).
D’apres 3 et 4, E est stable par produit et par passage a Uinverse.

B. Désormaisn = 3.
6. Déterminer une famille génératrice de E. Quelle est la dimensionde E ?

a b A—a—-b>b
D’aprés la partie 4, E = ( c d A—c—d )/(a,b,c,d,/l) € R5}. Donc,
A—a—c A—-b—-d a+b+c+d—21

1 0 -1 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 00 1
E= a(O 0 0>+b<0 0 0>+c<1 0 —1)+d<0 1 —1>+/1<0 0 1>/(a,b,c,d,/1)€]R5
-1 0 1 0 -1 1 -1 0 1 0 -1 1 1 1 -1

Aq A, As Ag Ag

Donc E = vect(A,, Ay, A3, Ay, Ag). Lafamille (44, 4,5, A3, Ay, Ag) est génératrice de E.

Montrons la liberté a la famille (A, 45, A3, A4, Ag).

0 0 O
Soit (a,b,c,d, 1) € R/ aA; + bA, + cA; + dA, + 145 = (O 0 0).
0 0 O

a b A—a—0»>b 0 0 O
Alors( c d A—c—d )=(O 0 0).
A—a—-—c A—-b—-d -A+a+b+c+d 0 0 O



Donca=b=c=d=0etA—a—b=0.Donca=b=c=d=21=0.Ainsi, (4, 4,, A3, A4, As) est libre et finalement
estune base de E. J’en conclus que dim(E) = 5.

7. SoitD = diag(1,2,3) et F ’ensemble des matrices réelles qui commutent avec D.
a. Montrer que F est un ss-e-vde M;(R), en donner une famille génératrice et sa dimension.

F = {M € M;(R)/DM = MD} cM,(R).

DO; = 0; = 0;D.Donc, 05 € F

Soit (P, Q) € F2 et (a, b) € R2. Alors D(aP + bQ) = D(aP) + D(bQ) = aDP + bDQ = aPD + bQD = (aP + bQ)D. Donc,
aP +bQ € F.

Ainsi F est un ss-e-v de M;(R).

a b ¢ 1 0 0O\sa b c a b c\N/1 0 0
F={<d e f)e M3(]R)/<0 2 0><d f>=<d e f)(o 2 o>}
g h k 0 0 3/ \g k g h k/\0 0 3

e
h
b=2b
a b ¢ a b ¢ a 2b 3¢ rabc (62361
F={<d e f)eM3(IR)/<2d 2e 2f>=<d 2 3f>}= (d e f>eM3(R)/ 2-d
g h k 3g 3h 3k g 2h 3k g h k 39_:9
3h =2h

a 0 O 1 0 O 0 0 O 0 0 O
F = {(0 e 0) /a,e kréels} ={a (0 0 0) +e (0 1 0) +k (O 0 0) /a, e, kréels}
0 0 k 0 0 O 0 0 O 0 0 1

1 0 O 0 0 O 0 0 O
Donc, /= [0 0 0,10 1 0],{0 0 0] |]estunefamillegénératrice de F. De plus cette famille est libre puisque
0 0 O 0 0 O 0 0 1

1 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 O a 0 0 0 0 O
a(O 0 0>+e<0 1 0>+k<0 0 0>=<0 0 0>(:><0 e O>=<O 0 0>4:)a=e=k=0.
0 0 O 0 0 0 0 0 1 0 0 O 0 0 k 0 0 O

Donc .7est une base de F et dimF = 3.
b. E etF sont-ils en somme directe ? Donner une famille génératrice de E N F.

a 0 0 a 0 0
ENF = {(0 e 0) /a, e kréels et a=e=k }= {(0 a 0> Jaréel} = vect(l3).
0 0 k la somme des 0 0 a

coeff de chaque ligne et colonne
est la méme quelle que
soit la ligne ou colonne

Donc E N F # {Os}et E et F ne sont pas en somme directe . De plus (I3)est une famille génértrice de E N F.

0 0 O
8. SoitG = {(0 0 d) /a,b,c,dréels}. Montrer que E®GG = M;(R).
a b c
0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 0 O
G={<0 0 d)/a,b,c,dréels}=vect('c),oﬁ.c (0 0 1),(0 0 0),(0 0 0),(0 0 0)
a b ¢ 0 0 O 1 0 0 01 0 0 0 1

Donc zest un ss-e-v de M5 (R).

Pour prouver que E@®G = M;(R), il suffit de montrer que toute matrice de M5 (IR) s’écrit de maniére unique comme
somme d'une matrice de E et d’une matrice de G.

a b c
SoitM = (d e f) € M;(R). Je cherchetouslesA € Eet B € Gtellesque M = A + B.

g h k
x y A—x—y 0 0 O
Soit 4 =< z t A—z—t )EEetB = (O 0 a') € G.On cherche donc tous les réels
A—x—2z A—y—t —-A+x+y+z+t B v &

a,yztAdapfB,y dtelsqueM = A+ B.

a b c x y A—x—y 0 0 O
M=A+B<:><d e f):( z t A—z—t )+<0 0 a)
A

g h k —x—z A—y—t —A+x+y+z+t B v 6



a=x xX=a
b=y y=>b
c=A—-x-y A=a+b+c

d=z z=d

=X e=t =% t=e
f=1—-z—-t+a a=f+d+e—(a+b+c)
g=A—-x—z+p B=g+a+d—(a+b+c)
h=A-y—-t+y y=h+b+e+(a+b+c)

k=—A4+x+y+z+t+6 b=k—(a+b+d+e)+(a+b+c)=k—-d—-e+c

Donc, il existe des uniques matrices A € E et B € G tellesque M = A + B. Ainsi, E et G sont supplémentaires dans
M;(R).



