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4 heures et calculatrice interdite.  
En cas de doute sur le sujet, n’hésitez pas à le signaler au surveillant qui m’avertira.  
Encadrer tous vos résultats en couleurs (pas de fluo car interdit au concours).  
Soigner votre écriture, votre orthographe et la présentation.  
 
 
EXERCICE 1  Résolution de système grâce aux déterminants. 

Soit 𝐴 = (

𝑎1 𝑎2 𝑎3

𝑏1 𝑏2 𝑏3

𝑐1 𝑐2 𝑐3

) ∈ 𝑀3(ℝ) inversible et 𝑇 = (

𝑡1

𝑡2

𝑡3

)  ∈ 𝑀3,1(ℝ).  

On note 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 les colonnes de 𝐴 et 𝐴 = (𝐶1|𝐶2|𝐶3).  
On note 𝑀1 = (𝑇|𝐶2|𝐶3) la matrice obtenue à partir de 𝐴 en remplaçant la première colonne de 𝐴 par 𝑇. 
On note 𝑀2 = (𝐶1|𝑇|𝐶3) la matrice obtenue à partir de 𝐴 en remplaçant la deuxième colonne de 𝐴 par 𝑇. 
On note 𝑀2 = (𝐶1|𝐶2|𝑇) la matrice obtenue à partir de 𝐴 en remplaçant la troisième colonne de 𝐴 par 𝑇. 

Soit (𝑆) le système linéaire 𝐴𝑋 = 𝑇 d’inconnue 𝑋 = (
𝑥
𝑦
𝑧

) ∈ 𝑀3,1(ℝ).  

1. Justifier que (𝑆) admet une unique solution. On note 𝑋0 = (

𝑥0

𝑦0

𝑧0

) cette unique solution.  

2. Justifier que 𝑥0𝐶1 + 𝑦0𝐶2 + 𝑧0𝐶3 = 𝑇.  
3. Démontrer, grâce à 2. et aux propriétés du déterminant, que det(𝑀1) = 𝑥0det (𝐴).  
4. Enoncer des formules analogues pour det(𝑀2) et det(𝑀3).  

5. Conclure que 𝑋0 =
1

det (𝐴)
(

det(𝑀1)

det(𝑀2)

det(𝑀3)
).  

6. Application : Soit 𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑠 des paramètres réels et (𝑆): {

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1
𝑝𝑥 + 𝑞𝑦 + 𝑟𝑧 = 𝑠

𝑝²𝑥 + 𝑞²𝑦 + 𝑟²𝑧 = 𝑠²
d’inconnue 𝑋 = (

𝑥
𝑦
𝑧

) ∈ 𝑀3,1(ℝ). 

Les solutions de (𝑆) dépendent de 𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑠 . 
6.1 Ecrire la matrice 𝐴 associée à (𝑆) et la matrice  𝑇 du second membre. 
6.2 Montrer que : 𝐴 est inversible si et seulement si 𝑝, 𝑞 et 𝑟 sont tous distincts.  
6.3 Ici 𝑝, 𝑞 et 𝑟 sont tous distincts. Résoudre (𝑆) en appliquant  5. (les autres résolutions ne seront pas corrigées). 
6.4 Ici 𝑝, 𝑞 𝑒𝑡 𝑟 ne sont pas tous distincts. Résoudre (𝑆).  

 

EXERCICE 2 Une famille de polynômes 
PARTIE 1  

Soit 𝑛 ∈ ℕ. On pose : 𝐿𝑛 (𝑋) =
1

2𝑛
∑ (

𝑛
𝑘

)
2

(𝑋 − 1)𝑛−𝑘(𝑋 + 1)𝑘𝑛
𝑘=0 , polynôme de ℝ[𝑋]. 

1.  Expliciter  𝐿𝑛  pour 𝑛 ∈ ⟦0,2⟧.  
2.   Montrer que 𝐿𝑛 (−𝑋) = (−1)𝑛 𝐿𝑛 (𝑋). 
3.  Calculer 𝐿𝑛

̃ (1) et 𝐿𝑛
̃(−1).  

4.  On pose 𝑃𝑛(𝑋) = (𝑋2 − 1)𝑛.   
4.1. Exprimer 𝐿𝑛  en fonction de 𝑃𝑛

(𝑛). 
4.2. En déduire le degré de 𝐿𝑛 . 
4.3. Déterminer le coefficient dominant de 𝐿𝑛  de deux manières différentes . 

4.4. En déduire que ∑ (
𝑛
𝑘

)
2

𝑛
𝑘=0 = (2𝑛

𝑛
).  

5.  Soit 𝑥 ∈ ℝ. On pose 𝑦 = 1 + |𝑥|.  

5.1. Montrer que |𝐿�̃�(𝑥)| ≤ (
𝑦

2
)

𝑛

(
2𝑛
𝑛

).  

5.2. Justifier que 𝑚𝑎𝑥[−1,1]|𝐿�̃�| existe et 𝑚𝑎𝑥[−1,1]|𝐿�̃�| ≤ (
2𝑛
𝑛

).  

 



PARTIE 2  

6.  Soit 𝑞 ∈ ⟦0, 𝑛 − 1⟧. Justifier que 𝑃𝑛
(𝑞)̃(1) = 𝑃𝑛

(𝑞)̃(−1) = 0 . 

7.  Montrer que ∀𝑞 ∈ ⟦0, 𝑛⟧,   𝑃𝑛
(𝑞)̃ s’annule (au moins) 𝑞 fois dans l’intervalle ] − 1 ; 1[. 

8.  En déduire que 𝐿𝑛  est scindé à racines simples réelles et toutes ses racines sont dans l’intervalle ] − 1 ; 1[. 
Désormais pour 𝑛 ∈ ℕ∗, on note 𝑅(𝑛) l’ensemble des racines du polynôme 𝐿𝑛 . On a donc 𝑅(𝑛) ⊂] − 1,1[.  
Soit 𝜆(𝑛) la plus grande de ces racines.  
9.  Justifier que  0 est centre de symétrie de l’ensemble 𝑅(𝑛). 
10. Quelle est la plus petite racine du polynôme 𝐿𝑛  ? 
11. Quel est le signe de 𝐿𝑛

̃(𝑥) lorsque 𝑥 ∈]𝜆(𝑛), +∞[ ? 
 

PARTIE 3  

12. Soit 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛 − 1⟧. Montrer que, en faisant 𝑘 intégrations par parties, que  ∫ 𝑃𝑛
(𝑛)̃

(𝑥)𝑥𝑘𝑑𝑥
1

−1
= 0 . 

13. En déduire que ∀𝑆 ∈ ℝ𝑛−1[𝑋], ∫ 𝐿�̃�(𝑥)�̃�(𝑥)𝑑𝑥
1

−1
= 0.  

 

EXERCICE 3  Une famille de matrices.  
PARTIE 𝑨       
Soit 𝑝 ∈ ℕ∗. Soit 𝑁 une matrice de 𝑀𝑝(ℝ) nilpotente d’indice 3  i.e.  𝑁3 = 0 𝑒𝑡 𝑁2 ≠ 0. 

Dans cette partie, pour tout réel 𝑡 , on note 𝐸(𝑡) = 𝐼 + 𝑡𝑁 +
𝑡2

2
𝑁2. 

1. Soit 𝑠 et 𝑡 deux réels. Montrer qu’il existe un réel 𝑤 tel que  𝐸(𝑠 + 𝑡) = 𝐸(𝑤) et exprimer w en fonction de 𝑠 et 𝑡.  
2. En déduire que :  

2.2 pour tout entier naturel 𝑛 et tout réel 𝑡, 𝐸(𝑛𝑡) = 𝐸(𝑡)𝑛. 
2.3 pour tout réel 𝑡 , 𝐸(𝑡) est inversible et que son inverse est élément de 𝐹 (on explicitera cet inverse).  

3. Soit 𝑠 et 𝑡 deux réels. Montrer que  𝐸(𝑡) = 𝐸(𝑠) ⟺ 𝑡 = 𝑠.  
 

PARTIE 𝑩    

Soit 𝐴 = (
4 −6
1 −1

) élément de 𝑀2(ℝ).  

4. Soit 𝜆 ∈ ℝ. Montrer que le système 𝐴𝑋 = 𝜆𝑋 admet une unique solution sietssi 𝜆 ∉ {1; 2}. 

5. Montrer que le système 𝐴𝑋 = 𝑋 admet comme solution  toutes les matrices 𝛼 (
2
1

) telles que 𝛼 ∈ ℝ  et  

le système 𝐴𝑋 = 2𝑋 admet comme solution toutes les matrices 𝛽 (
3
1

) telles que 𝛽 ∈ ℝ.   

6. Soit 𝑃 = (
2 3
1 1

).  

6.1 Justifier que 𝑃 est inversible et donner 𝑃−1. Puis calculer 𝐷 = 𝑃−1𝐴𝑃.   
6.2  En déduire l’expression sous forme d’un tableau matriciel de 𝐴𝑛 tel que 𝑛 ∈ ℕ. 

 
PARTIE 𝑪    

7.  Soit 𝑡 ∈ ℝ.  En utilisant l’inégalité de Taylor-Lagrange, montrer que : 𝑒𝑡 = lim
𝑛→+∞

(∑
𝑡𝑘

𝑘!

𝑛
𝑘=0 ). 

Pour tout réel 𝑡, on note 𝐸𝑛(𝑡) = ∑
𝑡𝑘

𝑘 !
𝐴𝑘.𝑛

𝑘=0  où la matrice 𝐴 est celle définie à la partie 𝐵.  

On écrit 𝐸𝑛(𝑡) sous la forme : 𝐸𝑛(𝑡) = (
𝑎𝑛(𝑡) 𝑏𝑛(𝑡)
𝑐𝑛(𝑡) 𝑑𝑛(𝑡)

). 

8. Soit 𝑡 ∈ ℝ 𝑒𝑡 𝑛 ∈ ℕ. Expliciter (sous forme de sommes) les coefficients 𝑎𝑛(𝑡), 𝑏𝑛(𝑡), 𝑐𝑛(𝑡), 𝑑𝑛(𝑡) de 𝐸𝑛(𝑡). 
9. Soit 𝑡 ∈ ℝ. Justifier que les suites (𝑎𝑛(𝑡))𝑛∈ℕ, (𝑏𝑛(𝑡))𝑛∈ℕ, (𝑐𝑛(𝑡))𝑛∈ℕ𝑒𝑡 (𝑑𝑛(𝑡))𝑛∈ℕ sont convergentes  et 
déterminer leurs limites notées  𝑎(𝑡) = lim

𝑛→+∞
𝑎𝑛(𝑡) ,     𝑏(𝑡) = lim

𝑛→+∞
𝑏𝑛(𝑡) ,    𝑐(𝑡) = lim

𝑛→+∞
𝑐𝑛(𝑡)    𝑒𝑡  𝑑(𝑡) = lim

𝑛→+∞
𝑑𝑛(𝑡).   

(Réponse partielle : 𝑎(𝑡) = 3𝑒2𝑡 − 2𝑒𝑡) . 

 Désormais, on note 𝐸(𝑡) = (
𝑎(𝑡) 𝑏(𝑡)
𝑐(𝑡) 𝑑(𝑡)

). 

10.  Expliciter deux matrices 𝑄 𝑒𝑡 𝑅 telles que : ∀𝑡 ∈ ℝ, 𝐸(𝑡) = 𝑒2𝑡𝑄 + 𝑒𝑡𝑅.  
11. Calculer 𝑄2, 𝑅2, 𝑄𝑅 𝑒𝑡 𝑅𝑄.  
12. En déduire que ∀(𝑠, 𝑡) ∈ ℝ2, 𝐸(𝑠 + 𝑡) = 𝐸(𝑠)𝐸(𝑡). 
13. Que dire de 𝐸(𝑡)𝑛 pour 𝑛 ∈ ℕ ?  pour 𝑛 = −1?                                                                                                           

 
                           Fin et bonnes vacances printanières à tous   


