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4 heures et calculatrice interdite.

En cas de doute sur le sujet, n’hésitez pas a le signaler au surveillant qui m’avertira.
Encadrer tous vos résultats en coul r- (pas de fluo car interdit au concours).
Soigner votre écriture, votre orthographe et la présentation.

EXERCICE 1 Résolution de systeme grace aux déterminants.

al az a3 tl
Soit4 = <b1 b, b3> € M;(R) inversible et T = <t2> € M3, (R).

On note C;, C,, C5 les colonnes de A et A = (C1|C,|C3).
On note M; = (T|C;|C5) la matrice obtenue a partir de A en remplagant la premiére colonne de A par T.
On note M, = (C;|T|C5) la matrice obtenue a partir de A en remplagant la deuxieme colonne de A par T.

On note M, = (C,|C,|T) la matrice obtenue a partir de A en remplagant la troisieme colonne de A par T.
x

Soit (S) le systeme linéaire AX = T d’inconnue X = (y) € M1 (R).
z
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Justifier que (S) admet une unique solution. On note X, = ()’o) cette unique solution.
Zg

2. Justifier que xoC; + yoC; + zyC3 =T.

3. Démontrer, grace a 2. et aux propriétés du déterminant, que det(M;) = x,det (4).
4. Enoncer des formules analogues pour det(M,) et det(M;).

det(M,)
5. Conclure que X, = RENG det(M,) |.

det(M;)

x+y+z=1 x
6. Application : Soitp, q,r, s des parameétres réels et (S):{ PXx +qy +71z=S5 d’inconnue X = (y) € M3, (R).
p*x + ¢’y +r’z = 5* z
Les solutions de (S) dépendentdep,q,1,s .
6.1 Ecrire la matrice A associée a (S) et la matrice T du second membre.
6.2 Montrer que : A estinversible si et seulement si p, g etr sont tous distincts.
6.3 Icip, q etr sont tous distincts. Résoudre (S) en appliquant 5. (les autres résolutions ne seront pas corrigées).
6.4 Icip, q et r ne sont pas tous distincts. Résoudre (S).

EXERCICE 2 Une famille de polynémes
PARTIE1
2

Soitn € N.On pose : L, (X) = zin o (7]:) X — D" (X + 1)*, polynéme de R[X].
1. Expliciter L, pourn € [0,2].
2. Montrerque L, (—X) = (-1)" L, (X).
3. CalculerL, (1) etL, (—1).
4. OnposeP,(X) = (X2 — 1™

4.1. Exprimer L,, en fonction de Pn(”).

4.2.En déduire le degré de L,, .
4.3. Déterminer le coefficient dominant de L,, de deux maniéres différentes .

4.4.En déduire que Y}_ (Z)Z = (21?)
5. Soitx € R.Onposey =1+ |x|.
5.1. Montrer que |L, (x)| < (g)n (Zrtl)

5.2. Justifier que max_y 1| L, | existe et max;_y 1)|L,| < (27:1)



PARTIE 2

6. Soit q € [0,n — 1]. Justifier que Pn(q)(l) = Pn(q)(—l) =0.

7. Montrer que Vq € [0,n], Pn(q) s’annule (au moins) q fois dans Uintervalle ] — 1; 1[.

8. Endéduire que L, estscindé aracines simples réelles et toutes ses racines sont dans Uintervalle ]| — 1; 1[.

Désormais pour n € N*, on note R(n) 'ensemble des racines du polynéme L,,. On adonc R(n) c] — 1,1].
Soit A(n) la plus grande de ces racines.

9. Justifier que 0 est centre de symétrie de 'ensemble R(n).

10. Quelle est la plus petite racine du polynéme L,, ?

11. Quel est le signe de Z;(x) lorsque x €]A(n), +oo[ ?

PARTIE 3
12. Soit k € [[0,n — 1]. Montrer que, en faisant k intégrations par parties, que f_ll Pn(")(x)xkdx =0.

13. En déduire que VS € IRn_l[X],f_llL:(x)f(x)dx =0.

EXERCICE 3 Une famille de matrices.

PARTIE A
Soitp € N*. Soit N une matrice de M, (R) nilpotente d’indice 3 i.e. N*> = 0 et N # 0.

2
Dans cette partie, pour tout réelt,onnote E(t) = I + tN + %NZ.

1.
2.

3. Soitsettdeuxréels. Montrerque E(t) = E(s) &t =s.

Soit s et t deux réels. Montrer qu’il existe un réel w tel que E(s +t) = E(w) et exprimer w en fonction de s et t.

En déduire que :

2.2 pourtout entier naturel n et tout réel t, E(nt) = E(t)™.
2.3 pourtoutréelt, E(t) estinversible et que son inverse est élément de F (on explicitera cet inverse).

PARTIE B

Soit A =(

4 —6

1 _1) élément de M, (R).

4. SoitA € R. Montrer que le systéme AX = 1X admet une unique solution sietssi A ¢ {1;2}.

5. Montrer que le systeme AX = X admet comme solution toutes les matrices a (2

1) tellesque a € R et

3
1

le systeme AX = 2X admet comme solution toutes les matrices ( )telles que f € R.

6.

Soit P = (i f)

6.1 Justifier que P est inversible et donner P~1. Puis calculer D = P1AP.
6.2 En déduire Uexpression sous forme d’un tableau matriciel de A™ telque n € N.

PARTIE C

k
7. Soitt € R. En utilisant Uinégalité de Taylor-Lagrange, montrer que : et = lim (ZLO %)

n-+oo

k
Pour tout réel t, on note E, (t) = }c‘:o%Ak. ou la matrice A est celle définie a la partie B.

On écrit E, (t) sous laforme : E,,(t) = (

cn(t)  dn(t)

@@ bi(0)

8. Soitt € Ret n € N. Expliciter (sous forme de sommes) les coefficients a, (t), b, (t), ¢, (t), d,(t) de E,, (t).

9. Soitt € R. Justifier que les suites (a, (t))nen, (Pr (&) nen (€ (E))nenet (d,,(t))nen SONt convergentes et

déterminer leurs limites notées a(t) = lirP a,(t), b()= lirp b,(t), c(t) = lirP c,(t) et d(t) = lirP d,(t).
n—-+oo n-+oo n-—+oo n-+o

(R

Désormais, on note E(t) = (

10.

1
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13

éponse partielle : a(t) = 3e2f — 2et).
a(t) b(t))
ct) d))

. Calculer Q%,R?,QR et RQ.
. Endéduire que V(s,t) € R%, E(s +t) = E(s)E(t).
. Quedirede E(t)" pourn € N? pourn = —1?

Expliciter deux matrices Q et R telles que : Vt € R, E(t) = e?tQ + e'R.
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