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Corrigé du DS 6

a, a, as t;
EXERCICE 1 Soit A = <b1 b, b3> € M, (R) inversible et T = <t2) € M, 1(R).

¢, € C3 t3
On note Cy, C,, C5 les colonnes de A et A = (C;1]|C,|C3).
On note M, = (T|C,|C3) la matrice obtenue a partir de A en remplagant la premiére colonne de A par T.
On note M, = (C;|T|C3) la matrice obtenue a partir de A en remplagant la deuxieéme colonne de A par T.
On note M5 = (C,|C,|T) la matrice obtenue a partir de A en remplagant la troisieme colonne de A par T.

X
Soit () le systeme linéaire AX = T d’inconnue X = <y> € M, 1(R).
z
Xo
1. Justifier que (S) admet une unique solution. On note X, = (Yo) cette unique solution.
A

2. Justifierque xqC; + yoCy +2oC3 =T.
3. Démontrer, grace a 1. et aux propriétés du déterminant, que det(M;) = xydet (4).
4. Enoncer des formules analogues pour det(M,) et det(Ms).

det(M;)
5. Conclure que unique solution de (S) est L det(M,) |.
det (4)
det(M3)
x+y+z=1 X
6. Application: Soitp, q,7,s des paramétres réels et (S):{ Px+qy +1z=S d’inconnue X = <y> € M, ;(R).
p*x + q*y + %z = s* z

Les solutions de (S) dépendentdep,q,7,s .
6.1 Ecrire la matrice 4 associée a (S) et la matrice T du second membre.
6.2 Montrer que : A estinversible si et seulement si p, g etr sont tous distincts.
6.3 Icip, q etr sont tous distincts. Résoudre (S) en utilisant les résultats précédents.
6.4 Icip = q =r. Résoudre (S).

1. A étantinversible, A~1T est Uunique solution de (S).
2. Onsaitque AX, = T. De plus, d’aprés le cours, AX = xqC; + yoC, + z9C3. Donc, xoCy + yoCy + 2oC3 = T.
3. det(M;) = det(T|C,|C3) = det(xyCy + VoCy + 24C3]C,|C3). Donc, par linéarité du déterminant par la premiére colonne,

det(M;) = xodet(C,|C,|C3) + vy det(C,|C,|C3) + zy det(C3]C,|C3) = xodet(C,|C,|C3) = xy det(4).

=0car =0 car
C€1=C; C€1=C3
4. De méme, det(M,) = y, det(A4) et det(M3) = z, det(4).
det(M,)
5. Ainsi, xy = ieett((Z)l), 0 = ieett((nz)z),zo = (;Ztt((ﬂs) .Donc, X, = @ det(M,) |.
det(Ms3)
1 1 1 1
6. a=(p a etT=<s>.
pZ qZ TZ SZ
1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0
7. det(A)=(p aq r|=|p a-p Tr-p|=@-pe-p|p 1 1 |=@-p@r-pl|r 1 0
p* ¢* r?| |p? ¢*-p® r?-p? p’ ptq p+r p* p+q q-r
det (A) = (¢ —p)(r — p)(r — q). Donc A estinversible sietssi p, q, et r sont tous distincts.
det(M,)
8. Ici A estinversible donc nous pouvons appliquer le résultat 5. de:(A) det(M,) | estlunique solution de(S) ou
det(Ms)
1 1 1 1 1 1 1 1 1
My=(s q 7 |,My=(p s 1 eeMy=|DP q s
SZ qZ _r.2 pZ SZ r2 pZ qZ SZ

det(My) = (g —s)(r —s)(r — q)
D" apres le calcul de det(4), § det(M;) = (s — p)(r — p)(r — 5). Ainsi,
det(M3) = (q = p)(s —p)(s — @)

detMy) _ (@=9)0=9)0-q) _ (a=s)r=s)
det (4) (@-p)-p)r-q) (q-p)r-p)

(q=s)(r=s)
(a-p)(r-p)
det (M) _ (s—p)(r—s) _det(Ms) _ (s-p)(s-q) |, (s=p)(r—s) .
det(d) — —p)r—a) t dota) (r_p)(r_q).J en conclus que - est la solution de (S).

(s—p)(s—q)
(r-p)(r-q)
x+y+z=1 x+y+z=1 x+y+z=1
9. Supposonsqueq =p #1.Alors,(S):3 px+py+rz=s o{ (F-p)z=s—-p < r—-pz=s-p

p*x + p*y + riz = s? r? —pHz =s5%-p? 0=s2-p2—(s—p)(r+p)

or, s?=p?—=(s—p)r+p)=(s—p)(s+p—r—p) =(s—p)(s —r).’en déduis les deux cas suivants.
Sis & {r,s}alors (S) n’a pas de solution.

donc,



x=1-L_y=2_ e
Sis € {r,s}alors (S) = P TP 7 Ainsi,siq = p # r,alors Sol(S) = / yréel
z=-"L s=p
r—p ;

De méme, sip = r # g,alors Sol(S) =

{ — —x
q-p
S
De méme, siq = r # p,alors Sol(S) = {
x+y+z=1 x+y+z=1
Supposonsque g =p =r.Alors,(S):{ pPx+py+pz=s o{ 0=s-p
p%x + p?y + p?z =s? 0 =52 —p?
Si s # p alors (S) n’a pas de solution.

1-z-y
Sis =palors(S) & x =1—y — z Donc, Sol(S) ={< y )/y,zréels}.
z
EXERCICE 2 Une famille de polynomes
PARTIE 1 Propriété L
2
Pourtoutn € N, on pose : L, (X) = m_ o( ) (X — 1) *(X + 1)¥, polynéme de R[X].
1. Expliciter L, pourn € [0,2].
2. Montrerque L, (—X) = (-1)" L,, (X).
3. CalculerL, (1) et L,, (—1).
4. Onpose P,(X) = (X? — 1™
4.1. Exprimer L,, en fonction de Pn(n).
4.2. En déduire le degré de L,, .
4.3. Déterminer le coefficient dominant de L,, de deux maniéres différentes.
4.4. En déduire que 3.7 (n)z = (Zn)
4. k=0 {f, W)
5. Soitx € R.Onposey =1+ |x|.

5.1. Montrer que |, (x)| < ( ) (Znn)

5.2. Justifier que max[_q 4 |Ln| existe et max|_q 4 |Z;l| < (Zn)'

1. Lo(X) =1 etL1 @) =3[X - D'+ X+ D' =XetL, (X)n= X =12 +4(X - DX + 1) + (X + 1D?] = [3x% - 2].
2. LX) = 230 (1) (<X = Dn k(x4 0F = 23 (1) (CDm RO+ DR DR - D
b () =522 o) 1 + 1R - 1 = (1 R 2 () O+ DR - DF = (D)L ().
3. Ly(1)= ;; O(Z)Z on-kok = (Z)2 onm2n = 2M et L, (—1) = (~1)"L, (1) = (—)"2n = (=2)".
4. 1.PX) = (X2 —1)" = (X — )"(X + 1)™ Donc, d’aprés Leibniz, B,™ = ( )((X DO (X + 1))@=

m _ n kn! k k _ 2 —k k
P = 2o () o O — DM O+ D% = i 2o () o (X — D" F X+ D = B (i) (X = D" (x + 1)
Donc, P,™ = n! 2L, (X). Ainsi, Ln(X) = ?Pn(n)

2.Comme deg(P,) = 2n,deg(L,) = deg(Pn(n)) =2n—n=n.

3.' une part, B, (X) = (X2 = 1)" = X?" + T(X) avec deg(T) < 2ndonc B,™ = X" + 7™ avec deg (T™) < n.
(2n)! insi n)
Donc Ly(X) = zn(:;)zX" + Q(X) avec deg(Q) < n. Ainsi, codom(Ly,) = 2"(1:1!)2'

2 2
D’autre part, Vk € [0,n], deg (n) ((X = D™ (X + 1)¥) = n. Alors, comme deg(L,) = n,codom(L,) = ZinZ}(LO (Z) ]

2
4. )en déduis, par unité des coefficients d’un polynéme, que R0 (Z) = 2512(:),)!de”0’ Y=o (Z) = Ef:)); = (27?)
5.Soitx unréelety =1 + |x|.

L @] = |2 8000 () 0t 4= 0¥ = 2o () 0+ kG- 1)

n n
-1 1 n\2
_E n—-k(, _ 1)k § n-k|, _ 11k
_an_o‘( (x+ 1) (x—-1) ’ on O(k) | + 1™ %|x — 1]

LT IT
ornL0<|x+1/<|x|+1= y donc0 < |x+1|"* <y"ket0 < |x—1] Slxl+1= y donc 0 < |x — 1|* < y*. Et par conséquent,

(Z)Z I + 1" ] — 11 < (Z)Z yrTiye = (Z)Z "
Alors, %Zﬁw (n)z lx + 1|7 K|x — 1]¥ ( ) 2%[271:0 (1]:)2] . Zin(ZT:l)yn _ (32_/)” (2:)

Ainsi, par transitivité de la relation d’ordre, |L (x)| < (32—/) (27:1)




L,, est continue sur le segment [—1; 1] donc |Z;|est aussi continue sur le segment [—1; 1] . Par conséquent, |L~n| admet un maximum et
un minimum sur ce segment. Ainsi, max|_,1j|L,| existe . Il existe ¢ € [—1; 1]tq max(_111|L,| = |La(c)].
n n
Or,vx € [-1;1],|x] < 1donc 0 <y < 2 etparsuite, 0 < @) (*™ < (®"). Donc, Vx € [-1;1]|L,, (0)| < (%) (M) < (®").En
particulier, |L,(c)| < (3"). Ainsi, max(_y11|Ls| < (1)
PARTIE 2 Racines de L,,
6. Soitq € [0,n — 1]. Justifier que B,‘P(1) = B, P(-1) = 0.
7. Montrer que Vq € [[0,n], Pn(q) s’annule (au moins) q fois dans Uintervalle | — 1 ; 1[.
8. Endéduire que L, estscindé aracine simples réelles et toutes ses racines sont dans Uintervalle ] — 1 ; 1].
Désormais pour tout n € N*, on note R(n) 'ensemble des racines du polynéme L,,. On a donc R(n) c] — 1,1].
Soit A(n) la plus grande de ces racines.
9. lJustifier que 0 est centre de symétrie de 'ensemble R(n).
10. Quelle est la plus petite racine du polynéme L,, ?
11. Quel est le signe de L, (x) lorsque x €]A(n), + o[ ?
6. P,(X)=(X?-1)"=(X-1)"(X + 1)".Donc 1 et —1 sont racines de P, de multiplicité n. Alors le cours assure que Vq € [0,n — 1],
R91) =P@(-1)=0.
7. FP; ne s’annule qu’en 1 et —1, donc s’annule 0 foissur | — 1 ; 1].
Appliquons le théoréme de Rolle a successivement P, Pn(l), .y Pn(”_l). P, est de classe C*® sur R donc les dérivées successives de P,
sont continues sur [—1,1] et dérivables sur] —1;1].
B,(1) = B,(—1) = 0. Donc le théoréme de Rolle assure qu’il existe un réel c;; €] — 1; 1] tels que ﬁ;’(cll) =0.
B = ﬁ;'(m) =P, (—1) = 0. Donc Rolle assure qu’il existe deux réels ¢,y €] — 1;¢11[ et ¢az €]ci1, Ca1[a Py (c21) = By (cz2) = 0.
P (1) =P (c1) = EH(sz) =P,"(=1) = 0. Donc Rolle assure qu’il existe trois réels cz; €] — 1;co1[ €t ¢35 €]ca1, Caa[ €t €33 Elcaz, 1[
tels que P, (c31) = B, (c32) = P (c33) = 0.
On itére ce précédé. On construit ainsi une famille de réels (c;j)1<i<j<n—1tous distincts et tels que :
Vie[2n—1], -1 <c¢io11 < €1 < Cim12 < Ciz <+ < Cioqnez < Cino1 < 1.

—~(n-1) (-1 5-(n-1)

1) =4, (ch-11) = =P, (cn-1n-1) = B,

5 (M
] - 1; Cn-1 1[ et Cn2 E]Cn—l 1,Cn-12 [r ... et Cnn E]Cn—l n-1» 1[tels que Pn (Cn i) =0.

~(n-1)

Alors P, (—1). Donc le théoréme de Rolle assure qu’il existe nréels ¢, €

Ainsi, pour tout i € [[O,n]],ﬁ,:(o s’annule au moins i foissur] — 1; 1[.
8. E(n)s’annule donc n foisentre-1;et1etcomme deg (75,;(”)) = n, ces nracines réelles sont les seules racines de Pn(n)et sont

toutes simples dans Pn(n). J'en déduis que Pn(")est scindé sur R a racines simples et toutes dans | — 1; 1.
1
Comme L,(X) = —

nl2n
9. Sicestracine L, alors L,(—c) = (—1)"L,(c) = 0 donc —c est racine de L,. Ainsi, 0 est centre de symétrie de 'ensemble R(n).
10. La plus petite racine de L, estdonc —A.
11. Comme toutes les racines de L, sont dans [— A(n),A(n)] €] — 1; 1[, L,, ne s’annule pas sur ]A(n), +oo[. L,, étant continue sur cet
intervalle, L,, garde un signe constant sur cet intervalle. Or, L,,(1) = 2™ > 0. Donc L,, est strictement positive sur ]A(n), +oo[.
PARTIE 3 Racines de P, et L,
12. Soit k € [0,n — 1]. Montrer que, en faisant k intégrations par parties, que f_11 Pn(")(x)xkdx =0.
13. En déduire que VS € ]Rn_l[X],f_l1 L, (x)S(x)dx = 0.
— PP 1
12. Soitk € [0,n— 1]. [}, ™ (x)x*dx = [Pn("‘”(x)xk]_1
__ =oaar
PV (1)=p" D (-1)=0

Pn(n), L,est aussiscindé sur R, aracines simples ettoutesdans]—1;1J.

- f_ll Pn(n_l)(x)kx"‘ldx =—k f_11 Pn("_l) ()x*Ldx

IPP —_— 1 1 — 1 —
= (kg AP - j P& () (ke — 1x*2dx = k(k — 1) j P2 (x)xk2dx
[ ——— -1 -1

o
P D (1)=p D (~1)=0

S S—

il

—_ P— —_— 1
On itére ce procédé. Aprés k IPP, f_11 Pn(n)(x)x"dx = (=1D)*k! f_11 Prfn_k)(x)dx = (=1)*k! [Pn("_k_l)(x)] )
- car
P;r?k—n(l)zpflr?z?—n(_l)zo
13. Soit S = Y-l a, XK € R,_4[X].
1

1 n-1 n-1 1 n-1 1 g
LS = L, k = () xkdx = M)k gy —
L,(x)S(x)dx = L,(x) a, x*|dx = a, | Lp,(o)x*dx = ay — B, x"dx =
-1 -1 k=0 k=0 1 k=0 _nl2

1 nt jl M),k
e a P X dx =0.
n! ank:O k -1 n

=
=0 d'apres 12.




EXERCICE 3 Une famille de matrices. Les parties B et C sont liées, la partie A estindépendante.
PARTIE A Soit p € N*. Soit N une matrice de M, (R) nilpotente d’indice 3 i.e. N® = 0 et N2 # 0. Dans cette partie, pour tout réel t,
2
onnote E(t) =1 + tN +%N2.
1. Soit s ett deuxréels. Montrer qu’il existe un réelw tel que E(s)E(t) = E(w) et exprimer w en fonction de s et t.
2. Endéduire que:
a. pourtout entier naturel n et tout réel t, E(nt) = E(t)".

b. pourtoutréelt, E(t) estinversible et que son inverse est de la forme E (v) ou 'on exprimera v en fonction de t.
3. Soitsettdeuxréels. Montrerque E(t) = E(s) &t =s.
t? s? s?  t?
1. EM®E(s) = (1+tN+?N2)(I+sN+7N2) =1+(t+s)N+(ts+7+7)N2 =1+ (t+s)N+
s + t convient.
2. a.Soitt unréel. Posons H(n): E(nt) = E(t)™.
Init°: £(0t) = E(0) = I = E(t)°. Donc H(0) vraie.
Propag® : Soit n un entier naturel tel que E(nt) = E(t)™.
Alors E((n+ 1)t) = E(nt +t) = Emt)E(t) = E@Q)"E(t) = E(t)"*L.
Ccl®: je peux conclure que Vn € N, E(nt) = E(t)™.
b.Soittunréel. E(t)E(—t) = E(0) = I. en déduis que E(t)est inversible et d’inverse E(—t).
t? s?
3.E(t) = E(s) & (1 N + 7NZ) = (21 + szN +?N2)

(t+s)?

- N2 =E(s+t).Doncw =

S t s+t s+t
= (s—t)N + Nz=O<:>(s—t)[N+TN2]=O(:)s=touN+TN2=0.

Or, N+ST”N2=O = N2+STHN3=0=N2=Ocequiestfaux.Donc,N+%N2¢0.Parsuite,E(t)=E(s)(:)s=t.
je multiplie
par N

PARTIE B

Soit A = (i‘

4. Soit A € R. Montrer que le systtme AX = 1X admet une unique solution sietssi 1 & {1; 2}.

:i’) élément de M, (R).

5. Montrer que le systeme AX = X admet comme solution toutes les matrices a (i) tellesquea € R et
le systeme AX = 2X admet comme solution toutes les combinaisons linéaires de a (i) telles que f € R.

6. SoitPZ(i i)

a. Justifier que P estinversible et donner P~1et calculer D = P~1AP.

b. En déduire Uexpression sous forme d’un tableau matriciel de A™ telque n € N.
4. le systeme AX = AX admet une unique solution sietssi A — Al est inversible sietssidet(A — Al ) # 0.
or, det(4— A1) = |* i A _1_f =@ =DE1-D+6=2-31+2 =@ -1)(A-2). Yendéduis que
le systétme AX = AX admet une unique solution sietssi A1 & {1;2}.

3x—6y=0@x=2y. DoncSol={<2yy>/yER}={y(i)/yER}-

5. AX:X(:){x_ZyZO

R _ 2x—6y =0 _ _(3y _ 3
Dememe,AX—ZX(:){x_gy:O@x-.’ﬁy.DoncSol—{(y)/yER}—{y(l)/yER}.
n_ (2 3
6. SOItP—(l 1).
— . . _1__ 1 —3 — _1 3 _ —il _ .
c. det(P) =—1+ 0donc P estinversible. P71 = (_1 2)—(1 _2).D—P AP = diag(1,2).

H — -1 n — np-1 — 2 3 1 0 -1 3 _<—2+3.2n 6—3.2n+1)
d. SoitneN..4=PDP  donc A =PD"P = (1 1) (5 ) (T ) =050 % pm )

PARTIEC

. . A e o g n  tE
7. Soitt € R. En utilisant 'inégalité de Taylor-Lagrange, montrer que : e* = nl_IHIOO (Zk=o k!).

Pour tout réel t, on note E, (t) = LOItc—k'Ak ou la matrice A est celle définie a la partie B.

a, (t) bn(t)>

(@) dn(t))

8. Soitt € Retn € N. Expliciter (sous forme de sommes) les coefficients a, (t), b, (t), ¢, (t), d,(t) de E,(t).

9. Soitt € R. Justifier que les suites (@, (t)nen, (Pn(E))nen, (€ (E))nenet (dn(t))nen SONt convergentes et

déterminer leurs limites notées a(t) = nl_i>Too a,(t), b()= nl_i)r&) b,(t), c(t) = nl_i)rJPm cp(t) et d(t) = nl_i)rJPm d,(t). (Réponse
a(t) b(t)

c(t) d(t))'

10. Expliciter deux matrices Q et R telles que : Vt € R, E(t) = e?tQ + efR.

11. Calculer Q% R?, QR et RQ.

12. Endéduire que V(s,t) € R? E(s +t) = E(s)E(t).

13. Quedirede E(t)" pourn € N? pourn = —1?

7. Soittunréel.exp estde classe C* sur le segment S d’extrémités O et t. Vn € N, Vx € S, [exp™ D (x)| = e* < eltl.

k |tl[4n+1
Alors, U'inégalité de Taylor-Lagrange assure que : Vn € N, |et — ﬁ:o% <Z I

On écrit E,,(t) sous la forme : E,,(t) = (

partielle : a(t) = 3e? — 2et) . Désormais, on note E(t) = (

(n+1)! °



|t|n+1 ¢l |t I tk ¢
Or, lim = 0.Donc, hm e —Oet en conclus que 11m =et.
P potoo (4D o (n+1)! J q Li- =071
croilssances
comparées
surless

2+3.2F 6—3.2K1) _
8 E(O= "Ok'(—1+2’< 3—2k+1>_

k k k k x k
L[R2l en-s2nl 2—+32k‘, n_ 6t——3.2k+1%
k=0 k k k x = k.
—%+2k% 3%—2’”1% pa O_F Zkt yn_ 03 2k+1t

2t)k 26)k
(23" &5y 62( *
K=ok ! k!
En(t)z

Ztk n  tk 2t)k
_Z + ( ) 32 r_, ( )
k=0k! k! k=0k! k!

k=0 k=0
o 2t
Ainsi, a,(t) = =2 Y7- ok,+3zk 0( .

k!
b (t) —621{ 0;‘621{ o(Zt)

k!
@0k
() = = Xi= ok, +2k=0" 1
2t
dp(t) = 330 o;—ZZk O(k?.

9. a(t)= nhrfo0 a,(t) = —2et + 3e%t
b(t) = nlirfo0 b, (t) = 6et — 6e?t
c(t) = lir_P c,(t) = —et + et
n—-+oo
d(t) = lir_P d,(t) = 3et — 2e%t
n—-+oo
_(—2et+3e?t 6et—3e?t\_| (-2 6 2 (3 —6
Alors, E(t) = ( —et +e?t 3et —e?t ) =B (—1 3) te (1 —2)'

—R =0
10. Parle calcul, je vérifieque QR = RQ = 0 et Q> = Q et R> = R.

1. E(t)E(s) = (e'R + e?tQ)(eR + e%5Q) = e'e’R? + e'e?RQ + e?'eQR + e?te?5Q? = e'*SR + e2(t+9Q = E(s + t).
12. Alors avec le méme preuve que dans la partie 4, Vn € NU [—1}, E(t)" = E(nt).




