Sup PCSI 2022-2023 Mathématiques

CorrigéduTD 7
LES INCONTOURNABLES
Ex 1 De la trigo....Classique et réciproque.

Simplifions @ = Arcsin (sin (47—8 n))

v
Le cours assure que : Arcsin(sin(x)) = xSx € —g,g].
() (x*)
Méthode : utiliser les propriétés de sinus (Vt € R,sin(t) = sin(t + 2km) tq k € Zetsin(t) = sin (i — t)) pour écrire @ =

Arcsin(sin(8)) tq 6 € [—;—rg]

a = Arcsin <sin (g n)) = Arcsin (sin (@ n)) = Arcsin (sin (gn + 671)) (*2) Arcsin (sin (gn)) (g) Arcsin (sin (n - gn))

L 4
. . T ~ T
a = Arcsin <sm (—)) = -
7 s 7
car

7 _E'E]
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Avec la méme méthode : simplifions a(x) = Arcsin(sinx) pour x € [—?" —?"
. 7 5 5 7 7 9
Soit x € [——”,——"].Alorsn—x € [7T+—”,7T +—"] = —”,—”]. et t—x—4mE [—E,E] .
2 2 2 2 22 2°2

(+*) () v
Donc, a(x) = Arcsin(sin (x)) £ Arcsin(sin (m — x)) = Arcsin(sin (T — x — 4m)) = — 31 — x.

Simplifions § = Arccos (sin (? n))

Le cours assure que : Arccos(cos(x)) = x gx € [0,7].

Méthode : utiliser la relation, Vt € R, sin(t) (*g) cos G - t) pour obtenir § = Arccos(cos(t)) puis utiliser les propriétés de cosinus (
Vt € R, cos(t) (';“) cos(t + 2km) tq k € Z et cos (t) (g) cos (—t) )pour écrire § = Arccos(cos(@)) tq 6 € [0, m].

B = Arccos (sin (? n)) (*é*) Arccos (cos (E - ? n)) = Arccos (cos ((S‘ﬂ)) = Arccos (cos (%)) = Arccos (cos (w)) =

2 10 10
) o v
71 ~ 7T ~ 7T ~~ 7T
Arccos (cos (—67r - —)) = Arccos (cos (— —)) = Arccos (cos (—)) = —.
10 10 10 w10
car
77T
EE[O,?T]

Avec la méme méthode simplifions b(x) = Arccos(2sin?(x) — 1) pour x € [—gg]

Soit x € [—TZ—ITZ—I] .b(x) = Arccos(2sin?(x) — 1) = Arccos(— cos(2x)) = 1 — Arccos(cos(2x)). Mais 2x € [—m, 7].
car Vte[o,m],
Arccos(—t)=m—Arccos(t)

lercas2x € [0,m] i.e.x € [O, g] Alors, b(x) = m — 2x.
2éme cas 2x € [—m,Ofi.e.x € [—g, 0[. Alors, b(x) = m — Arccos(cos(2x)) = m — Arccos(cos(—2x)) = w + 2x.
Ainsi, b(x) =

T

mT—2xSl X € [Og]
T+ 2x si xE[—z,O

[

Simplifions y = Arctan (tan (%n))

L 444

Le cours assure que : Arctan(tan(x)) =x S x € —g,g[.
O
Méthode : utiliser les propriétés de tangente (Vt € R, tan(t) = tan(t + km) tq k € Z )pour écrire f = Arctan(tan(6)) tq 6 € ]—g,g[

Q) wov
y = Arctan (tan (En» = Arctan (tan (ﬂ n)) = Arctan (tan (in + 4-7{)) 2 Arctan (tan (i n)) = Ln
13 13 13 13 13

srel34l
Simplifier les expressions suivantes :
A(x) = cos (24rcsin(x))) B(x) = cos (2Arctan(x))) C(x) = tan (24rcsin(x)))

D(x) = sin (24rccos(x))) E(x) = sin (2Arctan(x)
Méthode : utiliser les formules de trigonométrie pour faire apparaitre sin(Arcsin(x)) ) cos(Arcsin(x)), cos(Arccos(x)), sin(Arccos(x)).
Le cours assure que : Vx € [—1,1],sin(Arcsin(x)) = x = cos(Arccos(x)) . Vx € R, tan(Arctan(x)) = x.
vx € [-1,1],sin(Arccos(x)) = V1 — x2 = cos (Arcsin(x)).
Dy = [-1,1].Vx € [-1,1], A(x) = cos (24rcsin(x))) 1 — 2sin?(Arcsin(x)) = 1 — 2x2.

Vt,cos(zt)rl—ZSinz(t)
-Dp = R.B(x) = cos (24rctan(x))) = 2cos?(Arctan(x)) — 1

2 2 _1-x?
1+tan?(Arctan(x)) T 14x2 T 14x?”

a
Q
8

£l

2
T 1+tan?(t)



Dy = R.E(x) = sin (2Arctan(x))) = 2sin (Arctan(x))cos (Arctan(x)) = 2tan (Arctan(x))cos?(Arctan(x))
sin(t):t;lxllzt) cos(t)

_ Ztan(Arctan(x)) _ 2
ECx) - s 1+tan®(Arctan(x))  1+x2°
car casz(t)=1+mnz(t)
1 . X € [—1,1]
‘De = [-LIN{£ 5} - Eneffet, C(x) existe = Vk € Z,2Arcsin(x) # = + kn
car 4 2

Arcsin est défini sur [-1,1]
et
Arctan est défini sur lR\{g+k1r/kEZ}

x € [-1,1] x € [-1,1] x € [-11]
C(x) existe Vk € Z, Arcsin(x) # g + kz—" = Arcsin(x) # i% b x#* \/ii
A‘rcsin(x)e[—g,g] sin(i—%)r_*'%
. _ \/_E _ 3 _ M _ 2sin(Arcsin(x))cos(Arcsin(x)) _ 2xV1-x?
Soitx € [ 1,1]\{i . } C(x) = tan (24rcsin(x))) =  cosarcsinG)) z 1-2sin?(Arcsin(x)) T ik
tan(t):sm(t) car sin(2t)=2sin(t) cos(t)

cos(t) et
cos(2t)=1-2sin?(t)

Ex 3 Etudier le domaine de définition, la périodicité et la parité des fonctions suivantes et représenter ces fonctions :
1. m=sinocArcsin , n =cos o Arccos et q = tan o Arctan.

Le cours assure que : Vx € [—1,1],sin(Arcsin(x)) =x= cos(Arccos(x)) . Yx ER, tan(Arctan(x)) =x.
Doncm = idj_;,1; =n et Donc q = idg. m et n sont définies sur [-1,1], g est définie sur R,

toutes les trois sont impaires.

2. f =Arcsinosin , g = Arccosocos et h = Arctan o tan.

Vx € R,sin(x) € [—1,1],cos(x) € [-1,1] Comme Arcsin et Arccos sont définie sur [-1,1],

Vx € R, Arcsin(sin(x)) et Arcos(cos(x))existent. Ainsi, Dr = Dy = R.

Comme Arctan est définie sur R, Vx € D;,,, Arctan(tan(x) existe. Donc D, = D4y

Vx € R, Arcsin(sin(x + 2m)) = Arcsin(sin(x)) et Arcsin(sin(—x)) = Arcsin(—sin(x)) = —Arcsin(sin(x)).
Donc, f est impaire et 2 — périodique. On peut étudier f sur [0, t].

T — x. D’ou la courbe ci-dessous.

o7l

Or,Vx € [Og] ,Arcsin(sin(x)) = x et Vx € E n] ,Arcsin(sin(x)) = Arcsin(sin(w — x))

gl

C
T—X€E

Y=AeSin(sin(x))=f(x)
\V 4

‘Vx € R, Arccos(cos(x + 2m)) = Arccos(cos(x)) et Arccos(cos(—x)) = Arcos(cos(x)).
Donc, g est paire et 2w — périodique. On peut étudier g sur [0, t]. Enfin, Vx € [0, ], Arccos(cos(x)) = x. D’ol la courbe ci-dessous.

y=Arcos(cos(x)=g(x

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 ] 1 2 3 4 5 [ 7 8

VX € Dygn, Arctan(atn(x + m)) = Arctan(tan(x)) et Arctan(tan(—x)) = Artan(—tan(x)) = —Arctan(tan(x)).

Donc, h est impaire et T — périodique. On peut étudier h sur[O,g[. Enfin, Vx € [0,% [, Arctan(tan(x)) = x. D’ou la courbe ci-dessous.

2

y:mclan(lan()‘))f-hf;l

8 7 o -6 5 4 W3 2 1 o 1 2 o~ 4 5 G 7 8

Ex 2

Le cours assure que ¥ € [=1,1], cos (Arccos(x) = x et sin(Arcsin(x)) = x
Résoudre (E;): 9sin*(x) —1=0

9sin?(x) — 1 = 0=(3sin(x) — 1)(3sin(x) + 1) = 0 & sin(x) = § ousin(x) = -2

3
& sin(x) = sin <Arcsin (§)> ou sin(x) = sin (Arcsin (— %))

sin(x) = sin(a)
=
x =a+ 2km
Ak e Z/ ou
x=m—a+2kn




x = Arcsin G) + 2kn x = Arcsin G) + 2km
ou ou
x = m — Arcsin G) + 2kn X=1m— Arcsm( ) + 2km
<3k eZ/ ou S 3k eZ/ ou
x = Arcsin (—;) + 2kn Cari;"‘lracgi"f:“ x = —Arcsin ( ) + 2km
ou ou
x =1 — Arcsin (—;) + 2kn XxX=m+ Arcsm( ) + 2km

Ainsi, Sol = {Arcsin G) + 2km, —Arcsin G) + 2km, —Arcsin G) + 2km,  + Arcsin (5) + 2kn/k € Z}

(E3): 3sin(5x) —2cos(5x) =1.
Le cours assure que :
pour tout a € [—1,1], Arccos(a) est 'unique réel de [0, ] dont le cosinus vaut a.

pour tout b € [—1,1], Arcsin(b) est I'unique réel de [—gg] dont le sinus vaut b.

pour tout ¢ € R, Arcsin(c) est 'unique réel de ]—gg[ dont le sinus vaut b.

Méthode : je reconnais la forme Acos(wx) + Bsin(wx) que je transforme sous la forme Csin(wx) ou Ccos(wx) en mettant /A2 + B en
facteur puis en reconnaissant le cosinus et le sinus d’'un méme angle en facteur de cos(wx) et de sin(wx)

3sin(5x) —2cos(5x) = 1 & \/_( sin(5x) — \/_cos(Sx)) =le ( sin(5x) — \/_cos(Sx)) —

\/_
= cos(0) sin(5x) — sin(0) cos(5x) = —= = sin(5x — 0) = sm Arcsm )
3\2 wz 2 ‘/_ car (\/_3)
(ﬁ) +(ﬁ) =1 sin(u—v)=sin(u) cos(v) sin(v)cos (u) \
Donc 310€[€0,2[/cos (6)=—=
et sin(e):i " sin(x) = sm(a)
5x — 6 = Arcsin («/_) + 2km X = §+ %Arcsin (\/1_) Zkn x=a+kn
o 3kez/ ou o 3kez/ ou keZ/ ou
_ _6,m_1 1 x=m—a+kn
5x — 0 =m — Arcsin («/_) + 2kn x =7 + - Arcszn (\/ﬁ

Comme cos(0) = Eet sin(0) =

Lo _ Arcsin(\/z_) 2kTT Arcsin(vi_) 2k
Ainsi, Sol = {Tl-i- Arcsm(\/_)+— — s/ Arcsm(\/_)+—/kEZ

5 5
(E3):3cos?(x) — tan(x) > 3.
La fonction f: (x = 3cos?(x) — tan(x)) est définie sur R\{ +kn/keRe Z} et T —périodique. Cherchons les solutions de (E3) sur ]—%%[

\/?3‘ g€ [O,E[et 6 = Arccos (\/%_3) = Arcsin (\/ﬁ) Arctan conwent

Soit x € ]_5'5[' Alors, x sol°® de (E3) < 3cos?(x) —tan(x) > 3 N #nz(x) —tan(x) >3
car 1+tanz(x):m
x sol° de (E3) S 3 —tan(x) (1 + tan?(x)) > 3(1 + tan?(x)) < tan®(x) + 3tan?(x) + tan(x) < 0

car 1+tan?(x)>0

x sol° de (Es)estan(x)[tan? (x) + 3tan(x) + 1] < 0 & tan(x)[tan?(x) + 3tan(x) + 1] < 0 & tan(o) [tan(x) - %] [tano) - =] < 0.

=h(x)
Faisons un tableau de signe : Tout d’abord, tan(x) — 3+\/— <0 ¢ tan (x) < tan (Arctan( 3;“\/3)) o x < Arctan (—3;\/5).
e] Tz”zt —'ym—/stricterflirrltta?risigsancte
e]—;,;[ sur ]_z‘z[
22
3—«/5 —3-v3
( 2 )
De plus, —— = \/— < 2\/— < 0. Alors, comme Arctan est strictement croissante, —g < Arctan( 3;\/—) < Arctan( 3:@) < 0.
D’ol le tableau :
x T —3—4/5 —3++5 -
=3 Arctan (T) Arctan (72 ) 0 >
tan(x) = - - ] n
—-34+5 - — ( T n
tan(x) — —
-3 \/g _ T T n
tan(x) — —
h(x) = ) T — T

Donc les solutions de (E3) dans ]—g,g[ sont les tous les réels de ]—g, Arctan (_3:@)[ U ]Arctan (_3?@), 0[ .Alors , par périodicité de

" . . N -3—V5
f,i’en conclus que les solutions de (E3) sont les tous les réels appartenant a un intervalle de la forme de ]—§+ km, Arctan (T\/_) +

_3+‘/§) + km, krr[ tel que k € Z. Autrement dit,

krr[ oudela forme]Arctan(

Sol(E3) = UkEZ]__ + km, Arctan( ) + kn'[ ]Arctan( ) + km, kTL’[



3. r:(x - Arccos(sin(3x)), t: (x = Arctan (#2(:2‘)), u: (x = Arccos (1 — 2sin? G))

‘r:(x = Arccos(sin(3x))! Vx € R,sin(3x) € [—1,1]. Donc D, = R. De plus, r est continue sur D,. car son expression n’est constituée que
de fonctions continues sur leur propre domaine de définition.

r estz?n — périodique car r (x + 2?”) = Arccos(sin (3 (x + 2?”)) = Arccos(sin(3x + 2m)) = Arccos(sin(3x)) = r(x).

De plus, r(—x) = Arccos(sin(—3x)) = Arccos(—sin(3x)) = m — Arccos(sin(3x)) = — 3x = w — r(x).

Donc, w = g Donc Les points M(—x) et M (x)sont symétriques par rapport au point A (0,%). On peut donc étudier r sur [O,g].

Vx € [Og] ,3x € [0,7] et Arccos(sin(3x)) = g — Arcsin(sin(3x)).

Six € [0 E] alors 3x € [0 E] donc Arcsin(sin(3x)) = 3x et r(x) = E — 3x.

Six € [ ] alors 3x € [ n] etm—3x € [0 ]donc Arcsm(sm(Sx)) = Arcsin(sin(mr — 3x)) =T —3xetr(x) =-— (r—3x) = 3x — —.

Wy = 17/2T3x

}

y=Arccos(sin(3x))

-7 6 5 4 -3 2 Y 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
2m/3

-t <x - Arctan (%))

t(x) existe & tan(x) existe et tan (x) # +1 & x € R\ {i§+ kn,g + kn/k € Z}. Donc, D, = R\ {i% + kn,g +kn/k € Z}.

Vx € Dy, x+m€ D, et —x €D, et t(x + m) = Arctan (%) = t(x)
car tan(x+m)=tan (x)
_ 2tan(—x) \ _ —2tan(x) 2tan(x) _ 2tan(x) _
et t(—x) = Arctan (—1—tan2 (_x)) = Arctan (—1_ —tam (x))z) Arctan (—2 7 )) Arctan (—2 (x)) t(x).

Donc t est impaire et T — périodique. Etudions donc t sur [ [\{ 1.

2 tan(x)
1—tan?(x)

vx e [0, 2]\, 2

lercas:x € [O —[ Alors, 2x € [0 E[ et par conséquent t(x) = Arctan(tan(2x)) = 2x.

= tan (2x) et t(x) = Arctan(tan(2x)) avec 2x € [0,71[\{%}.

28me cas: x € ]— —[ Alors, 2x E] n[ et2x —m E —= 0 ; par conséquent, t(x) = Arctan(tan(2x)) = Arctan(tan(2x —w)) = 2x — 1

//////////////
[T R T

u: (x — Arccos (1 — 2sin? (;))
u(x) existee>—1 < 1 — 2sin? ()<1(=) —2 < —2sin? ()<0(=>0<sm ()<1<:>x€]RA|nsnD =R

TJS VRAI

Vx € R, 1 — 2sin? (g) = cos(x). Donc, u(x) = Arccos(cos(x)).
Vx € R, Arccos(cos(x + 21)) = Arccos(cos(x)) et Arccos(cos(—x)) = Arcos(cos(x)).
Donc, u est paire et 2 — périodique. On peut étudier u sur [0, ). Enfin, Vx € [0, 1], Arccos(cos(x)) = x. D’ol la courbe ci-dessous.

y=Arcos(cos(x)=g(x




4. f:(x — Arccos(cos(x)) + %Arccos(cos(Zx))

Vx € R, cos(x) € [-1,1] et cos(2x) € [-1,1]. Donc Df = R.

f est paire et 2w — périodique. On peut étudier f sur [0, 7].

Vx € [0, 1], Arccos(cos(x)) = x mais 2x € [0,2r] Donc, Vx € [0, 7], f(x) = x + %Arccos(cos(Zx)).

lercas:2x € [0, ] i.e.x € [O,g].NOFS, fx)=x+ %Zx = 2x.

2eme cas : 2x € [m,2m] i.e.x € E,TE]. Alors,- —2x € [—2m, —7] et 2 — 2x € [0, 7] et cos(2x) = cos(2m — 2x) donc f(x) = x +

;Arccos(cos(Zn —2x))=x+ % (21 — 2x) = . D’ou la courbe ci-dessous
6

y=arccos(cos(x)) + I/ 2 arccos(cos(2x))

o
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Ex 4 Egalités et inégalités

1. Montrer que pour tout réel x ,Arcsin( ) Arctan(sh(x)).

h(x)
h(x)

Soit x un réel. Comme [sh(x)| < ch(x),

h(x)
) et g(x) = Arctan(sh(x)).
sh(x)
ch(x)

Posons f(x) = Arcsm(

sh(x)
h(x)

€ ]-1,1[ c [—1,1]. Et par conséquent, Arcszn(
g(x) existe.

1ére méthode : par « composition» . pour prouver que : Yx € R, f(x) = g(x), il suffit de prouver que : Vx € R, sin(f(x)) =

) existe. Ainsi Vx € R, f(x) existe donc

sin(g (x)) et que f(x)et g(x) vivent dans un méme domaine sur lequel sinus est injective. On peut aussi utiliser le cosinus ou la

tangente ou une autre fonction en fonction des expressions de f(x) ou de g(x).

Cette méthode nécessite de bien connaitre les formules de trigonométrie simple et réciproque et d’appliquer précisement le résultat suivant :

« Si sinus est injective sur D et a et b sont deux réels de D tels que sin(a) = sin (b) alorsa = b. ».
Soit x un réel.

Comme Arcsin est a valeurs dans [—gg] et Arctan est a valeurs dans]—g,g[, f(x) et g(x) sont dans [— gg] .

sh(x)) _ sh(x)

prvany i) Ralmrons .D’autre part,

De plus, d’une part, sin(f(x)) = sin (Arcsin(

(xx) sin(Arctan(t)) = tan(Arctan(t))cos (Arctan(t))
¢

. o _ sh(x) _ sh(x) _ sh(x) _ _
sin(g(x)) = sin(Arctan(sh(x)) ) S s = T S o = EX e
car (x) chz(x)i?;lz(x):l car ch(x)>0 car cosz(t):iﬁt;nz(t)

Ainsi, sin(f(x)) = sin(g(x)). Comme f(x) et g(x) sont un méme intervalle sur lequel sin et cso(aretan(t))>0 puisque

Arctan(t)e]—— —[
est injective, j’en conclus que f(x) = g(x).

2¢re méthode : par « dérivation » . pour prouver que : Vx € R, f(x) = g(x), il suffit de prouver que h: (x = f(x) — g(x)) est constante égale

a 0 en montrant d’abord que Vx € R, h' (x) = 0 et ensuite que h(0) = 0.

Cette méthode nécessite de bien connaitre les dérivées usuelles et formules de dérivation et d’appliquer avec précision le résultat suivant :

« Si h est dérivable sur I'intervalle I et h’ est nulle sur un intervalle I alors h est constante sur l'intervalle I. ».
S i
hypothese essentielle

On pose h: (x = f(x) — g(x)) . Dans I'expression de h seule la fonction Arcsin n’est pas dérivable partout sur son domaine de définition et

sh (x)

continuité. Arcsin n’est définie et continue que sur ] — 1,1[. Mais Vx € ]R
R,/ (x) = f'(x) — g'(x) avec

, e .y _d™ __sh(x) , _ ch?(0)-sh?(x) _ 1
o f'(x) =u'(x)Arcsin (u(x)) = ey etu(x) = e etu'(x) = TSRyt ; autrement dit,
1
’ _ ch2(x) 1 1 _ 1 1
= \/1 (Sh(x) hz(x)JCh(x)Z—sh(x)Z Tch) [ ch?(0) ch(x) = ch(x)’
ch(x) h2(x) ch?(x) ch(x)>0
ch(x) _ ch(x) _ 1

e g'(x)= sh’(x)Arctan(sh(x)) = Lehim o — ehG'

Donc, Vx € R, h'(x) = f'(x) — g'(x) = 0.)en déduis que h est constante sur 'intervalle R. Autrement dit, Vx € R, h(x) =

Arcsin(0) — Arctan(0) = 0. Ainsi, Vx € R, h(x) = 0.
Soit x un réel.

E] — 1,1[. Par conséquent, h est dérivable sur R et Vx €

h(0). Or, h(0) =




;) = Arctan (i

2. Montrer que pour tout réel x > 0, Arcsin («/T ﬁ)

Soit f(x) = Arcsm(\/_) etg(x) = Arctan(\/_)
x+1+#0 x>-1 1
; x+1=0 a x> - x>-1 — Rt
f(x) exsite = { 2 ]@{0_ xlﬂg14:){1S\/m4:){1gx+1(:)x20.Donch—IR.
Vx+1

g(x) exsite < x >0.DoncDg = R**.

vx >0, f(x) et g(x) existent et f(x) € ]—gg[ (car x#0 donc‘/% el-11[ ) etg(x) € ]—gg[ Et la fonction tangente est strictement

croissante donc injective sur]—;,;[.
Soit x € R**.

tan(g(x)) = tan (Arctan ( \/z))

Ettan(f(x)) = tan (Arcsm

1

1
m) 1 1

1
L )) \/x+ \/x+ X+l VE Jx
V"“ cos(Arcsm(t) =J1-t? ezt Tx1 x+1 x>0 +

et
x+1>0

Comme tan(g(x)) = tan(f(x)) et f(x) et g(x) sont dans un méme domaine sur lequel la tangente est injective, je peux conclure que :

f() = g().
3. Montrer que f: <x - 2Arctan ’1){1 — Arccos(2x — 1) | est constante sur Df.

N
) sm Arcsm

cos A'rcsm

8
-

x#0 x#0
f(x) existe = % >0 = % >0 = {0x<€2])?’i]2 & x €]0,1]. Donc Df =]0,1].
-1<2x—-1<1 -1<2x— -

1ére méthode : par dérivation

Dans I'expression de f, toutes les fonctions sont continues sur leur propre domaine de définition donc f est continue sur Df.

Dans I'expression de f, seules les fonctions racine carrée et Arccos ne sont pas dérivables sur leur domaine de définition. La racine carrée
n’est dérivable que sur R** et Arccos n’est dérivable que sur] — 1,1[.0r, Vx € ]0,1[,1x;x > 0et 2x —1 €] — 1,1[. Donc f est au moins

2u’(x) v (x)

1+u2(x) + J1-13(x)
-1
1-x x—(1-x) = 1 x 1
avecu(x) = f etu'(x) = \/_etw(x)=7 etw'(x)—T doncu(x)— F=—§ s T
2

etv(x) =2x—1letv'(x) =2.
2 1 2 1 x 2 1

I _ — jad = —
Donc, ¥ € ]0,1[, f'(x) = 2xVx1—-x 1+k7x + J1-(2x-1)? xVxV1-x 1 + Vax—4x? VxVi-x + Vx— x2 =0.

Donc f est constante sur I'intervalle ]0,1[. Comme f est continue en 1, f est aussi constante sur ]0,1].Alors Vx €]0,1], f(x) = f(1) =

dérivable sur]0,1[. Et Vx € ]0,1[, f' (x) = 2u/(x)Arctan’(u(x)) — v’ (x)Arccos’(v(x)) =

oo [1-
2Arctan(0) — Arccos(1) = 0 — 0 = 0. Ainsi, Vx €]0,1], 2Arctan Tx — Arccos(2x — 1) = 0. Le choix de poser ¢ = Arccos(vx) vient du

terme Arccos(2x? —1): I'idée est de

2é¢me méthode : par changement de variables faire apparaitre Arccos(cos(X )).

Soit x € ]0,1]. Posons t = Arccos(v/x) de sorte que x = cos?(t) ett € [0%[

1—cos?(t)
cos?(t)

sin?(t)
cos*(t)
f(x) = 2Arctan (Jtan (t)|) — 2t = 2 Arctan(tan(t)) — 2t = 2t — 2t = 0.

=tan(t) =t car te[o,g[
car te[o]

4. Démontrer que Vx €] — 1; 1[\{0}, |Arcsin(x)| < |
Par changement de variables et étude de fonction
Soit x €] — 1; 1[\{0}, Posons t = Arcsin(x). Alorsx = sin(t) et t € ]—g,g[\{O}. Alors,

Alors, f(x) = 2Arctan — Arccos(2cos?(t) — 1) = 2Arctan — Arccos(cos(2t)) = 2Arctan,/tan®(t) — Arccos(cos(2t))

=2t car 2t€[0,m]

x
V1-x2

_ | _sin (t) _|sin® | _ |sin@® | _ Isin@®l _ [sin@®)] _ ltan (0)]

|Arcsin(x)| = |Arcsin(sin (t))| = = [Teov| = lieos il = cos ol = leos ol =

1-x2

Je vais alors prouver que V |[— = [\{0} |t] < |tan (t)l
Soit \7’]—— —[\{O} f) = |tan (®)| — |t|. f est paire et Vt € ] [ f(t) =tan(t) —t. Alors f est dérivable sur ]0 [et vVt € ]0 [ f'@) =
1+ tan?(t) — 1 = tan?(t) > 0. Donc f est strictement croissante sur l'intervalle ]O’E[ et comme Prrgf t)=0,vte ]O,E[,f(t) > 0. Alors

comme f est paire, V [—Z,Z[\{0}, £(£) > 0. Ainsi, V |- Z,Z| \{0}, |t| < |tan(t)| et par conséquent Vx €] — 1; 1[\{0}, |Arcsin(x)| <
2’2 2’2

x
Vi—x2l’



1
(x+1)2+1 —

5. Montrer que :Vx € R™,

21 T Applications :
a) Montrer que la suite u, telleque:Vn € N, u,, = ZZ:osz , est convergente.
b) Montrerque: lim xZ(Arctan(x + 1) — Arctan(x)) =1.

X—+00

Posons f(x) = Arctan(x + 1) — Arctan(x) — —— Jet g(t) = Arctan(t) — Arctan(t — 1) — t2+1
. - + + _ 1 _ 1 2x  _ (1+2x?+xH)-(1+x)@2+2x+xD)+2x(2+2x+x2)
f et g sont continues et dérivable sur R* et Vx € R*, f'(x) = oy 1w T a e DD (L) =
—1+2x+3x2 3(x+1)(x—§) L, .
I D)D) — Ar DD aD)e" D’ou les variations : x 0 % o
De plus, f(0) = Arctan(1) — 1 = g -1<0 7@

- +
Etxlirfwf(x)=;—;—0=0. 00
DoncVx € R*, f(x) <0 \

1

Ainsi,Vx € R*, Arctan(x + 1) — Arctan(x) <

x2+1

209 _ 2y_ 2, 44 _ 2 _at2 —3(t+1)(t—1)

D vt € R* _ 1 1 2t — (A+t?)(2-2t+t?)—(1+2t%+t*)+2t(2—-2t+t2) — 1+2t-3t — 3
e méme, Vi g = 1+t2 T+(E-1)2  (1+2)? (A+t2)2(1+(-1)) A+t22(14(-1))°  @+£2)2(1+(t-1))°
T 1 . T T
g(l)—z—5>0ettEng(t)—E—E—O—O. t 1 l too
DoncVt € [1,+oo[,g(t) = 0i.e. n 3
[1, +oo[, g(t) 70 i —

Arctan(t) — Arctan(t — 1) = tz—lﬂ Par conséquent,

o _ 1 g(®)
Vx € R*, Arctan(x + 1) — Arctan(x) = T \

Applications :

_on 1 . . . _ _ 1
1. vneNu, = Zk=0_1+k2 . La suite u est croissante puisque U, 1 — U, = Trmin? > 0.

1
vk >1, g = Arctan(k) — Arctan(k — 1) < T

Donc, Zﬁzlk%ﬂ < Yhoq Arctan(k) — Arctan(k — 1) i.e. u, < Arctan(n) — Arctan(0) = Arctan(n) < g Ainsi, la suite u est majorée.

Jen conclus que u est convergente.

. +x* 1 < x x2
2. :Vx€ER", i = < Arctan(x + 1) — Arctan(x) ~25; donc T < x*(Arctan(x + 1) — Arctan(x)) < 2+1
2 _ . X2 N . 2 _ _
Commexlﬁnl'loo el =1= XETOO T2oyJe peux conclure quexgrpwx (Arctan(x +1) Arctan(x)) =1.

6. Montrer que : Vx €]0,1], 2Arcsin(Vx) = g + Arcsin(2x — 1) = m — 2Arctan /1961
vx €]0,1],Vx €]0;1],2x — 1 €]0;1] etl;—x > 0. Par conséquent, pour tout x €]0,1], f(x) = 2Arcsin(\/§) ,g(x) = §+ Arcsin(2x — 1)

et h(x) = m — 2Arctan ’ - existent.

1ére méthode : par changement de variable
Soit x €]0,1]. Posons t = Arcsin(vx). Alors t € ]0,%] et x = sin®(t).

car tE]O,T—Zr]

donc sin(t)=0
Et, f(x) = f(sin?(0)) = 2Arcsin( fsinz(t)> = 2Arcsin(sin (t)) = 2t

, T . , 4 . b4 . T T
gx) = g(smz(t)) =3 + Arcsin(2sin?(t) — 1) = 5 + Arcsin(—cos (2t)) = i Arcsin(cos(2t)) = i (E - Arccos(cos(Zt)))

= Arccos(cos(2t)) = 2t
car 2telo,m]
car te|oF]

— San(t) COSZ(t) donctan(t)>0
— 2 _ —
h(x) = h(sm (t)) =1 — 2Arctan Z(t) =1 — 2Arctan 2(t T — 2Arctan (t (t))

= T— 2 - — Arctan(tan(t))) = 2Arctan(tan(t)) = 2t.
cartan(t)>0
et VX>0,Arctan(X)+Arctan(}) =g
Aisni,Vx €]0,1], f(x) = g(x) = h(x).
2éme méthode : par dérivation .

3éme méthode : par composition



Ex 5 Calculer les limites suivantes :

1, [im 2esinGinG) 4. lim x(Arcsin(Arctan(x)) — 1).
X-oT X-T x>+ .
. Arccos(1—-x) Arctan(x)
2. lim—= 5. lim (%Arccos(x))A rane

3. xlirP xArctan(xsin(x))ln(l + Arcsin(e™))

. Arccos(1—x)
lim———
x-0 Vx

3.

Soit x €]0,1]. Posons t = 2Arcsin (F) Alorst € ]0, E] et x = 2sin? (5) et limt =0.
2 2 2 x-0

, Arccos(1-x) ATCCOS(I_ZSMZG)) Arccos(cos (t)) Arccos(cos (t)) car tf\[(),n:] t é <
Par conséquent, = = - = : = =V2—2_.
Vx 2sin? (é) ﬁ|sm(§)| ﬁ|sm(§)| car Sm(t/2)>0 ‘/—Sln( ) \/_ Sm(é) sm(é)

. ) P . Arccos(1-x) _
}1(131) eyt =1let 11m t = 0. Donc, par composition, llm Sm( ) = 1. Jen déduis que chl_l'};l)—ﬂ =+2.

1
. 2 Arctan(x)
6. lim (— Arccos(x)) .
x—0 \T
.t . )

2 Arctan(x) —_— ln(—Arccos(x)) 1 2
= Arccos(x) = eArctan(x) \r .Posons h(x) = ————In(=Arccos(x) |.
T Arctan(x) T

Alors, h(x) = 2 arccos(x)-1 ln(iATCCOS(X)) _z2 ( x ) (Arccos(x)—g) (ln(iArcws(X)))

arctan(x)  Zarccos(x)-1  m \Arctan(x) x Zarccos(x)-1

In (EArccos (x))

1.Donc, llm"— =1
-0 —Arccos(x) 1

or 11m Arccos(x) =1let hmlrl (t) "“

Arctan(x) .-'-\ 1 et lim ATCCOS(X)_E =1
—_— m-————= .

De plus, lim
xX— x—0

1
)Arctan(x) _2
=e m

Ainsi,lim h(x) = — 2 et lim (zArccos(x)
x—0 U x>0\

Ex 5 Calculer les limites suivantes :

. Arccos(1—-x
lim —()

4,
x—-0 X
Soit x €]0,1]. Posons t = 2Arcsin (\/%) Alorst € ]0, g] et x = 2sin? G) et lin(]) t=0.
X—
. t
, Arccos(1-x) ATCCOS(I_ZSWLZ(E)) Arccos(cos (t)) Arccos(cos (t)) car t’i[o,n] t é é

Par conséquent, N = = — = — = \/_ ~ = V2 —=

> I I R A = C R R

t

)1(1_1)1(1) eyt let }g_r}(l) t = 0. Donc, par composition, }}_{I&@ = 1.Yen déduis que chi_rgm%f_x) =4/2.

Arctan(x)

7. lim <5Arccos(x)>
x—0 \T

1
rectan(x. ;l 3
<3Arccos(x)>A )~ garctand n(nArcws(x)). Posons h(x) = — (EArccos(x)).
T Arctan(x) T
2 2 T 2
ZArccos(x)-1 l‘ﬂ(;ATCCUS(X)) 2 x Arccos(x)—= ln(;Arccos(x))
Alors, h(x) == 5 = —( ) ( Z) 5
Arctan(x) ;Arccos(x)—l 1 \Arctan(x) x ;Arccos(x)—l
In (t) ﬁ ln(;Arccos(x))
Or 11m Arccos(x) =1let 1 1.Donc, llmz— =
—Arccos(x) 1
. Arccos(x)——
De plus, llmAan(x) = let lim——2 = —1.
x- x—>0 x h
rctan(x, _3
Ainsi,lim h(x) = —Zet lim <3Arccos(x))‘4 e
x—0 U x—0 \7T

Ex 6 Etude de fonctions par deux méthodes changement de variables ou dérivation :
1. Soit f(x) = Arcsin (li’;z)
a) Déterminer Df.

. 2 _ y . . _1-x? . _ 2
b) Soit y un réel tel que x = tan (2) existe. Montrer que : cos(y) = e et sin(y) = =




2Arctan(x) si x € [-1,1]
c) Endéduire que:Vx € R, Arcsin (113;2) =<{ m—2Arctan(x) six € |1, +oo[
—1 — 2Arctan(x) si x € |—oo,—1[

d) Représenter cette fonction.
e) Retrouver le résultat c) par dérivation.
a)  f(x)existe & —1 S%S leo-1-x2<2x<1+x* ©0<x>+1+2xet1+x*—2x=0.
f(x) existe @(x+1)2=0et (x—1)2=0.
T]S VRAI
Comme Vx, (x + 1)2 > 0 et (x — 1)% = 0, je peux affirmer que Df = R.

f)  Soit y unréel tel que x = tan (g) existe.

b4

AIors;—iz = %:8;: = (1 — tan® (g)) cos? (%) = cos? (%) — sin? G) = cos (Zz_y) = cos(y).
Et, 1:; = %ﬁ% = 2tan (g) cos? (g) = 2sin (%) cos (%) = sin (Zz—y) = sin(y).

2tan(2

g) Soitx € R.Posonsy = 2Arctan(x).Alors, y € |—m, [ et x = tan 6) Et, f(x) = Arcsin <71+:HEEB)> = Arcsin(sin(y)).
an®| =
2

lercas: y € [—;—r,;—r] i.e. x € [-1,1]. Alors, f(x) =y = 2Arctan(x).

car —m— E[—E E]
4 2’2
~

2&mecas:y €] —m, — ;—r [i.e.x € ]—o0, —1[. Alors, f(x) = Arcsin(sin(r — y)) = Arcsin(sin(w — y — 21)) = —m —y. Donc,
f(x) = = — 2Arctan(x).

mT
car n—ye[—;,;]

3émecas:y €] ;—r,n[ i.e. x € |1, +ool. Alors, f(x) = Arcsin(sin(r — y)) = m—y =m— 24rctan(x).
2Arctan(x) si x € [-1,1]
Jen conclus que : Vx € R, Arcsin (%) =< mw—2Arctan(x) six €]1,+oo[ .

—1 — 2Arctan(x) si x € |—oo,—1[
h) Voicila courbe de 2Arctan, —2Arctanet f :

y=2Arctan(x

e) Retrouvons ce résultat par dérivation :
f est continue sur R car son expression n’est constituée que de fonctions continues sur leur propre domaine de définition.
b) Dans I'expression de f seule la fonction Arcsin n’est pas dérivable sur tout son domaine de continuité. A rcisn n’est dérivable que sur | —

1L Or, -1 <22 <1 &(x+1)2 > 0et (x — 1)? > 0 & x # +1. Donc f est au moins dérivable sur R\{+1}.

1+x2

_ . e _2x ' _2(1+x?)-4x* _ 2(1-x?)
EtVx € R\{—1,1}, f'(x) = u'(x)Arcsin’ (u(x))) = ey vec u(x) =S etu'(x)= A = Gy
Donc f’(x) _2(1-x?) 1 _2(1-x?) 1 _2(1-x?) 1 _2(1-x?) 1 _2(1-x?)  1+x?
’ T (1+x2)2 Jl ( 2x )2 T (1+x2)2 (sz)z_(u)Z T (1+x2)2 \/(1+x2)2—(2x)2 T (1+x2)2 Ji—axZext | (1+x2)2 J(@-x2)?
(2= (1422)*- (20?2 e
e (+2)” e h
2 i (1 — 2 2 ; _ 2Arctan’(x) si x € ]-1,1
f _21-x?) 1 [1-x? 2 ) (1+x?) si(1-x%)>0 _ (1+x2) si x €]-11] _ ( ), . ] [
f'x)= = = = =4 —2Arctan’(x) six>1
) =t =Bl |2 i (1-x%) <0 |- six>Tloux>—1 "(x)si
T4x? Tx? —2Arctan’(x)six < —1

Sur I'intervalle ] — oo, —1], f et — 2Arctan sont deux primitives d’'une méme fonction ? Par conséquent, il existe une constante c; réelle
telle que : Vx < —1, f(x) = —2Arctan(x) + ¢;. Alors ¢; = lim f(x) + 2Arctan(x) = Arcsin(0) + 2 (— g) = —m. Donc, |V x €
X——00

]—oo0, —1[, f(x) = — — 2Arctan(x) .
De méme, Sur l'intervalle | — 1,1, f et 2Arctan sont deux primitives d’'une méme fonction ? Par conséquent, il existe une constante c,réelle
telle que : Vx €] — 1,1[, f(x) = 2Arctan(x) + c,. Alors ¢, = f(0) + 2Arctan(0) = 0. Donc, ¥ x €] — 1L,1|, f(x) = 2Arctan(x). De plus,
f(1) = Arcsin(1) = g = 2% = 2A4rctan(1) et f(—1) = 2Arctan(—1).Donc ¥ x € [—-1,1], f(x) = 2Arctan(x).

Sur l'intervalle |1, +oo], f et — 2Arctan sont deux primitives d’une méme fonction. Par conséquent, il existe une constante csréelle telle

que :Vx > 1, f(x) = —2Arctan(x) + c5. Alors c; = lirll f(x) + 2Arctan(x) = Arcsin(0) + 2 (g) = . Donc, Y x € |1, 4+, f(x) =

X—>+00
m — 2Arctan(x) .
2Arctan(x) si x € [-1,1]
Je retrouve ainsi : Yx € R, Arcsin (li’;z) =1 m—2Arctan(x) six €]1,+o[ .
—m — 2Arctan(x) si x € ]—oco, —1[




2. Démontrer que : pour tout réel t, 4cos3(t) — 3cost = cos (3t) . En déduire une simplification de I'expression et une représentation de

la fonction f définie par: f(x) = Arccos(4x3 — 3x).
it 4 p-ity3

e Soitt € R. 4cos3(t) — 3cost = 4 (T) — 3 cos(t)
4cos3(t) — 3cost = %(63“ +3e't +3e7 4+ ¢73) — 3 cos(t) = cos(3t) + 3 cos(t) — 3 cos(t) = cos(3t).

o f(x)existe®-1<4x®-3x<1o4x®—-3x+1=>0et4x®-3x—1<0
Sx+1DUAx?—4x+1)=20et (x—1D)Ax2+4x+1) >0 o(x+1)Rx—1)2=20et(x—1)2x+1)>>0 © x € [-1,1].
Donc Df = [-1,1].

e Soitx € [—1,1]. Posons t = Arccos(x). Alors t € [0, ] et x = cos(t).

Alors f(x) = Arccos(4(cos(t))® — 3 cos(t)) = Arccos(cos(3t)) avec 3t € [0,37].

lercas:3t € [0,] i.e. t € [Og] i.e.x € [0, %] Alors f (x) = 3t = 3Arctan(x).

éeme . i T 2_77: 1 __1 1
2eme cas : 3t € [, 2] i.e. t € [3, 3] i.e.x € [2 ,2].

car

2m—3te[o,m]
Alors f(x) = Arccos(cos(3t)) = Arccos(cos(—3t)) = Arccos(cos(2m — 3t)) = 21 — 3t = 2w — 3Arctan(x).
N . 2 . -1
3eme cas : 3t € [2m,3m] i.e. t € [?,71] i.e.x € [—1,7]. ik
car
3t-2me[0,7] 'P\
Alors f(x) = Arccos(cos(3t)) = Arccos(cos(3t — 2m)) = 3t — 2w = 3Arctan(x) — 2m.

3Arctan(x) six € [0, %]
Ainsi, f(x) =1 2m — 3Arctan(x) si x € [_71%] .
3Arctan(x) — 2w six € [—1,_71]
bPU’IZ

Autre méthode : par dérivation.

2

z)) Représenter la fonction f.

1-x
1+x

3. Soitf: (x = Arccos( 1 205 o0 0.5 1

2
;; <le-1-x2<1-x*<1+x* ©o—-1<1et2x*>0. Jepeuxaffirmerque Df = R.
TJS VRAI
= f estpaire et continue sur Df car son expression n’est constituée que de fonctions continues sur leur propre domaine de définition .
=  Dans ' expression de f, seule la fonction Arccos n’est pas dérivable sur tout leur domaine de définition . Arccos n’est dérivable que sur
u'(x)

_ 1-x2 _ 2 _ _ < . * x L1 — _ —
1-1,1[. Or, (—sz El-lllex* =0x= 0). Donc, f est dérivable au moins sur R*. Et Vx € R*, f'(x) = Npweraes) avec u(x) =

= f(x)existe ®—-1<

1-x2 tu' (x) = —2x(1+x®)-2x(1-x%) _  —4x D F1(x)=— —4x 1 _ 4x 1+x2 _ 4x 1 Z_x( 1 )
ez O B (1+x2)? = @ 0N T (a2 \/1 (1—x2)z T (+x2)2 J@rxDZ-(1-x2)?7  1+x2VaxZ | |x| \1+a2
e
—2Arctan’(x) six < 0
Dong, f'(x) = ) .
f') {2Arctan’(x) six>0

= Surlintervalle R**, f et 2Arctan sont deux primitives d’'une méme fonction. Donc il existe une constante c telle que :
1-x?

Vx >0, f(x) = 2Arctan(x) + c. Alors, ¢ = 11111 Arccos (ﬁ) — 2Arctan(x) = Arccos(—1) — 2% =n—m=0.
X—+00
Sur I'intervalle R™, f et—2Arctan sont deux primitives d’'une méme fonction. Donc il existe une constante d telle que :
Vx <0, f(x) = —2Arctan(x) + d. Alors,d = lim Arccos (l_x ) + 2Arctan(x) = Arccos(—1) + 2 (— g) =0.
X—>—00

1+x2

;ﬁz) — 2Arctan(x) = Arccos(1) — 2Arctan(0).
2Arctan(x) six =0
—2Arctan(x) six <0’

3

= Enfin, f est continue en 0 donc f(0) = lin(l) Arccos(
xX—

= Parconséquent, Vx E R, f(x) = {

=  Montrons gue f n’ est pas dérivableen 0 :

D’une part, Vx > 0,7(x) = f(x;—g(o) = ZATC:I"(X). Donc lir51+‘r(x) = 2Arctan’(0) = 2.
— Priay

_ fQ)—=f(0) _ —2Arctan(x)

==

J’en déduis que f n’est pas dérivable en 0 et Cf a deux demi-tangentes en 0 I'une de pente 2 et I'autre de pente —2.

D’autre part, Vx < 0,7(x) . Donc lir51+ T(x) = —2Arctan’(0) = —2.
X



4. Proposer dans chaque cas un bon changement de variable afin de simplifier I'expression :

A(x) = Arcsin(2xv1 —x2?) , B(x) = Arccos( /ﬁ) , C(x) =Arccos(1—2x%?) ,D(x)= Arctan(

=)

Ex 7 Résoudre sur R les équations suivantes :

Arcsin(tan(x)) = x

Arccos(x) = Arcsin(2x)

Arcsin(2x) — Arcsin(xV/3) = Arcsin(x).
Arctan(x — 1) + Arctan(x) + Arctan(x + 1) = g

1. Arccos(sin(x)) = 5—”
2. Arcsin(x) = Arcsm( ) + Arctan( )

3. Arcsin (sz) = g

4. Arctan(x) + Arctan(xV3) = i—:

ORI O

1. Soit (e): Arccos(sin(x)) = 5?" d’inconnue x réelle.
. . 5w 51
x solution & Arccos(sin(x)) = Arccos (cos (—)) car - € [0, ]

& sin(x) = cos( ) car Arccos est injective

& sin(x) = sin (E - %)

<3k eZ/x = —£+2k1r oux =n+%+2kn.
Ainsi, Sol = {= ==+ 2k, 19—” + 2kn/k € T} .

2. Soit (e): Arcsin(x) = Arcsm( ) 4 Arctan( ) d’inconnue x réelle.
4 1 4 1
Arcsin(x) = Arcsin (E) + Arctan (§) & x est un antécédent par Arcsinde b = Arcsin (g) + Arctan (5)

Comme Arcsin est définie sur [—1,1] et bijective de [—1,1] sur [—E E] de bijection réciproque sin|, I'équation admet au plus une solution :

une unique solution sin;(b) (= sin (b)) sib € [—— —] et aucune solutionsi b & [—— E]

2°2
2 2 _
Or, (—) — (ﬁ) =16 _3_6&+75 < 0.DoncO < -< £. Alors, par stricte croissance de Arcsin, 0 < Arcsin (i) < Arcsin (\/—5) =z
5 2 25 4 100 5 2 5 2

T

De méme, 0 < 1 < L. Alors, par stricte croissance de Arctan, 0 < Arctan (1) < Arctan (i) =-,
3 V3 3 V3. 6

Par suite, 0 < b < 73—r +g = ;—r J’en déduis que b a un unique antécédent par Arcsin qui est sin(b) et qui est I'unique solution de notre
équation.

sin(b) = sin <Arcsin (g) + Arctan G)) = sin (Arcsin G)) cos (Arctan G)) + cos (Arcsin (g)) sin (Arctan (%))

1
4 / — _ 5 43 4,31 _ 3

Sln(b)_s : 1 5v10 10+5 0 vio
Ainsi, Sol = {ﬁ}
3. Soit (e)-Arcsin( 2x ) =2 ¢’inconnue x réelle.
-1< 1ix2_ 1o (1+x2)<2x< 1+x?e (x+1)?=0et(x—1)>>0 = x € R.Ainsi,Vx € R, Arcsm( )eX|ste

i - ; - (3 @ _ 3 _4 - 3 (kL) = - -1
Arcsm(sz) —E@Arcsm(uxz) = Arcsm(2 ) ST, x? ﬁx +1=0& (x \/§) (x \/§) =0 x=+v3o0ux= 7

Ainsi, Sol = {\/§ %}

4. Soit (e): Arctan(x) + Arctan(xv3) = i—: d’inconnue x réelle.
Soit x un réel.
Arctan(x) + Arctan(x\/§) = 1—: = x > 0 et tan( Arctan(x) + Arctan(xx/g)) = tan (Z—Z)

cdar
Arctan(t)>0t>0

et ZeDyan
(tan(Arctan (x))+tan(Arctan (xﬁ)))

_ n o x+xV3 tan( )+tan( ) x(1+/3) _ @
=zx>0et 1—tan(Arctan(x))+tan(Arctan(x\/§)) = tan (3 + 4-)=> x>0et 1-x%3  1- tan( )tan( ) = x>0et 1-x%3  1-V3
\/— 2
= x> 0etx(1+v3) = (1 - V3= x> 0 e = (1 - V3= x> 0et (1 - V3x?) — x(1 +V3) (V3 - 2) = 0
(1-v3)-(1+3) _(@-v3)+(a+v3) 1
=x>0et—v3x2—x(1-v3)+1=0 = x>0€t[x=T=10 =5 - Tg]

A=(1—v3)*+ay3=1+(v3)’+2v3
A=(1+v3)’
=x = 1. Donc 1 est la seule solution possible. Mais ce réel est-il solution ? Arctan(1) + Arctan( \/§) = %+ g = Z—Z Ainsi, Sol = {1}.
1. Arcsin(tan(x)) existe < tan(x) € [1,—1] © x € Uyeg [—% + kTL’,% + kTL’].
Soit x € Upeg [—g + krr,g + kn]. Arcsin(tan(x)) = x = x € [——,—] = x € [——,—] .
car Vte[-1,1], Arcsm(t)e[—z— car erkEZ[—%+kn,%+kn]

I3 . T 1T
Désormais x € [——,—].
4’4



car Arcsin
est

injective
Arcsin(tan(x)) = x & Arcsin(tan(x)) = Arcsin(sin(x)) & tan(x) = sin(x) < sin(x) (ﬁ — 1) =0
< (sin(x) = 0 ou cos(x) =1) S x= 0. Ainsi, Sol = {0}.
car
xe[-44]
2. Arccos(x) et Arcsin(2x) existent & x € [-1,1] et 2x € [-1,1]] & x € [—%,ﬂ .
De plus, Arccos(x) = Arcsin(2x) = Arccos(x) € [Og] et Arcsin(2x) € [0, g] = x €[0,1]et2x € [0,1]] = x € [0, %]

car Arccos(x)€[0,r]
et

A‘rcsin(x)e[—g,g]
. 1 T . T .
Soitx € [0,;]. Alors, Arccos(x) € [O’E] et Arcsin(2x) € [0, E]' Par conséquent,
Arccos(x) = Arcsin(2x) S sin(Arccos(x)) = sin(Arcsin(Zx)) =Vl —x2 =2x N 1-x?=4x’ = x?=

car sinus car 2x=0
est injective

(SRR
130
x
Il
Al

sur [0,;]
Ainsi, Sol = {\/ig}
2x € [-1,1]
3. Arcsin(2x), Arcsin(xV/3) et Arcsin(x)existent < {+/3x € [-1,1] © x € [—%%]
x €[-1,1]

Soitx € [—%ﬂ

Arcsin(2x) — Arcsin(xv3) = Arcsin(x) = sin (Arcsin(2x) — Arcsin(xv3)) = sin (Arcsin(x))
=sin(Arcsin(2x)) cos (Arcsin(x\/'o_’)) — cos(Arcsin(2x)) sin (Arcsin(x\/g’)) =x
=2xy1—3x%> —xV3J1—4x® = x

=x(2V1—3x2-V3V1—-4x2-1)=0

=x=00u(2V1-3x2—3V1—-4x2-1)=0

=x=00u2v1-3x2=3V1—-4x2 +1

=x =0o0u4(l—3x2) =3(1—4x2) + 1 + 2/3V1 — 4x2

=x=0 ou2v3V1—4x2 =0

1 1
=x =0 oux=-oux=-—:.
Réciproquement ? Arcsin(2 X 0) — Arcsin(0 x ¥3) = 0 — 0 = 0 = Arcsin(0) donc 0 est solution.
Arcsin (2 X l) — Arcsin (1 X \/§) =2 _Z=C_ Arcsin (l) doncl est solution

2 2 2 3 6 2 2 ’

Comme f: (x = Arcsin(2x) — Arcsin(xV3) — Arcsin(x)) est impaire, f (— i) =—f (%) = 0. Donc —%est solution.
st Sol = 1 _1
Ainsi, Sol = {2, 2,0}.
4. Soit f: (x » Arctan(x — 1) 4+ Arctan(x) + Arctan(x + 1)).

f est strictement croissante comme somme de fonctions strictement croissantes. Donc f est injective. L'équation f(x) = gadmet donc au plus
une solution. De plus, f(0) =0 et Xlirllmf (x) = 377[ Alors, comme g € [0,37”] , le TBCSM assure que gadmet un unique antécédent a par f et
a € R**, a est alors I'unique solution de notre équation. On a donc Arctan(a — 1) + Arctan(a) + Arctan(a + 1) = g

Donc Arctan(a — 1) + Arctan(a + 1) = g — Arctan(a). Comme a € RY*, Arctan(a) € ]O,E[doncg — Arctan(a) € ]O,g[. Alors

tan(Arctan(a —1) + Arctan(a + 1)) et tan (g - Arctan(a)) existent.

B ——
tan(4rctan(a)) ~ a’

Alors tan(Arctan(a —1) + Arctan(a + 1)) = tan (;—r - Arctan(a')) =

Comme tan(Arctan(a - 1)) et tan(Arctan(a + 1)) existent, tan(Arctan(a' —1) + Arctan(a + 1)) = % = zi:ﬂ'
20 1 2 2 a2 - . |2
Alors, — ==.Donc, 2a“ = 2 — a*.Donc, a“ = - et ainsi, puisque a > 0, a = |=.
2-a?  «a 3 3
Ex 8 Montrer que : Arctan (\/%) = Arcsin (\%) et Arctan G) + Arctan (%) + Arctan (é) = % .

Tout d’abord, montrer Arctan G) + Arctan (é) + Arctan (%) = % revient a montrer : Arctan G) + Arctan G) = % — Arctan (%)

Posons a = Arctan G) ,b = Arctan (é) et c = Arctan (%) Alors a, b, et ¢ sont dans ]—g,g[ et par conséquent, tan(a), tan(b) et tan(c)
\/% et Arctan est strictement croissante, Arctan(0) < Arctan (%) < Arctan (%) < Arctan (%) <
) ie.0<c<bhb<ax< g. Par conséquent, a + b et %— c sont dans]—g,g[ ettan(a + b) ettan G - c) existent.

. 11 _1
existent. De plus, comme 0 < 3 < 5 < 2 <
1

Arctan ( A

1.1
tan(a)+tan(b) P

Alors puisque tan(a), tan(b),tan(a + b)existent, tan(a + b) = = = z

HESE



tan(%)—tan(c) _ l—é _
1+tan(%) tan(c) - 1_1-% -

R ) 7
De méme, tan (g) ,tan(c),tan G - c)eX|stent, tan G - c) = p

@ ol I~

Par conséquent, tan(a + b) = tan (E - c) avec a+ bet E — cdans ]—gg[ . Comme tan est injective sur ]— gg[, je peux conclure que

T

a+ b= g — c et ainsi, Arctan G) 4F Arctan( ) 4F Arctan( ) 2

2k+1

Ex9 OnposeVn € N,Vx € R, P,(x) = X o(—1)¥ YR
1. Montrer que si n est pair alors Vx > 0, P i1(x) < Arctan(x) < P, (x).
2n+3
2. Endéduire que:Vn € N, Vx € R, |[Arctan(x) — B,(x)| < l;(lnT
T 1 1
3. Montrer que : " + Arctan (2—39) = 4Arctan (E)
4. Déterminer un rationnel r tel que : |r — r| < 1071000,
1 .Posons f(x) = Arctan(x) — P, (x).
. ;. 1 1 1
f est continue et dérivable sur Ret Vx € R, f'(x) = — — Sr_o(— 1)k(2k +1)Z T T heo(=DFx?k = T Shoo(=DFx?k =
1 1 1_(_ Z)n+1 (_ 2)n+1 2(n+
T Zh=o(XD) = - 1+xe = 1x+x2 = ( 1)"+1x . est du signe de (—1)™*1.
somme
géométrique
(...)
Ex10 Montrer que V(x,y) € R?, | —2 | <
=T e ] =
) . 2 1-xy —
En déduire que V(x,y) € R*, Arccos (—WW) sgn(x +y) (Artan(x) + Arctan(y)).
signe de (x+y)
Soit x et y deux réels .
1-xy |1-xy| 7 2.2 2
—| < - <+ - < <
W\/Tyz—l «/W1+y—1=)|1 xy| 1+x2J1+y2 o (1+x2y? = 2xy) < (1 +x)(1+y?) & —2xy <x?+y?
1-xy 2 ) g " 2 . . ye 1 " 1-xy A L
— | < > > — <
T rwe 1< (x+y)* = 0. Comme l'inégalité (x + y)= = 0 est toujours vraie, I'inégalité v ey 1 qui lui est équivalente est
aussi vraie.
. 2 1-xy < Xy — — ==
Soit (x,y) € R4, Nreerwer 1 donc Arccos (WW) existe. Posons a = Arctan(x) et b = Arctan(y). Alors a € ] [ etbe
]—TZ—ITZ—I[ et x =tan(a) et y = tan(b) et Arctan(x) + Arctan(y) €] — m, [.
1-xy _ 1—-tan(a) tan(b) _ 1—tan(a) tan(b) — _

Arccos <—m¢ryz> = Arccos (¢1+tan(a)2¢1+(tan(b))2) = Arccos (—wsl(a)ml(b) ) Arccos[cos(a) cos(b) (1 — tan(a) tan(b))]
1-xy — . . — _

Arccos <—WW> Arccos[cos(a) cos(b) — sin(a) sin (b)] = Arccos[cos(a + b)] aveca + b € |-, 7|.

lercas:a+ b € [0, ;[ i.e. Arctan(x) + Arctan(y) € [0, | .
1-xy _ _
Alors Arccos <7«/W\/Tyz> =a+ b = Artan(x) + Arctan(y)).
2tmecas:a+ b €] —m, 0] i.e. Arctan(x) + Arctan(y) €] — m, 0].
B > A — = — P
Alors Arccos <W\/Tyz> = Arccos(cos(—(a + b)) =z (a+Db) (Artan(x) + Arctan(y)).
a+bel-m,0[
Or, x+y>0& x>—y & Arctan(x) > Arctan(—y) & Arctan(x) > —Arctan(y) & Arctan(x) + Arctan(y) > 0 & Arctan(x) +
Arctan(y) € [0, 7| .

A 1—xy _
Ainsi, je peux conclure que Arccos (—W\/Tyz) = sgn(x +y) (Artan(x) + Arctan(y)).

signe de (x+y)
Ex 11 Simplifier :

q = e-3In( h = In({/exp(x))

__In(x?) _
" In@xY) m = ch (—%ln(e 3))
¢ = en(x*+1)-31In(x) 3 1
p- (Sl
d= ln(\/_)—ln(\/_) 2 \V3x2+1

In(x73%) — x3=21

a=e x3.
_In(x*) 2In(x) 1

T In(x%) " 4In(x) " 2

2
2,1y 2,1y 3 ln(x +1) x2+1 1 1
c= eln(x +1)-3In(x) — eln(x +1)=In (x%) _ e 3 ) = ( ) =4
x3 x  x3

d = In(Ve*)—In(Ve2) =In(e?) —In(e) =2-1=1

h=1In (,/exp(x)) = %ln(ex) :g

1 17 1, - 1o 1 -5y73 -3y 1 _ 1
m=ch(~3In(e) =3[ o3| =2 [e“‘(“ ) ()| 2 Lo g omeen] = 2 et 4 1) = chq)




N | =

2 3x2+1

7 7
< on( etz -2t A ) )|ty

-t -] 2 ] 2]

Ex 12 Soit y un parametre réel. Résoudre les (in-)équations suivantes d’inconnue x réelle : : on repérera préalablement si I'équation peut se
résoudre algébriguement ou non.

1. et _\e>0 7. sh(x) =x? 13. 2ch(x)—x*<0
2 ln(x) +In(3x% — 4) > In(x? — 2) 8. e te¥<2 14. xlr;(z -x)=1 ,
5 x _
3. log,(x) +log,(2) =2 9. x_-!—(e i 2 15. sh3(x) — 14sh(x) + 5 < 5ch?(x)
4. 3xlog,,(x) + 2(x _ 1) 0 10. e *+e*=y 16. 33h(x) —ch(x) =1
5. 2 9130"—- 3X+ 22; . fcz( <11)H(X) i = \/_E.
— =] 2 — - n(x+
@3 _9p2X_oXth got 12. In(x-2) <2 18. chSx —shSx =1
6. et 5
In?x-1
1 Soit (@)ie**FTZ5/e =0. Soit x un réel.
Carexpest
strictement
) ) 1 croi's_iante 1
xsolcde (e) @ el —Je>0oe >z S —6x*+1>-1-12x*>0
4:)(1—\/_x)(1+\/_x)>0=)xe] 2\/_2\/_[
Donc, SOl—]—WE,WE[.
2. Soit(e) :In(x) + In(3x? — 4) > In(x? — 2).
x>0 x>0

In(x), In(3x*> — 4) etln(x? — 2) existent= 3x2x—>4-0> 043 (x - \/ii) (x + \/%) >0 (3 (x - \/%) (x + \/%) >0 x>2.

x*=2>0 (x=V2)(x++v2)>0 (x—V2)(x++2)>0
Soit x > V2. x sol° de (e) & In(x) + In(3x2 —4) > In(x2 —2) & In(x) + In(3x%2 —4) —In(x2 —=2) > 0

carlnest
strictement
X(3x2—1) croissante X(3x7—4)
~ -
< In (—)>1n(1) S = —">1 o x(B3x?-4)>x*-2
x2 x%=2 ——

car x>2
donc x2-2>0

o33 —x?—4x+2>0= (x—1)(3x*+2x—2)>0
=3(x-1) (x_—zzzﬁ)(x_—z—ﬁzﬁ)> 0 s x > 2.

car -2 62«/— 2+2\/—<1<‘/—

Ainsi, Sol = V2, +oo].

3. soit (€) :10g;(x) + l0gx(2) == . Soit x € R**\{1}. Posons X = iggg
log,(x) + 10gx(2) =S=X +1 =2 X2 -3X +1=0 s X=§oux=0=>1:§’g=§oui:§’g=
A= 4:2:(3)2
4 4 2

53 1 5 3
Xy=22=2 ot x, =2 22=2
2 2

< In(x) = In(v2) ouln(x) = 0 < x = V2 oux = 1. Ainsi, Sol = {2, 1}

4. Soit (€) : 3xl0gy0(x) + 2(x — 1) = 0. Posons f(x) = 31’;‘(’12’;) +2(x—1).

Df = R**. f est continue et dérivable sur Df car son expression n’est constituée que de fonctions définies sur leur propre domaine de
définition. Et Vx > 0, f'(x) = [In(x) + 1] + 2.

In (10)

21n(10)
Alors f'(x) > 0 & [In(x) +1]+2 >0 < In(x) > _2nd0 x> e s =t =t

ln(10) eln(3 102)+1 ed107
D’ou Ie tableau suivant :
f( o ) < 0 puisque f est décroissante sur |0, 3/_] et f(0)=-2<0. x 0 3 1102 o
ev
Donc f ne s’annule pas sur]O, eW]' De plus, ) — 0 "

f est continue et strictement croissante sur ]# +00[. fex) | -2 +o0
Donc, le TBCSM assure que f est bijective de] +00[ sur]f (%W)' +oo[_ \ /
e

Comme 0 € ]f (m), +00[, 0 a un unigue antecedent par f sur]ﬁ, +o0

Finalement, f s’annule une seule fois sur Df enun réela € ]ﬁ, +00[.
e
Or f(1) = 0. Donca = 1. Ainsi, Sol = {1}.
1 1
5.  Soit (€):2%* — 3%z = 3%z — 22%71 | Soit x un réel.

x sol de (e)e22% 42251 = 3%75 4 3%+ 3 22% 4 2; 2 +353e2% (143) =3 (j—g +3)
= 47 (z) =3* (\/_) < In(4*) +1n ( ) In(3*) + ln( ) < xIn(4) + In (E) =xIn(3) +1In (\7—?)



& x(In(4) —In(3)) = In (%) —In (g) & x(2In(2) - In(3)) = 2In(2) - 3In(3) — In(3) + In(2) = 3In(2) — >In (3)
(31n(z)—§1n(3)) o

= 2In@)-n@) =§_ Ainsi, Sol = {S}
In(x)=1 x=e
>0.In(x)’=1< (In(x) —D(n(x)+1) =0 ou ={ o
In(x) = -1 xX=-

e3%_g2X_oX+d oo

6. Soit (e): pecre

Désormais, x € R**\{e, i} Posons X = e*.

N(x) = e3 —2e% —e™* + 2e* = X3 —2X? —e*X + 2e* = X?(X—2) —e*(X—-2) = (X —2)(X? —e") = (X —2)(X —eD) (X +¢?)
N(x) = (e* —2)(e* —e?) (e* +e?).

Et, DG = In(@)? — 1 = (In(x) — D(InG) + 1) e
, D(x) =In(x)* — 1 = (In(x) — n(x . P
Ainsi, e - - 0 + | + +
1 e — e’ — - |- 0+ +
Sol _]O'E[U] In(2),2[U]e, +oo[ N n n — 0 + n
In(x) —1 — — — — ) +
In(x) +1 — + + + +
) + 0 - - -0 +
&) - 0+ 0-— |+
ni.A
7. Soit (e):sh(x) = x2. |
Posons f: (x = sh(x) — x?2).
f est continue et dérivable sur RetVx € R, f'(x) = ch(x) — 2x. ' est continue et dérivable sur RetVx € R, "' (x) = sh(x) —
Alors f"(x) > 0 & sh(x) > 2 = x>sh‘1(2)=ln(2+\/22+1)=ln (2+\/§). X _o 0a 1n(2+\/§) b‘g oo
car sh Fi-]{ective
et strictement croissante f”(x) _ ) +

f'(sh™1(2)) = ch(sh™1(2)) — 2sh™1(2) = \/ 1+ (sh(sh—l(z)))2 —2sh™1(2)

f'(sh™1(2)) =v5 - 2In(2 +V5) ~ —0,65 ey ) e 0 il

f est continue et strictement décroissante sur ] — oo;In (2 +v/5)]. 39 .

MY

Donc f” est bijective de ] — o0 ;In (2 + V5)] sur [v5 — 2In(2 + V/5), +oo]. f00) /5 \/@+oo

Comme 0 € [v/5 — 21In(2 ++/5), +[, 0 a, par £/, un unique antécédent dans | — oo;In (2 + /5)] —oo

noté a . De méme, , +o[, 0 a, par f', un unique antécédent dans | ln(2 + \/3) ,+oo[ noté b. On en déduit le signe de f” puis les variations de f.

De plus, f(0) =0 et f(sh™1(2)) =2 — (sh‘l(z))2 =2-(n(2+ \/3))2 ~ —0,8 < 0. Par conséquent, f(a) > 0 et f(b) < 0.)en déduis
comme pour f, en utilisant la continuité, |a stricte monotonie et les valeurs de f, que f s’annule exactement une fois sur ]0, b[ en un réel a et
une autre fois sur b, +oo[. Ainsi, Sol = {0, @, §}.

8. Soit(e):e **+e* <2
Soit x unréelet X = e*.

1++/5 1-+5
x solution & X 2+X<2 S 1+X3—2X2SO@(X—l)(XZ—X—l)SO@(X—1)<X+ > )<X+ 2 )SO
i carj(_z>0

x_ x4 1+V5 x 1 —
= @ =D (en+57) (7 -5 <0 : w0
@(e"—l)(e \/—1)<0 carVx,e* + ﬁ>0. e*—1 — — D+

18) . V5 -1 - 0+ D+

D’ou le tableau ci-contre et les solutions ci-dessous : ¢ : )2 - 7

_ VE-1 H(x + — +
Sol = [11’1 (T),O]

9. Soit(e):x+e*>2

Tout d’abord, six < Oalorse®* <1donc e* + x <14+ x <1< 2 etparsuite, x n'est pas solution de (e).

six>1alorse* >edonce*+x=>e+x>e+1>2donc x estsolution de (e).

Pour déterminer les solutions de (e)sur ]0,1[, étudions f: (x = e* +x — 2).

f est continue et strictement croissante sur [0,1] car les fonctions exp et (x = x — 2) le sont. Comme f(0) = -1 <0et f(1)=e—1>0,
le TBCSM assure que f s’annule exactement une fois sur ]0,1[ en un réel a. Alors, Vx < @, f(x) < 0etVx > «, f(x) > 0.

Ainsi, Sol =]a, +o[. On peut déterminer une valeur approchée de a en appliquant la méthode de dichotomie ( Cf TD 6)
10. Soit(e):e™*+e* =y

Soit X un réel et X = e*.
1 _y+yr—4 Yy —4yr—4
eFte =y tX=y o -yXt1=0e X= > oux = 5 siy €[-2.2]
impossible siy ¢ [—2,2]
eX = y+Vy_ ﬁ x=In <y+~y— )oux—ln<$>siy

oue* 2 siye[-22] e 2

mtposstble siy &[-22] impossible siy ¢ [—2,2]

Ainsi, si y & [—2,2] alors Sol = @; siy € [—2,2] alors Sol = {ln (y+V2yz_4),ln (y_“;lz_‘})}.




11. Soit (e): x% <In(x) + 1

2_ 2(x— =) (x+—=
Soit f: (x = x2 —In(x) — 1). Df = R**. f est continue et dérivable sur Df et Vx € R, f'(x) = 2x — ;1_( =2l = ﬁ)(x ‘E).

X P
f(1) = 0. Alors les variations et valeurs de f permettent de conclure quef( ) <0. o . 1 .
N + oo
f est continue et strictement décroissante sur |0, ﬁ]' Alors le TBCSM assure que f est bijective de * V2
f'(x) - 0 +

10, \/%] sur [f (\/%), +oo[.Comme 0 €]f (\/%), +oo[, 0 a un unique antécédent a par f.

Alors les variations et valeurs de f permettent de conclure que f(x) < 0 & Ja, 1[. f) +\ +eo
Ainsi, Sol = ]a, 1[. On peut déterminer une valeur approchée de a en appliquant

la méthode de dichotomie (Cf TD 6) .
12. Soit (e): hl(“;; <

In(e+1) x+1>0 x+1>0 x>-1

lz(i_z)existe o] x-2>0 o] x-2>0 o x>2 ox>2etx 3.

In(x—2)#0 In(x—2)#0 x—2#1
Désormais x €]2,3[U]3,4+o[= D.
. In(x+1) In(x+1)-2In (x-2)
x solution de (e)&= =2 <2 B <0.
H(x)

Or,In(x+1)—2In(x-2) >0 & In(x+1) >h[x-2)?] o x+1)>x-2)? o x -5x+3<0oxe [V B0 oy e

5+v13
222\ x , 5 5V o
Deplus,In(x—2)>0 = (x—-2)>1< x> 3. 2
, . . . In(x—2) — + +
D’ou le tableau ci-contre et les solutions ci-dessous.
5+«/— In(x+1)—2In(x—2) + + 0 -
Ainsi, Sol =]2,3[U [ ,+ool. H(x) _ L 0 _

13. Soit(e):xln(2—x)=1

Posons f: (x = xIn(2 — x) — 1). Df =] — o0, 2[. f est continue et dérivable sur Df et Vx € Df, f'(x) =In(2 — x) — ZXTx = W
Donc f’(x) est du signe de h(x) = (2—x)In(2 — x) — x. hest dérivable sur Df etVx € Df ,h'(x) = —In(2—x) —1—-1=-In(2—x) —

AIorsh’(x)<O=>1n(2—x)>—2<:)2—x>e‘24:)x<2—i2.
e

1
X
D’apres les variations de h et sa limite en 2, j'en déduis que h (2 - ﬁ) <0 —© 0 a 1 z- o2 2

. . Lo 1
h est continue et strictement décroissante sur | — - i] et @)

une seule fois sur] — 00,2 — ;] enun reeI a. Et les variations et valeurs de f'(x)

+
h(x) +00 _
11m h(x) =400 >0> h(Z ——) Alors le TBCSM assure que h s’annule /

assurent que h ne s’annule passur[2 — = 2[

fx)
De plus, h(1) =—-1< 0 =h(a) <2 ln(Z) = h(0)

<0
Par conséquent, 0 < a<1<2— ﬁ D’ou le tableau ci-contre. / \
f(@)=aln(2—a)—1. Comme0 < a <1,In(2) >In(2—a) > 0don — =

1>1In(2) > aln (2) > ¢In(2 — a) > 0. Ainsi, f(a) < 0.
D’apres les variations et valeurs de f, on peut affirmer que f ne s’annule jamais et est toujours strictement négative. Et finalement, Sol = @.

14. Soit (e): sh3(x) + 5 < 14sh(x) + 5ch?(x)
sh3(x) +5 < 14sh(x) +5ch?(x) & X*+5> 14X +5(1+X2) & X* —5X% — 14X > 0 & X(X2 — 5X — 14) > 0

X=ch(x)
ch2(x)=1+sh*(x)
S XX +2)(X=7) >0 & sh(x)(sh(x) — (=2))(sh(x) = 7) > 0. * In(-2+V5) 0 In(7+50)
H(x) sh(x) +2 - + + +
sh(x) - - + +
Or,pour tous x et y reéls, sh(x) >y S x>sh™l(y)=In(y+.y%+1). sh(x) — 7 — — — I
strictement H() - n - n
croissante
D'ou le tableau ci-contre et les solutions ci-dessous.

Ainsi, Sol =]In(—2 ++/5),0[U] In(7 + V50), +oo[.

17.Soit I'équation (e) : x* = \/% d’inconnue x réelle.

Tout d’abord, x* = e**) p’existe que si x > 0. Désormais x € R**.
x — 1 xin(x) — 1() — -1
x Fee e V2 @ xIn(x) =1In (\/_) < xIn(x) ln( )
Posons f(x) = xIn(x) — Eln (E) .f est continue et dérivable sur son domaine de définition R** (car son expression n’est constituée que de

fonctions dérivables sur leur propre domaine de définition). Et Vx > 0, f'(x) = In(x) + 1. Donc,
ff>0ehx)>-1ox>el= i D’ou les signes de f’ et variations de f suivantes :




x |o a i b +o0
F® - 0 "
O | moex o

0| =

. _ . _ 1, (1) _In@ . _
}CILI(I)XZTL(X) = 0 dongc, }Clir(lJf(x) =—3n (2) =—->0.Et xlirglwf(x) =400 > 0.

. . 1 . 1 . . 1
f est continue sur I'intervalle ]0,;] et 11rr(1)f(x) >0>f (;) Donc le TVI assure que f s’annule au moins une fois sur]O,g]. Comme f est
xX—
. . 1 N . . 1 ) .
strictement croissante sur |0, ;] , f estinjective sur cet intervalle. Donc, f s’annule une seule fois sur |0, g] enunréel a. De méme, f s’annule

. 1 . - . .
une seule fois sur | ~ too [ enunréel b. Ainsi f s’annule en deux réels uniquement a et b.

Enfin, f G) =0etf G) = iln G) - iln G) = iln (G)Z) - %ln G) =%ln G) - %ln (%) = 0.Donc, a = %et b= %sont les solutions de (e).

15.
logy (x) + log,(y) ==
Ex 13 Résoudre: (S):{ v * 7 d’'inconnue (x,y) ER2
xy = 256
Ex 14 Calculer les limites suivantes : Soit @ € R
a.  lim (23/x — 3x%)In?(x* — 3x) . ch(-3z)
x—0" g: m-——""
. eV* X0 xin(x) 3xa « @ - B
b. xl_l)lllwm h. XE?m(x +y)*—x%—y%*ouy € R fixé.
im xe~VIn () i limx®sin G) quand cette limite existe ( on justifiera
——00 x>
d. LIL’% In(x) In (1 + x). gu’elle n’existe pas le cas échéant)
. In(1+3x2%+cos(x?))-In (2) j- lim(l + Sin(x))ln @
e. }cll}(l) P2 #=0 x
- St _ch (x) k. xl_imﬁ(l + 3ch(x))®

x—0 sin(x)
2) Pour quelles valeurs du réel a, la fonction f: (x - %) est -elle prolongeable par continuité en 0 ? R
On suppose ici que @ < 1. Le prolongement par continuité de f est-il dérivable en 0 ?
X

3) Soit f(x) = xexp (x2—1 .
Calculer la limite de ¢ en 0. En déduire que Cf admet une méme asymptote en +oco et en —oo dont on donnera une équation.

t
e1-t’—1

) = xe7iet o(t) =

Ex 15 : Etudier g et représenter la courbe de g :

1. g(x) = 12(2"—x— 1) 4. f(x)=1In(x+V1+x2).
2. gx)=exVx2+x 5. g(x) = Yx*(x—2)
3. g(x)=x* 6. g(x) =In(ch(x)).

1
2.Etude de la fonction f(x) = exVx2 + x .

. x2+x=0 x(x+1)=0
Df ? f(x)exlste(:){ 20 (:){ %0

\Leigleialoy KR LB il( f est continue sur Df (puisque son expression n’est constituée que de fonctions dérivables sur leur propre domaine de

& x € ]—00; —1] U ]0; +oo[ . Donc, Df = ]—o0; —1] U ]0; +o0] .

définition) Dans I'expression de f seule la racine carrée n’est pas dérivable partout ou elle est continue. Vv est dérivable uniqguement sur
R**.Vx € ]|—00; —1[ U ]0; +oo[, x2 + x € R** et (x = x2 + x) est dérivable sur R donc sur ]—o0; —1[ U ]0; +][. Donc par composition,

1
v: (x = Vx? + x) est dérivable sur R donc sur |—o0; —1[ U ]0; +oo[. Comme u: (x + ex) est dérivable sur R*(puisque son expression n’est
constituée que de fonctions dérivables sur leur propre domaine de définition) donc sur ]—oo0; —1[ U ]0; +oo[, f est dérivable que ]—o0; —1[ U
1
10; +0o[. Et, Vax € ]—00; —1[ U ]0; 40, f' (x) = w' (x)v(x) + u(x)v'(x) et v’ (x) = (—xi) ex et v'(x) = 22

2VxZ+x
L . , _(_ 1\ i == Loox+1  Lr-2(x?+x)+(x+1)x?
Donc, Vx € |—oo; —1[U]0; +oo], f (x)—( JCz)ex\/x +x+ex2m—ex( PN e )

1+V17 1-V17
1 3_,2_ 1 2, 1 f2x(x—)|x—— — N
f'(x) =ex (u) = ex (x(zx o 2)) =ex <M> .Deplus —1 < 14—17 <0< 1+4—17. D’ou le tableau suivant :

2x2Vx2+x 2x2Vx2+x 2x2Vx2+x



x oo _1 1—;/ﬁ 0 1+;/ﬁ +oo
x - - - O + H
1++v17
X=—p - - - -1l o 4
1—-+17
x T4 - - -+ + 0 k
f( - ? 71 o y

__

a
A 4

YAV Ay:
fx) +oo 700 + o0
AO AV AO

/ 7

A 4

Limites de f aux bords de Df ?
2O ? FI "0 x 0".

1

1 1 = t
vx > 0,f(x) = ex\/x(1 + x) = exvavT + x = 25 () tel que lim ¢(x) = 1.0r lilgé = towet lim % = +o. Donc par composition,
1\2 x> x—

t—+o0 t2

X.

+oo0. Il en découle que 1irg+f(x) = 4o0. Cf a donc une asymptote verticale en 0.
xX—

m

el FI" + 00— (+0)"
1, 1 1 1 L . .
Vx < —1,f(x) =ex |x (1 +—) = ex|x| (1 +—) =—xex @(x) tel que lim ¢(x) = 1. Donc, lim f(x) = +oo.
X X x-0 X——00
Dérivabilité de f en —1?

fGO)-f(-1) _ eﬂl?\/x(1+x) _ eﬂl?\/—x(—x—l) _ _ e%ﬁ,/(—x—l) _ e%\/q

x+1 x+1 x+1 -x-1 Jx-1

vx < —-1,7(x) = 5 Donc lim1 T(x) = —oo0.
xX—o—

)
car x<—1 donc
—x>0 et—x—1>0

Donc f n’est pas dérivable en —1 et Cf a une tangente verticale au point A(—1,0).
Branche infinie de Cf en 400 ?

1
x [x2(142
Vx>0,%x)=#=e§ f(1+%) Donc lim m=1.

x>+ X

l =)=
Vx>0,f(x)—x=xei ,(1+%)—x=x(ei (1+%)—1>=M=HG) ouH(t)=et@_l=gm_g(°)et6(t)=et 1+¢.

t—-0

6 est dérivableen0et8'(0) =1 + 1=3 Donc, lim H(t) = 3t par composition lim f(x) —x = 2 Alors lim fl) - (x + 3) = 0.Donc
2 2 t—0 2 x—+400 2 xX—+00 2

la droite d’équation y = x +§ est asymptote a Cfen +oo.
Branche infinie de Cf en —oo ?|
1 1
ex |x2(142 —xex |(1+2 1
v <10 02U

.Donc lim & _ -1

xX—>—00 X

+

RIr
N~—

1 1
3 T 3 T (ex (1+;)—1> L
Vx < —1,f(x) + x = —xex (1+;)+x=—x<ex (1+;)—1)=—f=—H(;).
Or,limH(t) = 3 et par composition lim f(x)+x = —3 Alors lim flx) - (—x - E) = 0. Donc la droite d’équation y = —x — 3 est
t—0 2 X——00 2 Xx—+00 2 2

asymptote a Cfen —oo.



Ex 16 Soit a € R** . Etudier g: (x -

ln(1+ax)).

In(1-ax)

In(1+ax) l1+ax>0 —l<x<l 11

———‘existe S{l—ax>0 < { a a. Ainsi,Dg =] —=,=[\{0}.

In(1—ax) — a’ a
1—ax # 1cara>0 x=0

g est continue et dérivable sur Dg car son expression n’ est constituée que de fonctions continues et dérivables sur leur propre domaine de

Lln(l—ax)+Lln(1+ax)
définition. Et Vx € Dg, g'(x) = &2 1n(1—;;)v; = ln(1—ax)(zl(1—azxz) [(1—ax)In(1—ax) + (1 + ax)In(1+ ax)].

Donc g'(x) est diu signe de h(x) = (1 — ax)In(1 — ax) + (1 + ax) In(1 + ax).
h est dérivable sur Dg et Vx € Dg, h'(x) = a[In(1 4+ ax) — In(1 — ax)] = a[In(1 + ax) — In(1 — ax)].
Donc, h'(x) >0 = In(1+ax)—In(l—ax) >0 In(l+ax) >In(l—ax) & 1+ax>1—ax & 2ax >0 N x> 0.

car a>0
D’ou le tableau :
X 0

Etudions les limites de f en 0" eten 0 : a a

h'(x) - 0 +
In(1+ax) _ _1n(1+ax) —ax \4_\‘ /|_/V
In(1-ax) ax In(1-ax)’ h’(x) 0
oryn(}ln(:”) =1let lil’% +ax = 0. Donc par composition , lin(l) fx)y=—-1 g'(x) + +

- x— xX—

Comme g a une limite finie en O, je peux affirmer que g est prolongeable par g(x) oo/ 0
continuité en 0 par la valeur —1 . —

Comme g a une limite finie en i, je peux affirmer que g est prolongeable par

In(1+ax) . 11
1 In(1-ax) six €] a’a [\{0} 11
continuité en - par lavaleur 0. Alors lafonctiong:| x = Osix=1 est continue sr | — Z'Z] et est le prolongement par
a
—1six=

continuité en 0 et% de g. Pour savoir comme Cg s’approche des points A(0,—1)et B G, 0), étudions la dérivabilité de g enOeten i .

g est continue sur | — %,%], dérivable au moins sur | — %,% [\{0}
In(1+ax)

11 G(x)—-g(0 el In(1+ax)+In(1-ax 1 In(1-a?x? 1 In(1-a?x?) -ax . In(+t
et Vx el __’_[\{0}’9( )=9(0) _ in@=an” " _ In( )+1n( ) _ In( ) _ ( o )  Comme lim ™M@+ _
a'a x—0 x x In(1—-ax) x In(1-ax) —a’x In(1-ax) t—0 t
. . . . In(1-a?x? . —ax N G(x)-g(o ~ ..
1 et lim —ax = lim —a®x* = 0. Donc par composition , lim ( — ) = lim =1 et aisni, lim gI-60) _ a.Donc, § est dérivable en
x—0 x—0 x-0 —a’x x—0 In(1—-ax) x—0 x—0

0 en §'(0) = a.La courbe de Cg approche donc le point A en se collant a la droite d’équation y = ax ( tangente a C g en A).



In(1+ax)
90— ‘g( ) In(1-ax) In(1+ax)

Vx €] —= —[\{0} = = . Or, llm tin(t) =07 et lim1—ax = 0*. Donc par composition, lim (1 -

1
-2 x— (ax—1)In(1-ax) X"E X

g(x)-a(>
ax)In (1 — ax) = 0~ et par suite lil’{l_%j@ =
x—=

. . . . , 2 . 1
approche donc le point A en se collant a la droite verticale d’équation y = e

) oo -1 . ) . ) s . 1
Enfin, Comme f a une limite infinie en — »je peux affirmer que Cf a une asymptote verticale d’équation x = — p

+00. Donc, § n’est pas dérivable en % et C'g a une tangente verticale en B. La courbe de Cg

Ex 17 Soitn € Ntqn =3 etx, aet b desréels.

(n+1)b
1) Montrer que Y;3—o ch (a + kb) = i )ch ( nb).

)

2) Calculer :
—yn 2p’-2p—4 _ n—1\nLtn
Sn = Tpalogio (orrt) Wy (x) = (k+1)5 <¥2 R, () = ch(=
n? k ,(bk) 2 n(®) sh(2a) 2k
= — k°—1
Ta(0) = Zin(-1*a P =TT} 3(k2 ol e
Ex 18

3
1. Montrer que pour tout réel x, ch?(x) + shx > 0 et |sh(x)| = |x + %| .
, 1 1\ % 1 x+1
2. Montrer que pour tout réel x de ]0,1[, x*(1 — x)*™* > > (2.bis. Montrer que : Vx > 0,(1 + ;) <e< (1 +;) )
¥(1—x)7* > % & eXn(x)e-0In(1-x) > % & eXn)+I1-0)In(1-2) > %  xln(x) + (1 — x)In(1—x) = —In (2).

Posons f(x) = xIn(x) + (1 — x)In(1 — x).Df =]0,1[. fest continue et dérivable sur Df et

Vx EDf,f'(x)=n(x)+1—-n(1—x)—1=In(x)—In(1—x).Donc, f'(x) > 0=In(x) >In(l—-x) @x>1-x <x >§.

1
D’ou le tableau des variations de f suivant : x 0 = 1

f'(x) - +

Alors, Vx €]0,1[, f(x) = f(%) =In G) = —1In(2). f(x) \/V

1 X
Montrer que : Vx > 0, (1 A —) <e.

Par défintion, (1 + i)x = exm(H ) Donc, Vx > 0, (1 + %)x existe et (1 + %)x > 0. Alors,

(1+§)x<e<=>xln(1+i)<1<=>x[ln(x+1)—ln(x)]<1.

Soit f(x) = x[In(x + 1) — In(x)]f est dérivable sur R**,

Eth>O,f’(x)=ln(x+1)—ln(x)+ﬁ—1=ln(1+ )——etf”( )————+ 1 _ xGD-Gix Dons f” est

x+1  x  (x+1)2 x(x+1)2 x(x+1)2

1
décroissante et lirP f'(x) = 0.Donc, Vx >0, f'(x) > 0. Donc f est croissante . De plus, f(x) =x [ln (1 + %)] = n( ) . Comme
X—=+0o0

-1
. In(1+w) . ln(1+§) g - — - 1
lim———= =1, lim —%* = 1. Je déduis des limites et variations de f que Vx > 0, f(x) < 1. Ainsi, Vx > 0,(1 + ;)

u-0 u X—+00 z

3. Montrer que : Vx € R**, vy € R™*, vt € [0,1],tln(x) + (1 — t)In (y) < In (tx + (1 — t)y).
Sit = 0out =1 alorsl'inégalité est évidemment vraie pour touts réels x et y strictement positifs.
Fixons y € R** et t €]0,1[ et introduisons f(x) = tin(x) + (1 — t) In(y) — In (tx + (1 — t)y).

f est continue et dérivable sur R™*



etvVx € R*", f'(x) = i - =t ( tx+(1_t)y_x) =t(1-1t) ( bx) ) = ( -t )(y — x).ll en découle que f'(x) est du

tx+(1-t)y x(tx+(1-t)y)) x(tx+(1-t)y)) x(tx+(1-t)y))
signe de (y — x). or,fW)=tin(y)+ @A —-t)In(y) —In(ty + (1 —t)y) = 0.
x 0 y + Des variations et valeurs de f, je peux conclure que :
f'(x) + 0 - vx € R**, f(x) < 0 et par conséquent, , ¥y € R**, vt €]0,1],

f(x) /0 \ Vx € R tin(x) + (1 — t)In (y) <In (tx + (1 — t)y).

CCL:Vx € R*,Vy € R**, vt € [0,1],tn(x) + (1 — t)In (¥) < In (tx + (1 — t)y).

4. Soita € R**\{1}. Montrer que : [V(x,y) € (Rt*)?,(x + y)* < x* + y*] © a €]0,1].

5. Soita et b deux réels tels que Montrer que : (0 <a<b= bb;a <In(b) —In (a) < ?)

Ex 19 Déterminer tous les réels a tels que Vx € R, ch(x) < P

1
ch(x) < e®’ = In(ch(x)) < ax? & W < aoux = 0. Donc pour que a vérifie : Vx € R, ch(x) < e®™”, il faut et il suffit que a vérifie
1 1
que :Vx € R*,@ < a donc que a soit un majorant de la fonction f: (x - n(+2(x))) Etudions f :
) Z:(i)xz—len(ch(x)) i:ll(i)x—zln(ch(x))
Df = R* et f est paire. Etudions f sur R**. f est continue et dérivable sur R** et Vx > 0, f'(x) = £& — = & =
f'(x) est du signe de g(x) = %x — 2In(ch(x)). g est dérivable sur R** et x 0
sh(x) x 2sh(x) x sh(x) 1 2xsh(x) 1 2xsh(x) .9”(X) -
Vx> 0,9'(x) = = =

_ — _ " — _ _ - _
ch(x) + ch2(x) ch(x) ch?(x) ch(x) ety (x) ch2(x) ch3(x) ch?(x) ch3(x) <0 g’(x) D\*

D’ou le tableau ci -contre donnant, en particulier, les variations de f : 9() N

f) -

D’apres les variations et la parité de f, f est majorée des que la limite de f en 0 existe et est finie

' 76 \
In(ch(x)) _ In(ch(x)) ch(x)-1 _ In(ch(x)) 25’12(5) In(ch(x)) 25’12()2‘:) 1 In(ch(x)) ﬁ)z

Etudions cette limite : X2 ch-1 2 chm-1 & _ cheo-1 4(5)2 = 2 eha-1 ( (%c)
2
1n(u)ﬁ ln(ch(x)) ¢ sh(w) g4 o)

Or, 11m ch(x) 1et 11m 1, donc par composition, 11m e = 1.Et llm—=0 et 11m

oo 1 1 . . . ) At A
Ainsi, 111‘% flx) = 7 Donc [E‘ +oo[ est I'ensemble des majorants de f. Je conclus que les réels a recherchés sont tous les réels supérieurs a %.
xX—

Ex 20
1. Etudierlesigne de f(x) = (x — 1)In(x + 1) — xIn(x) sur[1; +ool.
En déduire les variations de ¢(x) = In(x + 1)In (1 aF i)sur [1; 4ool.

2
3. Encalculant @ (%), en déduire les variations de ¢ sur ]0,1].
4

Montrer que pour tous réels strictement positifs, [n (1 aF %) In (1 + Z) < (ln(2))2.

Ex 21 Montrer que les applications suivantes sont bijectives de Df sur un ensemble J a déterminer.
Déterminer une expression de la bijection réciproque lorsque cela est possible. Etudier la dérivabilité de f~'et calculer (f~1)'(b).

L fG)=2ibe) 2. f) =22 (=th(x));b€]

ch(x)
VB 2, ,-2 2 B o
3, f(x)=ch(e";); b=2% 5. f)=sh()+% ; b=%
4. f(x)=x+2V* ; b=1




Ex 22 Soit t € ]0; 1[. Pour tout x €]0,1[, on pose f; (x) = min{n € N*/x™ < t}.

Montrer que pour tout x €]0; 1], lln((t)) < fi(x) < lln((;)) + 1. En déduire lim 1 (1 — x)f (x).

Soitx €]0,1[.x"<teh@xE)<h(@t)enhx) <h(t)en = % Dong, f;(x) = mm{n eEN*/n > 11::((;))}

ln(t)
In(x) =

[ln(t) In(t)

. . . . ln(t)
1l vty + 1[ contient un seul entier non nul (puisque In(t) # 0) . Il en découle que < f; (%) <3 + 1.

In(t)

P2 < (1000 < 1 =0 [F2+ 1] ie g [~ In®] < A = 0f() < 5 [- O]+ (1 = ).

Alors Vx €]0,1[, (1 —x) In(x)

x-1 x-1

Comme 11m ::(x) =1let lirrll_ In(x) = 0, les deux fonctions qui encadrent(1 — x) f; (x) ont la méme limite [-In(t)] quand x = 1~ et par
x—-1 xX—

suite, J}1%1111_(1 —x)f;(x) = —=In(t).

nx™ six € [O,Ll]
Ex 23 Soit (f;,)n oy Une suite d’applications de [0,1] vers R définie par : VneN, £, (x) = oo
(1 —x)" six €]—,1]

1. Etudier la continuité de chaque f;, .

2. Déterminer, pour x fixé, la limite de la suite (f;, (X)) n o -
3. Puis déterminer la limite de (fn(ﬁ)) neN -
1

Ign €t h,, sont polynomiales donc continues sur R. ]’en déduis que f,, est continue au moins sur [O,ﬁ [etsur] ﬁ 1].

fn est-elle continue en ﬁ ? Autrement dit Cg, et Ch,, se raccordent-elles au point d’abscisse ﬁ ?

lim A= lim g @=n(—) = fu()

x_)(n+1) =z "1_+1)
n 1 n n
= e =i (1) = () = () = 4G

. s n
Jen déduis que f;, est continue en "t

2. [ENGCIEPAH[UNIN Comme hm ni-l—l = 17, pour n assez grand > xetpar conséquent x € [0 %] et f,(x) =nx™.

CC

Or nx™ = ne™n™® = m = Ory =—In(x) > Oet lim eLV = 0. Donc, par composition lim m = 0. Et ainsi,
lim f,(x) =0.
Nn—4 00
NIRRT N Alors f,(1) = n™t10™ = 0 dés quen = 1. Donc, lim f,(1) =0.
n—-+oo
CCL:Vx €[0;1], lim f,(x) =0.
n-+oo
" ln(1+%)
n n n -
3. VneN, fn (L) =n (L) = nenln(m) = ne—nln(T) =ne % .Or, lim 1 =0et llmln(1+t) 1. Donc
n+1 n+1 n-+oon t
1 ln(1+%)
tim U0 _ 1 par conséquent, lim ¢ 3 =e-i=ly ! dim f,() =+
Jim =1 ar conséquent, lim e = =e™! =Z.J"en conclus que: lim f, ("2 00,
|

Ex 24 On définit trois suites P, T et u telles que : Vn > 0 B, = [[r=, (1 + %) T, =[lr=1 (1 + %) etuy=—1letVn, i/u_n3 Upyq = €.
1) Justifier que la suite P est strictement croissante et convergente.
2) Montrer que T est convergente et déterminer sa limite.
3) Donner une expression explicite de u.



