Sup PCSI 2024-2025 Mathématiques Chapitre 19

Applications linéaires.

Dans tout le chapitre, E et F sont deux K- espaces vectoriels

Les applications linéaires sont des applications entre espaces vectoriels qui vérifient certaines propriétés de conservation des
combinaisons linéaires. 1Rappel :

1. Uneapplication f de E dans F est injective (ou injective sur E)

e lorsque tout élément de F a au plus un antécédent par f dans E .

e lorsque deux éléments de E ayant la méme image par f sont égaux

e lorsque deux éléments de E distincts ont deux images distinctes.
Une application f de E dans F est surjective (ou surjective de E sur F)lorsque tout élément de F a au moins un antécédent
par f dans E i.e. lorsque f(E) = F.

3. Une application f de E dans F est bijective (ou bijective de E sur F)

e lorsque f estinjective et surjective de E sur F

e lorsque tout élément de F a exactement un antécédent par f dans E

e lorsqu’il existe une application g de F sur E telleque : f o g = idpet g o f = idp.

Dans ce cas, on définit g = f~1: F - E telle que Vy € F, f~1(y) = l'unique antécédent de y parf .

4. Si f estune application de E dans F et A est un sous-ensemble de E et B un sous-ensemble de F alors

o f(A) ={f(x)/x € A} est 'image directe de A par f et contient toutes les images par f de tous les éléments de A

e f"YB)=f"1(B) = {x € E/f(x) € B} est 'image réciproque de B par f et contient tous les antécédents de tous les
éléments de B.

*  f,a,larestriction de f a A, est I'application définie sur A par: Vx € 4, f/, (x) = f(x).

| Généralités

1. Définitions

2 Def. : f est une application linéaire de E dans F lorsque
()
f est une application de E dans F et V(¥, ) € E2,V(a,B) € K?, f(ax + By) E af (X) + Bf (D).

On dit aussi que f est un morphisme d’espaces vectoriels.

3 Def. équivalente : f est une application linéaire de E dans F si et ssi
f estune application de E dans F et V(%,¥) € E2,Va €K, f(X +3) 2 f(&) + f(P) et f(ax) E af (¥).

4 Def. et notation:

1. Un endomorphisme de E est une application linéaire de E dans E
2. Unisomorphisme de E sur F est une application linéaire de E dans F , bijective de E sur F . Lorsqu’il existe un
isomorphisme de E sur F , on dit que E et F sont isomorphes.

Un automorphisme de E' est un isomorphisme de E sur E.

Une forme linéaire sur E est une application linéaire de E dans K.
On note . (E, F) 'ensemble des applications linéaires de E dans F .
AE) aulieude “(E,E) 'ensemble des endomorphismes de E .
Isom(E, F) '’ensemble des isomorphismes de E sur F.

GL(E) I'ensemble des automorphismes de E dit groupe linéaire.

E* aulieude ¢ (E,K) I'ensemble des formes linéaires sur E.
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2. Régles de calcul

5Prop.:Sif € (E,F)alors

1. f(Op) =0p

2. VXEE,f(—X)=—-f()

3. V((Zl, ""am) € Km' V(ﬁli '"!ﬁm) EE™ ) f(z:ril aiﬁi) = Zﬁl aif(ﬁi)'




3. Exemples

6 Exemples de référence

e I'identité sur E, idg: (X — X), est un automorphisme de E.

E—->F . .
e w: (3? o O_,;)e 7 (E,F) . w, le morphisme nul, est noté O ou 0., (g ).

E-FE . )}
e w: (3? o 5;)6 / (E) . w, Fendomorphisme nul, est noté O ou 0, (g).
ha :(;:aEp_g), homothétie vectorielle de rapport @ € K*, est un automorphisme de E de bijection réciproque h.

a

e SoitA e M,,(K).oy: (MPJ(I;):AA;I(M(K)) et f :(Mp'q(HB :AA]/\[;"?(R) ) sont linéraires.
Mn,l(K) = Mn,l(K)

X1 V1
¥ = x:2 oV = AX = y:2 est un endomorphisme de M,, ; (K).

xn yn
V1 X1
V2

o Soitd e M, (K).qp,:

K™ - K"

xz - . Va
t = A| " | est Fendomorphisme de K"canoniquement associé a A.( )
(xli"lxn) = (yli"vyn)> q : p q

o SoitA e M, (K). fA:(
il
X2

K™ et M,, 1 (K) sont parfois confondus dans les énoncés ce qui signifie que (x,x,,..,x,) " =" etoy" ="fu.

Xn

7 Exemples déja rencontrés

q q q E— Mnl(K) q q
e Soit E un K-e-v de dimension n et B une base de E . A: < R T ) est un isomorphisme. E et M,, ; (K) sont donc
X > matgx '

isomorphes.
(Mn(K) = K
f ( M - tr(M)
(Mpq(R) = Mg, (R)
f ( M - MT
. (Cl(RR) - C°(R,R))
' frf
L (CO([O,l],IR) - R)
' frlf
E-R

Soit E le R-e-v des suites réelles convergentes. h: <u - lim u ) € E*.(I'opérateur « limite » est linéaire)
n
n—-+oo

) est une forme linéaire sur M,,(K) . (la trace est linéaire)
) est un isomorphisme et f~1 = f. (la transposition est linéaire)

) e / (CYR,R),C(R,R)) . (la dérivation est linéaire)

) e CYR,R)*. ('opérateur intégral est linéaire)

8 Exercices : 1) Soit f: R* - R définie par :f((x,¥,2,t)) = (2x — y + tlly — ZB3x — t + 2z). Montrons que f € ~/(R* R®)

A cN >N
2) Soit h : <u > (2uy — 3Uny1)nen
4 CO([O,l],]R) - Cl([()'l],]R)
3) Soit T': (f o T(f): (x f;czf(t)dt)
o Ran[X] = Ron[X]
4) Soit ¢: (P N ;(p(x) - Pz(l —NX)) K[X] - K[X] F(R,C)—>C
R? > R RY > R? N +if
o r ((x’y) . xy)’ :(u - ot + ul)), :(P - P(X)P(1 —X))'k: (f P2+ if(1)

). Montrons que h est un endomorphismgqe de CN.
>. Montrons que T € ~/(C°([0,1], R), C*([0,1], R)).

). Montrer que ¢ est un endomorphisme de Ry, [X].

) ne sont pas linéaires.

DY(R,C) - F(R,C)

6) u: (f satf 4 L'f(l)id]R) €/ (D'(R, C), F(R, C))sietssi a = 0.

4. Propriété fondamentale

9 Théoréme Soit B = (e,);¢; une base de I'espace vectoriel E et (3,);ce; une famille de vecteurs de F .
Il existe une et une seule application linéaire f de E vers F qui vérifie : Vi € I, f(€;) = J;.

10 En pratique, vous devez étre capable de décrire cette unique application linéaire ( Cf exercice suivant).

11 Exercice : Soit f € /' (M,(R), R?) tq f<((1) 8)) = (1,0), f<(} 8)) = (-1,0), f((} (1))) = (0,~1) et f((} })) = (0,1).

Déterminer f ((Z Z))

12 Exercice : Soit u = (1,1),v = (2,—1)et w = (1,4). Pour quelles valeurs du réel a, existe-t-il un endomorphisme f de R?tel que : f(u) =

@D, f(w) = (1, -Det f(w) = (5,a)?



13Conséquence fondamentale

1. Toute application linéaire f de E vers F est entierement déterminée (définie ou décrite) par la donnée des images par
f des vecteurs d’une base de E .

2. Sideux applications linéaires de E vers F associent la méme image a chaque vecteur d’une base ou d’une simple famille
génératrice de E alors ces applications linéaires sont égales (partout !!).

14 Exercice : Cherchons tous les endomorphismes de R.

15 Théoréme Soit E = E; @ E, et u; € & (E;, F) et u, € & (E,, F).
Il existe une et une seule application linéaire u de E vers F telle que : u/p, = u; et u;g, = u,.

Il Opérations sur les applications linéaires
1. Opérations dans ¥ (E, F)

16 Théoreme :

1. Sife v (E,F)etge ~ (E,F)alorsaf + g€~ (E,F).

Sige v (F,G)etf e v (E,F)alorsgo f e~ (E,G).

Si f est un isomorphisme de E sur F alors f~* est un isomorphisme de F sur E .

Si f et g sont deux isomorphismes de respectivement E sur F et F sur G alors g o f est un isomorphisme de E sur G et
(gof)™t=f"1o gt estIisomorphisme réciproque.

= 50 Y

Notation : dans ~ (E,F), g o f est parfois notée gf ...

17 Théoréeme : ( / (E, F),+,.) est un sous espace vectoriel de . /(E, F) .

18 Régle de calcul: Sia € K et ge / (F,G) et (f,h)e./ (E,F)* alors
1. go(f+h)=gof+goh (NB:Iégalité (f + h)og = f o g+ ho g estvraie mémesi f, g, h ne sont pas linéaires)
2. (ag)ef=gelaf)=algef).

2. Opérations dans Z(E)

19Théoréme :

Si f et g sont deux endomorphismes de E et (a, 8) € K%alors af + Bg et f o g sont des endomorphismes de E.
Si f est un automorphisme de E alors £~ est un automorphisme de E.

Si f et g sont deux automorphismes alors f o g est un automorphismede E et (fog) t =g lof
</ (E) est stable par composition et combinaison linéaire (addition et multiplication externe) . & (E) est un K-e-v.
GL (E) est stable par composition et passage a I'inverse.

=il

em P

20NB: GL(E) n'est pas stable parc.l. car idy — idy = 0
— — “
€GL(E) €GL(E) &GL(E)

21 Def. Soitf € Z(E).
1. fO=idgetVneN, ™l =flof=fof"=Ffofo..0of €~ (E).Lesendomorphismes f™ de E sont les itérés de f .
2. f est nilpotent lorsqu’il existe un entier naturel p tel que f? = 0

()
endom.
nul

3. SoitP € K[X]tqP =¥l _oaX* Alors P(f) = X1 o arf* = apid + a f + ayf? + -+ a,f™.

22 Reégles de calcul :
1) VY(f,g,uv) €~ (E),V(a,B,a b) € K (af +Bg) o (au+ bv) = aa(f ow) + ab(f ov) + B(g o w) + B(g ° v).
2) VYa€K,Vf e/ (E)VY(p,q) €N%(af)? =aPfPetid’ =id et fPf9 = fPtd et (fP)9 = fP4,
3) SiP=QB+Rou(P,Q,R,B) € K[X]*et f € (E)alors P(f) = Q(f)B(f) + R(f) = R(f) + B(HHQ(S).

23 METHODE- Exemple :si f2 + 2f — 3id = 0 alors id = g(f2 +2f) = i(f +2id)of=f og(f + 2id) etj' en conclus que f est bijective

et f1 = 2 (f + 2id).

24 Factorisation et bindme de Newton: Si f et g sont deux endomorphismes de E telsque fog=geo f ,alors
e —

f et g commutent

1 V(mp,q) ENY(fog) = frogh=glofTetfMogPoflogl=fmttoghte = ghtdo frin,
n _ n —
2. VREN(f+@)"=(F+g)o(F+g)o..o(f+9)=Tico(p)fFoa"™ Zie(},) frg™*

fofo.ofegoego..og
3. VnEN "™ — g™ = (f —g) e Bk f* 09" ) =(f — ) Ek=o 9" 7).

25 Exemple Soit (f, g) €/ (E)?tq:fog=geo f.Alors,(2f — g)3(5f —4g) = 40f* —92f3g + 78f2g* — 29f g3 + 4g*.

26 En particulier, f et id commutent toujours puisque f o id = f = id o fdonc

vn € NVf €7 (B), (id+f)" = Tpoo () £ etid = 1 = (id = f) o (Theo /) = B f) ° id = ).




lll Noyau et image et rang d’une application linéaire

1. Noyau d’une application linéaire.

27Def.: Soit f € </ (E, F). Le noyau de f noté Ker(f) ou Kerf est 'ensemble de tous les antécédents deFF) par f
i.e. 'ensemble des vecteurs de E dont I'image par f vaut O_F) Kerf = {55 EE/f(X) = 07;} VY
Autrement dit, ¥ € Kerf & Z € E et f(¥) = Oy

28NB : Etre dans le noyau de f, c’est avoir son image par f qui est nulle.

-
29Théoréme : Soit f € ~(E,F).Ker(f) est un sous espace vectoriel de E. \)

30Def : Soit M € M, ,(K). Le noyau de M est Ker(M) = {X € M,,,(K)/MX = 0} = Ker(¢py) ob @: <M7"1(§) ﬁﬂ%?'l(l{» .
=4

31Conséquence : Soit M € M, (K). M est inversible sietssi Ker(M) = {0,,1}.

2. Image d’une application linéaire

32Def. : Soit f € & (E, F). U'image de f, notée Im(f) ou Imf , est 'ensemble de toutes les images par f de tous les éléments
deE.Im(f) = {f(R)/X€EE}={J € F/AX € F;y = f(¥)} = f(E).Autrementdit, j € Imf @ AX € E/f(X) = 3. O

33NB : Etre élément de Imf, c’est &tre une image par f d’un élément de E.

34Théoréme Soit f € " (E, F).Im(f) est un sous espace vectoriel de F. @

35Def : Soit M € M, ,(K). Uimage de M est Im(M) = {MX/X € M,,(K)} = Im(gy) ol @py: (Mp'l(? - 1\%?'1(10> .
>

36Théoréme : Si f € ~(E, F)et. =(e,);¢; est une famille génératrice (ou une base) de E alors (. 7)= (f(€,));c; €St une
famille génératrice de Im(f).

37Exemple : Soit f: R[X] —» R[X] définie par: f(P) = XP' — P. Montrer que f € &/ (R[X]). Décrire Im(f) et Ker(f).

3. Rang

| 38 Def. : Soit fe ~ (E,F). Lerang de f ,notée rg(f), est, par déf°, la dimension de Im(f). Donc, rg(f) = dim(Im(f))

39Prop. :Si f € ~ (E, F)et (e;);; est une famille génératrice de E alors rg(f) = rg((f(?{))iel) =rg(f(B)).

| 40Prop. : Soit f € ~/(E, F). Alors, rg(f) < min(dimE , dimF).

| 41Théo du rang : Soit fe /(E, F). Si E est de dimension finie alors rg(f) + dim (Kerf) = dimE (démo plus tard) @

42Exercice : Soit E un K-e-v de dimension 4 rapporté a la base B = (4, E, c, 3). Soit 'endomorphisme f de E tel que :
f@=d+b+é+d, f(b)=d+d, f(@=d+d et f(d)=d+b+¢+d.AtonKer(f)DIm(f)=E?

4. Noyau et image d’une composée d’applications linéaires ou des itérés d’un endom.

43A savoir justifier : Soit ge ~/ (F,G) et fe ~/ (E,F) . Alors,
1. gof =0 4 sietssi Im(f) c Ker(g).
2. Ker(f) cKer(gef)etim(gof) cIm(g).

44A savoir justifier : Pour tout endomorphisme f de E et tout entier naturel k,

1. Ker(f¥) et Im(f*) sont des ss-e-v de E.

2. Ker(f*) c Ker(f**1) et Im(f**') c Im(f*) . Ces ss-e-v s’'emboitent. On dit que les deux suites (Im(f*))eyet
(Ker(f*))ken de ss-e-v de E:sont respectivement décroissante et croissante au sens de I'inclusion.

3. SiE est de dimension finie alors ces deux suites de ss-e-v de E sont (stationnaires) constantes a partir d’'un méme rang.

4. f?=0sietssiImf c Kerf.




5. Généralisation : image directe ou réciproque d’un ss-e-v par une application linéaire.

45Prop. : Soit f € & (E,F)
1. Si GestunssevdeF alors f‘l(G) , I'ensemble de tous les antécédents par f des éléments de G, estunssevde E
2. SiHestunssevdeEalors f(H), I'ensemble de toutes les images par f des éléments de H , estunssevde F.

46NB :si G = {O’F)} alors f~YG) = Ker(f) etsi H = E alors f(H) = Im(f).

47Def. : Soit f € ~/ (E)et HunssevdeE (alors f(H) estunssevdekE).

5 5 H—->H
On dit que H est stable par f lorsque f(H) c H i.e.lorsque VX € H, f(x) € H etdans ce cas, fy: ( -

X e f(%)

) est un
endomorphisme de H appelé 'endomorphisme induit par f sur H .

48Exercice : Soit u: R[X] —» R[X] définie par : u(P) = X?P' — 6XP. Montrer que u induit un endomorphisme sur Rg[X].

49A savoir démontrer : Soit f € /" (E) et A € K.
Alors, f — Aidg est un endomorphisme de E et Ker(f — Aidg) = {X € E/f(¥) = AX} et Ker(f — Aidg) est stable par f .
Enfin, 'endomorphisme f; de Ker(f — Aidg) induit par f est ’lhomothétie de rapport A.

50NB: SoitE = E; @ E, et u; € & (E;) et u, € & (E,). Alors E; et E, sont stables par I'unique endomorphisme u de E
vérifiant : U/p, = Uy et Ujg, = Us.

Vé .

IV Application linéaire injective et / ou surjective. Isomorphisme.

1. Injectivité

51Théo : Soit f € & (E, F).Alors, f injective < Ker(f) = {O_E)}. @

Autrement dit, une application linéaire est injective si et ssi son noyau ne contient que le vecteur nul.

52Exemple : f: (P » P(X + 1) — P(X)) est un endomorphisme de R[X] non injectif car 1 € Ker(f) donc Ker(f) # {O}. Rappel : Ker(f) = Ry[X].
53Exercice : Montrons que I'endomorphisme f : (P~aP — XP’) de R[X] est injectif sietssi « & N.

54Prop. : Soit f €  (E, F) . Alors,

1) f estinjective = pour toute famille libre (&) ;e[ n de vecteurs de E,(f(u_l)q)ie[[1 al est une famille libre de vecteurs de F .
2) SiE de dimension finie et admet une base (e;);ef1, alors

f estinjective < (f(el))ie[[l,n]] est une famille libre.

< rg(f) =dimE .

55Exercice : Montrons que I'endomorphisme f : (PP + P’) de R,,[X] est injectif.

2. Surjectivité

56Théoreme : Soit f €  (E,F). f surjective & Imf = F @

Exerice : Soit u: C°(R, R) » C1(R, R) définie par : Vf € C°(R, R), u(f) est la primitive de f qui s’annule en 0. Montrer que u est injectif mais
n’est pas surjective de C°(R, R) sur C1(R, R).

57Prop. : Soit f € / (E, F) .
1) Si (e;);e; est une famille génératrice de E alors, f surjective de E sur F < (f(€;));e; est une famille génératrice de F .
2) SiF estde dimension finie alors, f est surjective de E sur F < rg(f) = dim(F).

58Exercice : Montrer que f: (x(x,y,z) » (x +y,2z — x))est une application linéaire de R3dans R’ surjective mais non injective. Donner une
base de Ker(f).
59Exercice : Montrer qu’une forme linéaire est surjective sietssi une de ses images est non nulle.

3.Isomorphisme
60Théo. : Soit f € ~/ (E, F) .
1. f est un isomorphisme de E sur F <Kerf = {Hg}et Imf =F. @

2. Si E_est de dimension finie et (€;);ef1,n) €St une base de E alors

f est un isomorphisme de E sur F < ((f(e*i))ie[[1 np &5t basede F < dim(E) =rg(f) = dim(F) < +oo.

61Exercice : Montrer que pour tout P € R, [X], il existe un unique Q € R, [X] tel que: P = X}_, Q).



62Conséquence 1: Un isomorphisme de E sur F envoie toute base de E sur une base de F. Et 'ensemble des antécédents des
vecteurs d’une base de F par un isomorphisme de E sur F est une base de E.

63NB : Cette conséquence fournit un autre moyen de montrer qu’une famille est une base.

64Exercice : Soit ay, ay, ..., a, des réels distincts. On pose Yk € [0,n], X, = (ao®,a;, ..., a,)*) € R*+1.
Rn[x] - ]Rn+1

P (P(ag), P(ay), .., P(an))
11 1

1. Enutilisant la base de Lagrange associée a ag, ay, ..., @,, montrer que f: ( )est un isomorphisme.

a; d; an
2. Endéduire que la famille (Xi)g=o,nest libre dans R™*1et V(ay, ay, ..., ay) = (a% az - a,zjest inversible.

af ay ay

65Conséquence? : Si E est de dimension finie et E et F sont isomorphes, alors F est de dimension finie et dimE = dimF.
Plus généralement, E et F isomorphes=dim(E) = dim(F)(finie ou infinie).

E - CP

. Montrons que h € Isom(E,CP). En
ur (u0ru11 "'rup—l)) 9 ( )

66Exercice : Soit E le ss-e-v de CN constitué des suites p-périodiques. Soit h : (

déduire dimE.

67Conséquence Si E et F sont de dimensions différentes alors il n’existe aucun isomorphisme de E sur F @
et plus précisément,

sidim (E) > dim (F) alors il n’existe aucune application linéaire injective de E vers F .

sidim(E) < dim (F) alors il n’existe aucune application linéaire surjective de E sur F .

68 « Réciproque » : Si dimE = dimF < +oo alors E et F sont isomorphes. (faux si dimE = dimF = +o0).

69Caractérisation des isomorphismes en dimension finie :
Soit fe &/ (E,F) .Si E et F sont de méme dimension finie alors :
festunisomorphisme de E sur F @
& f injective
& f surjective de E sur F
© rgf = dimE (= dimF)

70Exercice :Soitn € N et VP € R,[X], ¢ (P) = (1 — nX)P(X) + X?P'(X). Montrer que ¢,, € GL(R,[X]).

71Théoréme du rang : Soit f € " (E,F) .
Si G est un supplémentaire de Ker(f) dans E alors Imf et G sont isomorphes. @
En conséquence : Si E est de dimension finie alors rg(f) + dim(Kerf) = dim(E)

72Prop. : Soit E et F deux K-e-v de méme dimension.
1) Si f est un isomorphisme de E sur F et H est un ss-e-v de E alors f(H) et H ont la méme dimension .
2) Si f est un isomorphisme de E sur F et G est un ss-e-v de F alors f~(G) = f~1(G) et f~1(G) et G ont la méme dimension .

73Propriété durang . Soit f € ~/ (E,F)et f € &/ (F,G) et h€ -/ (G,E)

1) Si g est un isomorphisme de F sur G alorsrg(g ° f ) = rg(f).

2) Si h est un isomorphisme de G sur E alorsrg(f e h) = rg(f).

Autrement dit, le rang est invariant par composition a droite ou a gauche par un isomorphisme.

1) rg(gef) < min (rg(f),rg(g)).

74NB : ce résultat rappelle le résultat sur les matrices : le rang d’une matrice est inchangé lorsqu’on la multiplie par une matrice inversible.

VI Projection et symétrie vectorielles.

75Déf. : Soient E un K-e-v et F et G deux ss e v de E supplémentaires dans E.

Pour chaque ¥€E ,3!(xz,%;) EF X G / X =Xz + X;, onpose alors p(¥) = Xy et q(¥) = x5 ets(x) =%p — X5
L’application p ainsi définie est appelée la projection vectorielle sur F parallelement a G (ou de direction G) et q est la
projection sur G de direction F. Les projections p et g sont dites associées a la somme directe F @ G =E .

L’application s ainsi définie est appelée la symétrie vectorielle par rapport a F parallelement a G (ou de direction G) .

p(%) est le projeté de ¥ sur F parallélement a G et q(X) est le projeté de ¥ sur G parallélement a F.

s(X) est le symétrique de X sur F parallélement a G

L’'espace F sur lequel p projette et I'espace G parallelement auquel p projette sont les éléments caractéristiques de p , de g et
des.




761llustration :

En dimension 2 : En dimension 3 :

77Propriétés : Soient E un K-e-v et F et G deux ss e v de E supplémentaires dans E et p et q les projections associées a la
somme et s la symétrie vectorielle par rapport a F parallelement a G directe F @ G = E : p projection sur F parallelement
a G et g projection sur G parallelement a F. Alors,

1. VXeE, % =p(X)+ q(%) est la décomposition de X comme somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G.

2. ptq=Ildgets=p—q=2p—Idg=1Id; —2q.

3. p,qetssontdesendomorphismes de E. p est I'unique endomorphisme de E tel que p,r = Idr et p;c = 0 /(g et s est
I'unique endomorphisme de E tel que s,r = Idp et s, = —ldg

qep=0(etpeq=0)

p?=pop =pletq’=qoq=q)etscs=Idg

F = Im(p) = Ker (p — Id) = {vecteurs fixes par p} = Ker(q) et G = Ker(p) = Im(q)

F = Ker (s — Idg) = {vecteur fixes par s} et G = Ker(s + Idg) = {X € E/s(¥X) = —X}

Im(p) @ Ker(p) =E (etIlmq @ Kerq =E) etKer (s —Idg) @ Ker(s+1dg) =E

NB si p est une projection alors p est la projection sur Imp et parallelement a Kerp : Imp et Kerp sont les éléments
caractéristiques de la projection p. Si s est une symétrie alors s est la projection par rapporta Ker (s — Idg) et
parallelement a Ker (s + Idg) : Ker (s — Idg)et Ker (s + Idg) sont les éléments caractéristiques de la symétrie s.

© N U A

78Caractérisation Soit f € - (E). Alors,

1. f est une projection (0)

< f estla projection sur Im(f) et parallelement a Ker(f) (1)

e fof =f @

& Imf @ Kerf = E etVy € Imf,f(y) = J (le. funr) = idmp) - 3)

2. f est une symétrie (0)

& f est la symétrie par rapport a Ker (f — Idg) et parallelement a Ker(f + Idg) (1)
=3 %(f + idg) est une projection (2)

< fof =ldg (3)

& Ker (f —1dg) @ Ker(f +1dg) =E . (4)

VIl Formes linéaires et hyperplans.

79Rappel-Def : Une forme linéaire de E est une application linéaire de E dans K. E*est 'ensemble des formes linéaires sur E.

80Def : Un hyperplan de E est un ss-e-v de E lorsque H admet une droite vectorielle comme supplémentaire dans E.

81Théoréme : Soit H un ss-e-v de E.
H est hyperplan de E< tout vecteur i € E\H vérifie : vect(i) @ H = E< H est le noyau d’une forme linéaire.




82Théoréme : On suppose que E est de dimension finie et B = (€;);e[1,, €St une base de E.

H est un hyperplan de E< dimH = (dimE) — 1

Sil existe ay, ay, ..., a, des scalaires non tous nuls tels que H = {3, x;&; / Y™, x;a; = 0}
—_

équation
de H dans B.

VIII Equations linéaires.

83Introduction :
1. SoitA € M, ,(K) et B € M, ;(K) et (S) le systéme d’équations linéaires : AX = B ol X € M,,; (K)est I'inconnue.
Soit ¢4 : (X » AX). @estlinéaire et (S) : p,(X) = B et (SH) : p4(X) = 0. Donc, Sol(SH) = Ker(¢p,).Et lorsque (S) est
compatible, les solutions de (S) sont sommes d’une solution de (SH) et d’une solution particuliére de (S) i.e. sommes d’un
vecteur de Ker(¢,) et d’une solution particuliere de (S).

1 0
2. Soit a et b deux fonctions continues sur un intervalle I et (E): y' + a(x)y = b(x). Soit ¢: <C (]R;‘ Hi); f a(}I]R‘ R)

Ker(p) = Sol(EH) et Sol(E) = {f, + h/ h € Ker(¢)}ou f, est une solution particuliére de (E).

). Alors

84Prop. : Soit fe ~(E,F) etb € F. Notons (e) I'équation f(X) = b d’inconnue % € E. f étant linéaire, (e) est une équation
linéaire. On note (eh) I'équation f(X) = 5F d’inconnue X élément de E, équation homogéne associée a (e).

Alors, Ker(f) est 'ensemble des solutions de (eh).

Ou bien, be Im(f). Alors (e) admet une solution particuliére v’et les solutions de (&) sont les vecteurs v° + Rtels que h e

Ker(f) ie. les solutions de (e)sont tous les vecteurs sommes d’une solution particuliére v’et d’une solution de I'équation
linéaire homogéne associée a (e).

Ou bien, b ¢ Im(f). Alors (e) n’a pas de solution.

85Applications aux suites récurrentes linéaires d’ordre 2 a coefficients constants:
Soit a et b deux réels et (v,),en et E 'ensemble des suites réelles vérifiant : Vn € N, u, ., + au,q + bu, = v,.
Notons H I'ensemble des suites h réelles vérifiant : Vn € N, hy,,, + ah, 1 + bh, = 0.

Démontrons les deux résultats suivants admis dans le chapitre « Suites particuliéres ».
1) S'il existe une suite t telleque: Vn € N, t,,, + at,, + bt, = vyalors E = {v + h/h € Ker (¢)} i.e. les suites réelles u vérifiant Vn €

N, up 42 + auy4q + buy, = v, sont les suites sommes de t et d’une suite élément de H.
2) H={a(Den + B (Dnen/(a, B) € R?} Si Ay> 0 et 1y et 1, sol° distinctes de (e.c). .
H = {(a+ Bn) (rp)nen/ (0, B) € R?} Si A= Oet 1y sol°de (e.c)..
H = {(acos (n6) + B sin (n6))p"/(a, ) € R*} si Ay, y< 0 et 7y = pe sol° de (e.c).

. RN - RN
1) Soitg: (u P (Unyz + Qlpig + DUp)nen
Montrons que ¢ € ~ (RN).
V(u' Z) € (RN)ZIV((X' ﬁ) € Rz' (p(au + ﬂZ) = ((aun+2 + ﬁZn+2) + a(aun+1 + ﬂzn+1) + b(aun + ﬂzn))
= (aupyz + aQupyq + bau, + Bznyz + afzn1 + bz )nen
= (QUnyz + aQUpyy + DUy )neny + (BZniz + aBZni1 + bBZy)nen
= a(Unyz + aUngq + Dupdnen + B (Zniz + aZny1 + bZpdnen
= ap) + Bo(2)

Donc, @ € - (RY). Ainsi, E est I'ensemble des solutions d’une équation linéaire. D’aprés le théoréme précédent, on peut donc affirmer que :
si E est non vide i.e. il existe une suite t telle que: Vn € N, t,,;, + at,1 + bt, = v, alors E = {v + h/h € Ker (@)} i.e. les suites réelles u
vérifiant Vn € N, u, 4, + au,q + bu, = v, sont les suites sommes de t et d’une suite élément de H .

). Alors E est I'ensemble des suites réelles u solutions de @ (u) = v et H = Ker(¢).

neN

Je vais trouver la dimension de H sans et pour trouver une base de H en utilisant un isomorphisme.

2) Donnons une base et la dimension de H.
e Tout d’abord H est un ss-e-v de RN cap’H c RN et la suite nulle est élément de H et si h et g sont deux suites de H et x et y deux
réelsalorsVn € N, (x hyyp + Ygn+) + a(xhyiq + ¥gns1) + b(xhy +ygn) = x (hpyp + ahyq + bhy) +
=0

V(hypyo + agniq +bgy) = 0,4Mdonc xh + yg € H.
=0

e  Pour trouver la dimension et une base on va construire un isomorphisme de R2 sur H.

Soit I': H —» R?définie par : I'(h) = (hg, hy).
I est bien définie et linéaire car si h et g sont deux suites de H et x et y deux réels alors I'(xh + yg) = (xhg + ygo, xhy + ¥g1) =
(xho,xhy) + (¥90,¥91) = x(ho, h1) + ¥(go, g1) = xI'(h) + yI'(g).
I est bijective car V( a,b) € R?,il existe une et une seule suite h telle que : hg = a,h; = b et Vvn € N, h,,,, + ah,,; + bh,, = 0.
Ainsi,I" est un isomorphisme de R2 sur H. Donc, dimH = dimR? = 2. Donc, une base de H est une famille libre formée de deux vecteurs de H.

e Cherchons les suites géométriques complexes NON NULLES vérifiant Vn € N, h,, ., + ah, 41 + bh, = 0. Soitr € C".
Mpey EH S VR EN, 72 4+ ar™*l 4+ hr* =0 © Vn €N, (r2 4+ ar + b) rt =0eri+ar+b=0

#0 car r#0

Ainsi, ™) ey € H © 1 sol°de ax* + bx + ¢ = 0.
e  Posons (e.c):ax*+ bx + ¢ = 0.



Ou bien A y> 0. Alors (e. c) a deux solutions réelles distinctes : r; et 1, et alors les suites géométriques (1" )ney et (17 )nensont éléments
de H.Commer, # 15, (1) nen, (MDnen) est libre et ainsi, (1) nen, (3 )nen) st une base de H. En particulier, les suites éléments de H
sont toutes les c.l. de (1) en €t (1) nen-

Ou bien A, cy= 0. Alors (e.c) a une seule solution : le réel 1y = —% et H ne contient qu’une seule suite géométrique non nulle :
() nen- Montrons que (nrf)pey € H.Vn €N,
Mm+2)r"" +am+ D" + barg™ = 4+ 2)n," " + a4+ D" + barg™ = nry® é+arg+b|+1,"|2ary + b| = 0.
=0 =0
Donc, (1§ nen € H.
Montrons que (M) nen, (T nen) est libre.
Soit (a, B) € RZ. a(mri)neny + BOMneny = 0 © Vn, anrd + fri = 0 = B=0et(a+Bry=0=2a=L=0.
e

pour n=0 puis 1 #0
Ainsi, (M) nen, 7§D nen) est libre et maximale dans H donc est une base de H. En particulier, les suites éléments de H sont toutes les c. . de
(rgl)nEN et (nr(;n)neN-
Ou bien A, )< 0. Alors (e. c) a deux solutions complexes conjuguées et non réelles : 7y et 1, et alors les suites géométriques
(M) nen et (rH) pensont complexes et vérifient : vn € N, 7™+2 + ar™*1 + hbr™ = 0. Posons, 1; = pe'®. On a donc,
vn € N’pn+zei(n+2)9 + apn+1ei(n+1)6 + bpneine =0i.e.
vn € N, p™*2(cos((n + 2) 0) + isin((n + 2)8)) + ap™(cos((n + 1) 0) + isin((n + 1)6))) + bp™(cos (n ) + isin(nd)) = 0 + i0.
Donc, par unicité des parties réelle et imaginaire du complexe nul,
vn € N, p"*2 cos((n +2)0) + ap™*tcos((n+1)0) + bp™cos (n6) =0 et Donc, les suites (p™ cos (1 0))nenet (p™ sin (n6))ney sont
p"2sin((n + 2)0) + ap™tisin((n + 1)0) + bp™sin(nd) = 0. éléments de H.
Montrons que ((p™ cos (1 8))pen, (p™ sin (n 6)),en)est libre.
Soit (a, B) € R2. a(p™ cos (1n.0))pey + B(p" sin (10))pey = 0 © Vn,ap™cos (n0) + Bp™sin (nh) =0

= azOet(acos(0)+ﬁ sin(B)) p =0=>a=8=0.
- . S——— R
pour n=0 puis 1 #0 car r1€R/ #0car r1€R

Ainsi, ((p™ cos (1. 6))nen, (p™ sin (1n.0))pen)est une famille libre et maximale dans H et est donc une base de H. En particulier, les suites
éléments de H sont toutes les ¢.l. de (p™ cos (1 68)),en et(p™ sin (1n.0))pen-

CCL: H = {a(rDyen + B (r3)nen/ (0, B) € R?} Si A )> 0 et 1y et 1, sol° distinctes de (e.c). .

H = {(a+ Bn) (r§)nen/ (@, B) € R?} 5i A 5= Oet 1 sol®de (e.c)..

H = {(acos (n6) + B sin (n6))p"/(a, ) € R?} si Ay, n< 0 et 7y = pe' sol° de (e.c).



