Sup PCSI 2024-2025 Mathématiques
TD 21 Séries numériques

Ex1 Soitx € Retp € N*Justifier que le série de terme générale u,est convergente et calculer sa somme.

Loy = n=2 > cor

2. u, = _2::+1 n=>0 6 n >0 )
3. u,=2"tan(2™™x),n=00ux #0 E] 7ooun = ( ( )) nz0oluac [0'5[
. . 8 u,=In(1+52) n22

Uy = — n
nT -1’
Ex2 Déterminer la nature de la série de terme général u,, :

_ sin (n) 1 2
1. u,= n—z—cos(nS) 12. u, = ecos(n) _ ecos(n).
2. u,=sin(n= —1nl2 n?+1
X n . (( )3) 13. u, =1In (nArctan( - )
. u,=sin(n
4 un 1 14. u, =vVn+avn+1+bvn+1 (oua,b réels)
CoUp=— s
(atyn 15. u, = =2 (tqga > 0)
5. u, =nx™ ol x réel |
6. u, =/ch(n) —/sh(n) 16. un = G
_ (/2 cos®(x) 17. R
7. u,= f "Zrcos 2(0) Un In(n)Iln (Chn(n)1)
1403 18. u, = nVZsin(G4)
8. wu, = Arccos |
24n3 n+3 n (n)
! i 4 19. un = (2n+1)
_|= sinestuncarré S
9. u, =)n . : 20. u, =In(n)e” V"
L 0 sinon e (10
10. u, = (n+—2)‘ -1 k! 21. u, = @ n ( + ;)
11. u, = Arctan(n + a) — Arctan(n) ot a € R ( utiliser 'IAF) 22. u, = —lnlngll))
3 3
23. u, = gug e R

Ex 3 Soit Y50 Uy €6 Ypso Uy deux séries a termes positifs convergentes.

1. Montrer que Y50 max (u,, v,) est convergente.
1 4

2. Endéduire que la série ), ,,50 U, 5V, 5 est convergente.

Ex 4 Soit f une fonction continue sur [0,1] et Vn € N,u,, = %fol t"f(t)dt. Montrer que la série de terme général u,, est

absolument convergente.

)Tl

Ex 5 En remarquant que -= f t*=1dt, montrer que la série de terme general ,n = 0, converge et déterminer sa somme.

Ex 6 Soit f un fonction de R dans R, contractante de rapport K .
Soit a un réel et u la suite définie par : uy = a et Vn, u,q = f(u,).

1. Montrer que YV, (U, — Uy| < K™ uy — ugl.

2. Endéduire que la suite u converge en utilisant le théoreme lien Série-Suite.
Ex 7 Soit a un réel. On pose S, = V1 +V2+..+Vnet v, = =
1. Trouver un équivalent simple de S,, en utilisant la méthode de comparaison série-intégrale.
2. Endéduire pour quelle valeur de a, la série de terme générale v, est convergente.

Ex 8 En utilisant la méthode de comparaison série-intégrale,
In%(n)

1) Déterminer, en fonction du parametre réel a, la nature de la série de terme général u,, = —, > 2.

; . . . 9 1
2) Déterminer la partie entiére de Y127

Bl
N

. . . ; . 1
3) Soit & €]1; +oo[. Déterminer un équivalent de R,, = Z,Jgfnﬂk—a ,n=1,

4) Montrer que la suite u définie par: u,, = (ZZ=1%) — 2+/n converge. Idem avec u,, = (Zﬁzli) —In (n).



Ex 9 Séries alternées
a) Soit une suite réelle (u,) telle que :

1. Vn,Ups Xu, <0 On dit que la série )., upest alternée.
2. lim u,=0
n—-+oo

3.  (Ju,l) est décroissante .
On pose S, = Y=o Uk Montrer que la serie de terme général u,, converge en utilisant les suites extraites (S,,,) et (Szn41)-
="

b) Application : Etudier la nature de la série de terme général v, = In (1 + n"‘

) en fonction du réel strictement positif a.

Ex 10 Critére 1 de d’Alembert Soit u une suite réelle et strictement positive et telle que lim % =1
n-+oo n
. +1\"
1. Montrer quesil € [0,1], alors u, = 0((%1) ) et Y50 Uy, CONvVerge.

n
2. Montrer quesil €]1, 4oo[, alors (HTI) = 0(u,) et Y pso U, diverge.
(nHepn
2n)!

1
3. Application : étudier la nature de ano:_{l et Ynso ou a, b réels et b>0.

Un+1 < Un+1

Ex 11 Critere 2 de d’Alembert Soit u et v deux suites réelles et strictement positives et telle que Vn,u— -
n n

Montrer que Y5 Vn CONVErge=y.,., U, converge

Ex 12 Soit )’ u, une série a termes positifs, convergente. Montrer que ano@ converge (indication : on pourra utiliser
Cauchy-Schwarz pour les réels).

Ex 13 Soit o une bijection de N* sur N* et vn € N*, S,, = >3-, G}E’;). Montrer que Vn = 1,S,, — S, = é.

a(n)
n? '

En déduire la naturede  Y,.5;

Ex 14
1
2M4x

Montrer que : Vx = 0,50 ﬁconverge. On pose Vx € RY, f(x) = 1%,
1 1
. > - =
Montrer que : Vx = 0, f (2x) 2f(x) o
Montrer que f est monotone.
Montrer que f admet une limite finie en +oo et déterminer cette limite.

Montrer que f est lipschitzienne.
Montrer que f est continue.

ok wnN R

_ 135...2n-1)

3
Ex 15 On pose Vn € N*,u,, = v, =nzu, ett, =In (@)

24..2n+2) ' vn

u
1 ot montrer que Y, t,, converge.

Un
2. Endéduire que ), u, converge
3. Vérifier que vn € N*, 2n — Du,,_, — 2n + Du,, = u, puis calculer la somme Y} u,,.
u, >0

a
VN, Upyq = Uy +—
Un

1. Simplifier

Ex 16 Soit (a,) une suite réelle et positive et (u,,) la suite définie par {

1. Montrer que (u,) est bien définie et monotone.
2. Montrer que : la suite (u,) est convergente sietssi la série de terme général a,, converge.



