Sup PCSI 2024-2025 Mathématiques Chapitre 22

Espaces préhilbertiens réels

| Espace préhilbertien réel . Produit scalaire

1 Déf du produit scalaire Soit E un R —espace-vectoriel .
On appelle produit scalaire sur E toute application @ définie sur E X E(= E?) et a valeurs dans R qui vérifie :

— — =

1.V(X,y,2) € E3V(a,B) € R, p(aX + BY,Z) = ap(X,Z) + Bp(¥,Z) i.e. ¢ est linéaire par rapport a la 1 variabld ¢ est
2.V(%,y,Z) € E3,Y(a,B) € R?, @(Z, ax + BY) = ap(Z,X) + B@(Z,Y) i.e.p est linaire par rapport 2 la Z"devariable?bilinéaire
3.Y(%,y) € E%, (%, y) = @(¥,X) ¢ est symétrique

4. VXEE (X)) =0 @ est

5.YXEE (X, X)=0X= 3} définie- positive

E , muni d’un produit scalaire, est appelé un espace préhilbertien réel .

2 notation : @ estnotée (. /.) ou (. /.) et (X, y) estnoté: (X/y) ou(¥/y).

3 Rque : Si les propriétés 1 et 3 sont veérifiées alors nécessairement, la propriété 2 est veérifiée . Donc en pratique, pour prouver
que ¢ est un p.s.sur E, il suffit de montrer que ¢ est une application de E? dans R qui vérifie les propriétés 1,3,4 et 5.

4 Reégles de calcul :
eVX€EE ,(%/0) =0 = (0/%)
o V(x_{,x_z’, - ,X—l;) € Ep’ V((Zl, aZ' aop ap) € ]Rp' (Z£=1 akﬁ /5}) = Zz:l ak (ﬁ/}_])) = (}_}/ Z£=1 akﬁ)

5 Exemples a connaitre _ :

1) sur R™:I'application (((xl, e %), (g, - .,yn)) DN xl-yl-) est un produit scalaire sur R" appelé produit scalaire canonique.

Cas particuliers :
Sur R : le produit est un produit scalaire sur R

Sur R? : I'application (((x, v), (a, b)) - xa + yb) est un produit scalaire sur R?
Sur R3 : I'application (((x, v,2),(a,b, c)) - xa+yb + ZC) est un produit scalaire sur R3

2) Soita et b deuxréels tels que a < b . Sur C°([a, b], R) : si w est une application strictement positive et continue sur
[a, b] alors I'application ((f, g) ~ f:f(t)g(t)w(t)dt) est un produit scalaire sur C°([a, b], R).

3) Sur R[X] : I'application ((P, Q) » f; ﬁ(t)@(t)dt) est un produit scalaire sur R[X]

4) SiP=Yl_ aqX*et Q =3r_ob X" et (P/Q) = Xi_oaby.L'application : (P, Q) ~ (P/Q)) est le produit scalaire
canonique sur R, [X].

5) Siag,a;,..,a,sontn + 1 réels distincts alors I'application : ((P, Q) » %o P(a;)Q(a;)) est un produit scalaire sur R, [X].

6) ((M/N) = tr(MTN)) définit le produit scalaire canonique sur M, (R)

6 Proposition Soit E un R e v muni du produit scalaire (. / .).
VG9) € B G € GDG) el < JGIOVGTT appelée Inbgalité de Cauchy Schwars
Deplus, |G/P)| = &/ (G/Y) < X ety sont colinéaires

7 On retrouve les inégalités de Cauchy-Schwarz prouvées dans d’autres chapitres :

1) Cauchy-Schwarz dans R™ muni du produit scalaire : {(xq,..,%,)/ (1, .-, ¥n)) = Xi=q X;y; : pour tous n-uplets
(x]_, x21 ey xn) et (ylr y2' :yn) ’ (Z?:l xiyi)z S (Z?:l xiz)(Z?zl }’iz)

2) On munit C°([a, b], R) du ps. (f/g) = f:f(t)g(t)dt, I'inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit alors :

Cauchy-Schwarz dans R™ dans C°([a, b], R) du ps. (f/g) = f:f(t)g(t)dt

pour toutes fonctions f et g continues sur [a, b] et a valeurs réelles, (f:f(t)g(t)dt)2 < (f:(f(t))zdt) (f:(g(t))zdt) .




. 2
3) Pour toutes matrices (a;;) et (b;;) de M, (R), |Z(l—’j)e[[1‘n]]2 al-]-bl-]-| < \/Z(i'j)eﬂlynﬂz a;;? Jz(i,j)e[[l,nﬂzbif

8Déf d’'une norme Soit E un Rev.

On appelle norme sur E toute application N définie sur E et a valeurs dans R et telle que :
1.VX€E,N((%)=0

2VXEENE) =0 &X=0)

3.VaeR, VX € E,N(ax) = |a|N(X)

4.V(%,7) € ELN(E +3) < N(&) + N(7) ( iCealiterianguiaire

9Notation et définition : N est souvent noté | || et N(X) est noté ||X]|.
Alors I'application d, définie sur E X E par: V(%,y) € E2, d(¥,y) = ||X¥ — J|| est |a distance associée a la norme|| || et
V(%,y) € E?, d(%,V) est |a distance entre X et .

10Théoreme norme euclidienne Soit £ un R e v muni du produit scalaire (. / .).

L'application || || définie sur E par: VX € E, ||X]| = +/(X/X) estune norme sur E appelée norme euclidienne associée au

produit scalaire (. / .).
I.T. C.S.

L'inégalité triangulaire et celle de Cauchy-Schwarz s’écrivent alors V (%, ) € EZ,||X + y|| 2 1R+ Iyl et |(Z/y)] 2120 vl

11Exemples
1) Dans R™ muni du produit scalaire canonique , la norme euclidienne canonique est [|(xy,.., x,) Il = /X7, %2,

2) Dans C°([a,b],R) muni du ps: (f/g) = f:f(t)g(t)dt, la norme euclidienne associée est ||f|| = ’f:(f(t))zdt.
3) Dans R,[X]dups: (P/Q) =X",P(a)Q(a;)ouay,a,,..,a, sontn + 1 réels fixés distincts alors ||P|| = /X1, P(a;)*.

4) Dans My,(R) munidups: (M/N) = tr(M"N), VM = (my;) € M,(R), M|l = /tr(M™™) = /z(i_j)eﬂl_n]z mg;?.

12Désormais , E un R e v muni du produit scalaire (./ .) de norme associée | ... ||.

13Def d’un vecteur unitaire: On dit que le vecteur % de E est unitaire ou normé lorsque ||| = 1.

x
M1 1

14Remarque : Tout vecteur X non nul de E est colinéaire & un vecteur unitaire car ¥ = ||% ||

15Propriétés : Des relations entre norme et produit scalaire. V(%,y) € E?,
1%+ y1IZ = 1%11* + 2(x/9) + IYII* etllx —ylI> = [IXII> — 2(X/9) + [I¥II®
(& +y/% - ) = IZII> = I¥ll*

#/) = 12 + 3112 — 12 - 5112

Il Orthogonalité

16Dans tout ce paragraphe , E est un R e v muni du produit scalaire ( . / . ) de norme associée || || .

1. Orthogonalité-Orthogonal d’une partie.

17Déf de vecteurs et espaces orthogonaux .

1) Deux vecteurs X et Y de E sont dits orthogonaux lorsque (X /¥ ) = 0.0Onnotex’ | y.

2) Deuxssev F et G de E sont dits orthogonaux lorsque VX € F,Vy €G, (X /¥y) =0 Onnote F| G .
3) Un vecteur y est orthogonal a un ss-e-v F lorsque VX € F,(¥ /y) =0.0nnotey | F.

18Déf de I’orthogonal d’une partie :
Soit X une partie de E. L’orthogonal de X est I'ensemble noté X des vecteurs de E orthogonaux a tous les vecteurs de X .
XL={i€eE /vieX,@/X) = 0}.
ie. 1€ XL sietssivi € X, (uU/X) = Osietssiwl X.

19Exemple : On munit R® du produit scalaire canonique alors P = {(x,y,z)/x + 2y — 3z = 0} = {(1,2,—3)}-.

20Théoreme Soit X une partie de E . Alors X--est un sous espace vectoriel de E et X-- = (vect(X))*.




21Propriétés 1) Si X et Y sont deux sous-ensembles de E tels que X c Y alors YL c X1 .

2) Silesss-e-v F et G de E sont orthogonaux alors F N G = {5} (i.e. F et G sont en somme directe).
3) Soit FetG sontdeuxssevdeE. AlorsG | F & GestunssevdeFL-.

NB :, pour étre
orthogonal a un ss-e-v
, il faut et il suffit
d’étre orthogonal a

22Caractérisation Soit (El))ie{l,..,p} une famille génératrice d’ unss-e-v F de E .
Soit % un vecteur de E et X une partie de E .
1. il FeideFte vie{l,..,p},(@@/e)=0.
Autrement dit, F+ = (iicE/vi € {1,..,p},(i/e;) = 0}.
) . ) 1) ] = t | t
2. X1F oXc Flro vieX,viell,..,p),(2/e) = 0. ous 1es VEcteurs
générateurs de ce ss-

3. SiG estless-e-vengendré par (Gy)x=1.4 alorsG | F & Vke{l..,q},Vee(1,..,p},gr Leg. -

2. Famille orthogonale, famille orthonormale

23Déf d’une famille orthogonale , orthonormale Soit B = (e;);; une famille de vecteurs de E .
¢ B est une famille orthogonale lorsque les vecteurs de B sont deux a deux orthogonaux .
ie.V(k,m) € I*,(m =k = (e,,/e;) = 0)
* B est dite base orthogonale de E lorsque B est une base de E et B est orthogonale.
B est dite orthonormale (ou orthonormée )lorsque B est orthogonale et les vecteurs de B sont unitaires i.e. lorsque :
V(k,m) € I?, (e, /ex) = i (symbole de Kronecker))
¢ B est dite base orthonormée (B. 0. N) de E lorsque B est une base de E et B est orthonormale .

24Remarques
eUne famille orthonormale ne contient jamais le vecteur nul
Si B = (e;);; une famille de vecteurs de E ,orthogonale , alors V(a;);; € R}, B’ = (a;e,;); est une famille orthogonale.

| 25Propriété: Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est libre. En particulier, toute famille orthonormale est libre . |

| 26Théoreme La base canonique de R" est une BON pour le produit scalaire canonique de R". |

27Autres bases ortho(...) a connaitre et savoir redémontrer

2) (Ei]-)izl,,n est une BON de M, (R) muni de son p.s. canonique.
j=1.n

3) (X*)=o.n est une BON de R,,[X] de son produit scalaire canonique .
4)Soitagy,a, ,..,a, (n+ 1) réels distincts . On munit R, [X] du produit scalaire (P/Q) = X\i-, P(a;)Q(a;) et on définit les

; (Z pour k € [0,n]. Alors (Ly)x=o.n€St une BON de R, [X].
k=4j

polynémes : L, (X) = [1}=o

j#k
5) On munit C°([0, ], R) du produit scalaire ((f, g) fonf(t)g(t)dt) et on définit fi.: (t — cos (kt)) . Alors (fi)xen €St une
famille orthogonale donc libre.

2sffhéoremede Pythagore : Les vecteurs et ¥, de E, sont orthogonaux si et seulement si || + 7|12 = |12 + ||5]|% . |

29Généralisation (de =): Si B = (&,);(1,.,n} €t une famille orthogonale de vecteurs de E alors V(@;);(1,.n} € R", |

n 2 n ) )
D @z =) jarie
=1 =1

30Théoréme d'orthonormalisation de Gramm = Schmidt : Construction d’une famille orthonormée de E a partir d’une famille

libre. SoitV = (71)1-6{1,"””} une famille libre de vecteurs de E .
Alors, il existe une famille orthonormée B = (&,);(1,.n} de E telle que : Vie{l,..,n}, e, € vect(vy,vs,..,7,).

lll Espaces euclidiens

1. Définition

31Déf : E est un espace euclidien lorsque E est un espace préhilbertien réel de dimension finie (i.e. un R e v de dimension finie |
muni d’un produit scalaire) .

3



Dans ce paragraphe, E est un espace euclidien de dimension n et dont le produit scalaire est noté (. /. ) et la norme associée |||| J

32NB : Si F est un ss e v de E alors en restreignant le produit scalaire a F X F, je munis F d’une structure d’espace vectoriel
euclidien appelée structure induite par celle de E . F est alors un espace euclidien.

2. Existence d’une BON

| 33Théoreme Tout espace vectoriel euclidien de dimension non nulle posséde une BON .

34Exercice : Déterminer une base de R,[X] muni du produit scalaire : (P/Q) = folls(t)(j(t)dt.

35Théoréme de la base incompléte : Toute famille orthonormée d’un espace vectoriel euclidien E peut étre complétée pour
obtenir un BON de E.

3. Ecriture dans une BON

36Proposition : Ecriture dans une BON .

.....

Si (1, X3,..,X,) €t (¥1,¥2,..,Yn) sont les composantes de respectivement X et  dans la base orthonormée B = (e,);(1,n; alors
n

n
vi € [1,n],x; = (X/e), I%]1? = E x;? et (x/y) = E XY
- i=1
i=1
Autrement dit :

F= G/EE e |7 = kz_l(a?/ék)z et @N=). GG

(X/e)) /e
Matriciellement : matzx¥ = X = (x/:ez) , matgy =Y = (y/:ez) , @/ =XTy=YTXx et [X|*>=XTX.
(X/en) /en)

37NB : Calculer le produit scalaire de deux vecteurs revient a effectuer le produit scalaire canonique de leurs n-uplets de
composantes dans une BON . Calculer la norme d’un vecteur revient a calculer la norme euclidienne canonique de son n-uplet de

composantes dans une BON . [(Z/7) = X xy; = (Ceryo0 )/ o)), IE = /S 22 = Gy, o, x|

38Exercice : Soit ag , a; , .., a, des réels distincts et Vk € [0,n], L, (X) = [1}=o
Jjzk

X
ar— j

IV Supplémentaire orthogonal d’un ss-e-v de dimension finie
et projection orthogonale sur un ss-e-v de dimension finie .

Dans ce paragraphe, (E, (. /.)) un espace préhilbertien réel de norme associée |||| .

F désigne un sous-e-v de E tel que F est de dimension finie. F est donc un e-v euclidien et possede donc une B. 0. N.

1. Supplémentaire orthogonal d’un ss-e-v F de E tel gue F est dimension finie

{Z Montrer que VP de R,[X], P = Yj—o P(ay)Ly.

39Propriété Si F est un ss e v de I'espace préhilbertien réel E et F est de dimension finie alors
1. E=F®F~L ie. FL estunsupplémentaire de F dans E

2. F-lestle seul supplémentaire de F dans E qui soit orthogonal 3 F. onnote E = F @1 FL
3. (FO)' =F.

40Définition: F-Llest appelé le supplémentaire orthogonal de F dans E

41Conséquence : si E est de dimension finie alors dimF + dimF+ = dimkE.

2. Projection orthogonale sur un ss-e-v de dimension finie.

42Définition : Soit E un espace préhilbertien réel et F un ss-e-v de E tel que dimF < +oo.
La projection orthogonale sur F est la projection sur F et parallélement a F* et est notée DF .
Soit X € E. pp(X) est le projeté orthogonal de X sur F et p,.| (X) = ¥ — pr(X) est le projeté orthogonal de ¥ sur FL.

43Conséquence : On sait que : Impy = F et Kerpp = F*donc Impy et Kerpg sont orthogonausx.



44Caractérisation d’une projection orthogonale. Soit E un espace vectoriel euclidien et p une application de E vers E.
p est un projecteur orthogonal sur E sietssi p €L (E)etp o p = petIm(p)_LKer(p).

5 6 -3
45Exercice : R®est muni de son produit scalaire usuel. Soient M = i( 6 10 2 > et p 'endomorphisme de R® canoniquement
-3 2 13

associé a M . Montrer que p est une projection orthogonale , en donner ses éléments caractéristiques. Déterminer une base
orthonormée de R3 dans laquelle la matrice de p est diagonale.

3. Projeté orthogonal sur un ss-e-v de dimension finie

46Caractérisations du projeté orthogonal Soit E un espace préhilbertien réel et F un ss-e-v de E tel que dimF < +oo
Soit X un vecteur de E
1. pr(X) et p,1 (X) sont les uniques vecteurs de respectivement F et FL vérifiant X = pp(¥) + ppL(X).
2. pp(%) est 'unique vecteur de E tel que : pp(¥) E Fet X —pr(X) L F .

pp(®) = X0_ A,
et VI € [1,p], & —pr(X)/w) =0
4. Si(€)ie(1,.p) €St une base orthonormée de F alors VX € E, pp(X) = o (X/eey .

3. Si (u—k))ke{l,..,p} est une base de F alors pp(%) est 'unique vecteur de E tel que : {

47Exercice : Déterminer le projeté orthogonal de 3X% + 2X — 1sur F = {P eR,[X]/P’(0) = 2P(0)} dans Rz[X] munidu p.s.
(P/Q) = P(0)Q(0) + P(DQ(1) + P(=1)Q(—1) de Re[X] .

48Prop : SoitX € E.
Lo IZI? = llpeGOIZ + 11X — pr GO et [1X]] = llpr @)l
2. VfeF|IZ—p:@I < |% -1\

49Conséquence: Vx € E, [|¥ — pp ()|l = min{||% — f”/f € F}; autrement dit, ||¥ — pg(%)]| est la plus courte distance entre X
et n’importe quel vecteur de F .

50Définition : pour tout ¥ € E, min{]|X — f”/f € F} est la distance entre X et F notée d (%, F).
Cette distance est atteinte en un et un seul vecteur pz(X). Autrement dit, pour tout ¥ € E, pp () est 'unique vecteur de F
vérifiant: VX € E,d(%,F) = d(%, pF(J'c’)) = [|X —pr(X)| = ||pFl(5c’)||.

s
2

51Exercice : Calculons inf  p)er? fo (sint — at — b)?dt

52Proposition : projection orthogonale sur une droite, distance a une droite :
(/1) -

2 D) =
@b et d(x,D)

5 G/ ”

Soit D la droite vectorielle engendrée par le vecteur i de E. Soit X € E. Alors, pp (%) = X=Gm

IV Hyperplan d’un espace euclidien.

Dans ce paragraphe, E est de dimension finie i.e. E est un espace euclidien.

53Proposition-Définition: projection orthogonale sur une hyperplan, distance a un hyperplan quand E est de dimension finie
Soit H un hyperplan de I'espace euclidien E.

1. H? est une droite vectorielle. Tout vecteur directeur (donc non nul) de cette droite H est appelé un vecteur normal a H.
|/m)]

2. Pour tout vecteur 77 normal 3 H, d(¥,D) = T

= = = = NPT

vecteur normal i = Y7 ne, .Alors, H={X €EE/X =Y x;e,et Y, xn;=0 } et d(xD) = [Ziy x|
-—— Lo~ . n 2
équation de H dans B oUX=N1" | Xi€; « Yij=1Mi




