Sup PCSI 2024-2025 Mathématiques

TD 22 Espaces euclidiens

Ex 0 Est-ce un produit scalaire ?

0 0 1
Soit A = (1 0 0). L'application ¢: ((X,Y) = XTAY) est-elle un produit scalaire sur M3 ; (R)?
0 1 0

. . . . R? >R
Ex 1 Est-ce un produit scalaire ? Soit a, b, c et d des réels et ¢: .

(x,y),(x',y") » axx' + bxy' + cx'y + dyy'
a) Justifier que ¢ est bilinéaire et symétrique.
b=c
b) Montrer que ¢ est produit scalaire sur R? sietssi { a>0
b?—ad <0
Ex 2 Montrer que @: ((P,Q) » X% P(n)Q(n)e ™) définit un produit scalaire sur R[X].

Ex 3 Soit a = (a,)une suite d’éléments de [0,1]. On note A = {a,, /n € N}.

A.Préliminaire : A est dense dans [0,1] lorsque tout intervalle inclus dans [0,1] contient au moins un élément de A ; autrement dit lorsqu’
entre deux réels de [0,1], il y a toujours un élément de A.

Montrer que si A est dense dans [0,1] alors tout élément de [0,1] est limite d’une suite d’éléments de A.

: o 1
B.Soit £ = C°([0,1], R) et o(f, 9) = En-o 57 f(an)g(an) -

1. Justifier que : V(f, g) € E?, o(f, g) existe bien.

2. Montrer que @ est un produit scalaire sur E sietssi A est dense dans [0,1].
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Ex 4 Soient u et v deux vecteurs non nuls d’un espace préhilbertien. Montrer que || u”2 -
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Ex 5 CAUCHY-SCHWARZ.... Dans R"
1. Soit x, y, et z des réels tels que 2x2 + y? + 3z*> < 1. Montrer que (x + y + z)? < 1?1.
2. Soit (xq,x5,..,x,) € R™

a) Démontrer que (Xh_; x)2 < nYr_, x2.

b) Onsupposeici que Vk € [1,n],x, > 0 et Y¢_;xx = 1. Démontrer que Zﬁzli > n2. Etudier le cas d’égalité.

a b c
3. Soita, b et c trois réels tels que a> + b> + c2 = 1.0nposes =a+b+c etD=|c a b|.
b ¢ a

a) Montrerque D = 25(3 —s2).
b) Justifier que |s| < /3.
c) Endéduire que |D| < 1.

EC)? _
E(X)z S P(X 21) ( Cf TD variables

4. Démontrer que : si X est une variable aléatoire non nulle a valeurs dans N et sur un univers fini alors

aléatoires)

Ex 6 CAUCHY-SCHWARZ.... Dans M,,(R) Justifier que V(4, B) € S,,(R)?, [tr(AB)]? < tr(A®)tr(B?).

Ex 7 CAUCHY-SCHWARZ.... Dans C°([a, b], R).
1. Soit f € €°([0,1],R*).Vk € N, on pose I, = folx"f(x)dx. Montrer que V(n,p) € N, 17, ), < L, 15,
; - b b1 . e

2. Déterminer inf {(fa f) (fa f) /f € C°([a,b],R )}.
3. Soit f une fonction de classe C* sur [0,1] a valeurs réelles et telle que £(0) = 0.

a) Soit x € [0,1] .Montrer que : f(x)? < x foxf’(t)zdt )

T 1 1,01 .,

b) En déduire que : [ f(x)*dx < Efo f'(x)%dx.

4. Soit f et g réelles et continues sur [0,1] et telles que folf =0.

Montrer que (folf(x)g(x)dx)2 < (folf(x)zdx) (folg(x)zdx - (folg(x)dx) 2).

Ex 8 CAUCHY-SCHWARZ....Dans R[X]lustifier que VP € R[X],[[”, tP(t)dt]* <2 [ (P(t))?dt.

Ex 9 Soit (n,p) € (N")2et (E, (. /.)) un espace vectoriel euclidien de dimension n. Soit e;, e,, ..., e, p vecteurs de E tels que :
vk, llell = Let Vx € E, |Ix|I> = Xh_,(x/er) %

1. Montrer que B = (e, €, ..., €p) est une famille orthonormée. Déterminer (vect(B))*.

2. Endéduire que B est une base de E et p = n.



Ex 10 Soit E un espace euclidien et F un sous-espace vectoriel de E. On note py la projection orthogonale sur F. Montrer que :

V() € B2, (pp(W)/v) = w/pr() = (0r(W)/pr(®)).

Ex11 V(P,Q) € R,[X]? on pose (P,Q) = Y., PX(0)Q™(0).

1. Montrer que ((P, Q) = (P, Q)) est un produit scalaire (p.s) sur R,[X].On munit désormais R,[X] de ce produit scalaire.
2. SoitH = {P € R, [X]/P(1) = 0}. Justifier que H est un ss-e-v de R,,[X] et déterminer H. Calculer la distance de X a H.

3. Déterminer les uniques réels positifs Ao, A4, ..., A, tels que (1, X*),—o.n st une base orthonormée de R,,[X] pour ce p.s.

4. Endéduire le projeté orthogonal de T = 3X™ — 4X™ 1 + 5X3 4+ 2X% — 1sur F = {P € R, [X]/P(X) = P(—X)}.

1 ~ ~
Ex12 V(P, Q) € R,[X]% (P/Q) = [, P(OQ(D)dt.

1. Montrer que (./.) estun p.s sur R, [X].

2. Pourn = 3, trouver une BON de R3[X] muni de ce p.s.

3. Soit H ={P € R, [X]/XP(X) = P(X?)}.Montrer que VQ € R,[X],p(Q) = E [ t(j(t)dt] X.

Ex 13 On munit R*du produit scalaire canonique. Soit H = {(x,y,z,t)/x —y+z—t =0}etF = {(x,y,z t)/x +y=y+z =z + t}.
1. Montrer que H est un hyperplan et préciser H+.

2. Déterminer une base orthonormée de H.

3. Déterminer la matrice de py et celle de p,1dans la base canonique de R*.

4. SoitX = (x,y,zt) € R*. Déterminer d(X, F).

Ex 14 On munit M,,(R) du produit scalaire usuel : (4/B) = tr(ATB).
1. Prouver qu’il s’agit bien d’un p. s. sur M,,(R)

Déterminer D, (R)*.

Montrer que S, (R)* = AS, (R) .

Montrer que VA € M,,(R), |tr(4)| < vn||A]|l.

Montre que V(4, B) € M, (R)?, ||AB|| < [IA|llIBI|.

vk wnN

Ex15 V(P,Q) € RIX]% (P/Q) = [ P(DO(t)V1 — t?dt.

1. Montrer que (./.) est un produit scalaire sur R[X].

2. Montrer qu’il existe une unique suite de polynémes réels (Q,,) ey telle que vn € N,Vu € R, sin((n + 1)u) = sin (u)Q, (cos(w)).
Déterminer le degré et coefficient dominant de Q,,.

3. Montrer que la famille (Q,,),,en€st orthogonale.

4. Soit g: ((a, bc) o f_ll(tg +at?+ bt + C)Zm dt)' Montrer que g admet un minimum et préciser en quels points ce

minimum est atteint.
Ex 16 Calculer inf 4 p)ege fon(e" — acos(x) — bsin(x))?dx.

Ex 17 Soit E = C*([—1,1], R)muni du produit scalaire (f/g) = f_llf(t)g(t)dt.
A. Soit H= {f € E/f(0) = 0}. Montrer que H est ss-e-v de E et H* = {0}. Que pensez-vous de (H+)* ?
B. Etudions deux familles orthogonales.

X (x? — 1)n> et p, = u, '.Montrer que (p,)nenest une famille orthogonale de E.

2. a) Montrer que pour tout entier naturel n, I’équation xtan(x) = 1 admet une unique solution x,, dans I' intervalle]nm, nm + g [.

1. Vn € N, on pose un:(

b) Justifier que lim x, = +oo et donner un équivalent simple de x;,.
n—-+oo

2 [-L1] >R
¢) On pose a, = 2+—x”2 et fu: ( L Cos (xnt)>. Montrer que (f;,),enest une famille orthonormée de E.
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