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Révisions sur les équivalents et DL usuels et méthodes d’obtention +
Chapitre 21 Séries numériques.

| généralités

Définitions :

e Série de terme généralu, , notation; somme partielle de rangn

e  Série convergente, divergente -nature d’une série

e Somme d’une série convergente- reste de rangn

e  Série grossierement divergente.
Condition nécessaire de convergence- Réciproque fausse.

Il Opérations

Condition nécessaire et suffisante de convergence d’une série complexe.
Influence des premiers termes sur la nature et sur la somme d’une série.
Combinaison linéaire de séries convergentes et relation entre les sommes.
Nature d’une série Y,,,50 Un + 1y, g Xpso Uy, diverge et ) ,,50 v, cOnverge.

Nature commune de Y,,-¢ U, et Y50 AU, oU a € C* et relation entre les sommes.
Nature commune de Y} ,50 U,et Yinso U, OUa € C* et relation entre les sommes.

Il Séries particulieres
Séries géométriques Y.,,50 a"

()
Séries de Taylor anof n(a) b—a)™

n
Série exponentielle complexe Y,.5q i—,

- . 1 - 1 1 d
Série de Riemann 2”2111_(1' Cas particuliers Z,’;’zlz ~+0 IN(N) et 2;5201; =T

6
IV Séries réelles et a termes positifs
Condition nécessaire et suffisante de convergence d’une série a termes positifs : majoration de la suite des
sommes partielles.
Trois théoremes de comparaison :
Yins0 Up CONVErge = Yi,50U, CONverge.
Yinso Uy diverge = Y., v, diverge
2) SivneN, 0 <u,et 0<v, et u, =0(v,) (en particulier, u,, = o(v,) ou u,~v,)
Ym0 Un CONVErge = Y..-0 U, converge.
Yinso U, diverge = ..o v, diverge
3) SivneN, 0<u,etu,~v, alors (X0, cONverge < Y., U, converge).
V Comparaison série-intégrale
Soit f une fonction continue et décroissante et positive sur [n,, +oo[. Alors,

1) Si vn €N, OSunSUnalors{

alors{

la série ¥, f (1) converge < la suite (frz) f(t)dt) converge.

VI Séries absolument convergentes

Définition d’une série absolument convergente
Si la série de terme général u,, est absolument convergente alors la série de terme général u,, est convergente et

XS ue | < XF8|ugl - laréciprogue est fausse.
VIl Lien suite-série. Séries télescopiques.
La suite (u,,) converge sietssi la série de terme général u,,,; — u, converge.

Chapitre 22 Espaces préhilbertiens réels
| Produit scalaire et norme

e  Définition d’un produit scalaire . Définition d’un espace préhilbertien réel E.
E? >R
l'application :( 5 o g )est un produit scalaire sur le R-e-v E lorsque
PP @y - @) P q
v @estbilinéaire: V(%,y,7) € E3, (aX + By/Z) = a(X/2) + B(¥/Z) et(Z/aX + BY) = a(Z/X) + B(Z/Y)
v @estsymétrique: V(% y) € E2, (X/y) = (J/%).



l’application N :(

v @ estdéfinie positive : VX € E, (/%) =0et[(#/) =0 %=0
Produit scalaire usuel (canonique) dans R®, R,,[X], M,,(R), C°([a, b], R), R[X].
Régles de calcul et inégalité de Cauchy-Schwarz.

v VZEE,(¥/0)=0.

v V(x_)l,x_z)x ﬁ: ﬁt ﬁt y_p)) E ETL+p’ V(al' 060 4 an' ﬁl' '"Iﬁp) € RH'FP ’ (2?:1 aiyl)/ Zf:]_ Blﬁ) = ?:1 Z;‘le alﬁ](yl)/ }7)])
CS

v Y(@&,3) € E? (7572 GIDG/P).
Définition d’une norme .

E - R
% e |IZ]]
v VZEE|X|=0
v VZE€E[|Z=0e%=0]

v VX EE,VAERI|AZI = A2

1.T

v V(&) €E2 |12+ 5l S 1Z] + l|I7]].Inégalité triangulaire
E
X o (X/%)

) est une norme sur le R-e-v E lorsque

Norme euclidienne : N : ( ) est une norme sur E dite norme euclidienne (norme associée a un produit scalaire).

@
Nouvelle écriture de Uinégalité de Cauchy-Schwarz. ¥(%,3) € E2, |@/9)] < lIZII7Il.
1

Identité de polarisation¥(%,¥) € E?, (X/y) = Z (1% + 112 = 1% = y11%] .

rth nalité ns un réhilbertien E

Définition de deux vecteurs de E orthogonaux: ¥ L i lorsque(X/u) = 0, d’un vecteur orthogonal & une partie X de E : i L

X lorsque VX € X, (/1) = 0, de deux parties de E orthogonales: Y L X lorsque VX € X,Vy € Y, (¥/y) =0

Définition de Uorthogonal X* d’une partie X de E : X* = {ii € E/VX € X, (¥/u) = 0}.

L’orthogonal X* d’une partie X de E est un sous-espace-vectoriel de E et X* = (vect(X))*.

Propriétés :

v SiXcYalorsYt c Xt

v" Sideuxss-e-vF et G de E sont orthogonaux alors F et G sont en somme directe et G est un ss-e-vde F* et F est un ss-e-v de
GJ_

Caractérisation de l'orthogonal d’un ss-e-v de E engendré par une famille de vecteurs :

v’ SiF = vect(uy, ..., up) alors [¥ € F1 & Vi € [1,n], (X/w;) = 0].

v SiF =vect(uy, ..., u,) etG = vect(v_{, ...,@) alors [F 1 G < Vi € [1,n],vj € [1,/], (w,/v) = 0].

Définition d’une famille orthogonale, orthonormale, d’une base orthogonale et d’une base orthonormale.

Base orthonormée de R™muni du p.s canonique . Idem dans R, [X], M,,(R).

Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre. Toute famille orthonormée est libre.

Théoréme de Pythagore : ¥ | i < ||% + |2 = ||X]|? + ||2]|%. Et la généralisation de « = »: Si (g, ..., Uy,) est une famille

orthogonale alors pour tous réels ay, @y, ..., @y, 1B @2 = X laq Pl 1%

Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt : Si (v, ..., 7,) est une famille libre de vecteurs de E alors il existe une famille

orthonormée de vecteurs (ey, ..., €,) de E tel que Vi, e, € vect((vy, ..., D,).

lll Espace euclidien E

Définition d’un espace euclidien E.

Existence d’une BON : tout espace euclidien de dimension non nulle posséde une BON.

Théoréeme de la base incompléte : toute famille orthonormée d’un espace euclidien peut étre complétée pour obtenir une BON
de cet espace.

Ecriture dans une BON : Soit B = (e, ..., ;) une BON de ’'espace euclidien E. Alors pour tout (X,y) € E? tels que X =

Yk=1Xiek et ¥ =Ygy, ona: xo = (%/e), (X/¥) = Tk=r xieyic et 12l =y Xkoq ™.

Questions de cours :

1.

N ok

Théoreme de condition nécessaire mais pas suffisante (avec contre-exemple) de convergence
d’une série

Théoreme de comparaison série-intégrale

Théoréme de convergence d’une série absolument convergente

Premier et deuxieme théoremes de comparaison

Inégalité de Cauchy-Schwarz.

Norme euclidienne

Procédé d’ortho-normalisation de Gramm-Schmidt
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_ 3
Ex10OnposeVn € N*,u, = % v, =nzu, ett, =In (@)

et montrer que ). t,, converge.

Un
Un+1
Un
2. Endéduire que Y, u, converge

3. Vérifierque Vn € N*, 2n — Du,_; — 2n + Du, = u, puis calculer la somme Y2 u,,.

1. Simplifier

Ex2
Soit f continue et strictement positive sur [0,1] . On pose pour tout entier naturel n, I, = fol f(t)dt. Montrer que la suite

L PP .
("—“) est définie et croissante.
In neN



