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Présentation et mode d’emploi

Qu’est-ce que ce cahier ?

Ce cahier est un cahier de calcul, basé sur le programme de mathématiques collége/lycée ainsi que sur le
programme de premiére année de Post-Bac. Il ne se substitue en aucun cas aux TD donnés par votre professeur
de maths mais est un outil pour vous aider & vous améliorer en calcul.

A quoi sert-il ?

Fin mathématiques, la technique et le caleul sont fondamentaux.

Sans technique, il est impossible de correctement appréhender une question mathématique. De méme que l'on
doit faire des gammes et beaucoup pratiquer lorsque 'on apprend un instrument, on doit calculer régulidrement
lorsque I'on pratique les mathématiques, notamment en CPGE et dans les études Post-Bac.

Comment est-il organisé 7

Ce cahier comporte plusieurs parties :

& Un sommaire vous permettant d'avoir d*un seul coup d’eeil les différentes fiches de ce cahier de calcul, et
de noter celles que vous avez déja faites ou pas.

e Une partie de calculs élémentaires, faisables dés le début de la premiére année, et centrée sur les caleuls
¢ de base » : développement, factorisation, racines carrées, fractions, etc. Cela peut vous paraftre simple,
mais sachez que ce type d’erreur de calcul est toujours fréquent, méme en spé, méme sur les copies de
concours. Travailler les techniques élémentaires de caleul vous facilitera grandement la viel

e Une partie lide au programme de premiére année : sont indiqués précisément les chapitres nécessaires pour
pouvoir aborder chaque fiche de calculs.

e Les réponses brutes ainsi que les corrigés détaillés, qui sont & la fin du cahier.
Chaque fiche de calculs est organisée ainsi :
e Une présentation du théme de la fiche et des prérequis (notamment, pour des techniques propres 4 certaines
filidres, on précise de quelle filiére il s’agit)
e Une liste de caleuls, dont le temps de résolution (incluant la longueur et la technicité du calcul) est
symbolisé par une (754 48), deux (1 @), trois (1 G@S) ou quatre (GGGE) horloges.
s Vous étes invité & écrire directement les réponses dans les cadres prévus a cet effet.




Comment ’utiliser ?

Un travail personnalisé.

Ce cahier de calcul est prévu pour étre utilisé en autonomie.

Choisissez les calculs que vous faites en fonction des difficultés que vous rencontrez et des chapitres que
vous étudiez, ou bien en fonction des conseils de votre professeur de mathématiques.

Pensez aussi a 'utiliser & ’issue d'un DS ou d’une colle, lorsque vous vous 8tes rendu compte que certains
points de calcul étaient mal maltrisés.

Enfin, ne cherchez pas & faire linéairement ce cahier : les fiches ne sont pas 4 faire dans 'ordre, mais en
fonction des points que vous souhaitez travailler.

Un travail régulier.

Essayez de pratiquer les calculs & un rythme régulier : une quinzaine de minutes par jour par exemple.
Privilégiez un travail régulier sur le long terme plutdt gu'un objectif du type « faire 10 fiches par jour
pendant les vacances » .

Point important : pour réussir 4 calculer, il faut répéter. CPest pour cela que nous avons mis plusieurs
exemples illustrant chaque technique de caleul.

1l peut étre utile de parfois refaire certains calculs : n’hésitez pas a cacher les réponses déid écrites dans
les cadres, ou & écrire vos réponses dans les cadres au crayon & papier.

Un travail efficace.

Attention & Putilisation des réponses et des corrigés : il est important de chercher suffisamnment par soi-
méme avant de regarder les réponses et/oun les corrigés. Il faut vraiment faire les calculs afin que le
corrigé vous soit profitable.

N’hésitez pas 3 ne faire qu’en partie une feuille de caleuls : il pent étre utile de revenir plusieurs fois &4 une
méme feuille, afin de voir & quel point telle technique a bien été assimilée.

La progression

Avoir une solide technigue de caleul s’acquiert sur le long terme, mais st vous étudiez séricusement les fiches de
ce cahier, vous verrez assez rapidement des progrés apparaitre, en colle, en DS, ete. Une bonne connaissance
du cours combinée & une plus grande aisance en calcul, c’est un trés beau tremplin vers la réussite en prépa ou
dans vos études!

Une erreur ? Une remarque ?

Si jamais vous voyez une erreur d’énoncé ou de corrigé, ou bien si vous avez une remarque & faire, n’hésitez pas
8 écrire & P’adresse cahierdecalcul@gmail. com.
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Fiche de caleul n° 10

Primitives

Ymposé

 Intégration de Terminale, Dériy osée.
yperbolique,

- Trigonométrie directs et Técipro

00%4a

Pour chaque fonction 3 intégrer on pourra commencer par chercher les domaines ol elle admet des primitives.

Calculs directs

Calcul 10.1 B
Déterminer directement une primitive des expressions suivantes.
a) . c) 3
TR ) CRRRER LR LR
3 3
) GroyE d) sin{4t) ...l
Calcul 10.2 S

Méme exercice.

1
v1i+t— s U
@) VIt+i-Vi ) T
b) et . !
) ) Togm

Utilisation des formulaires

Calcul 10.3 — Dérivée d’une fonction composée.

L e6

Déterminer une primitive des expressions suivantes en reconnaissant la dérivée d’une fonction composée.

2) 942 ) 7t
T STTRITPRIIINI it AR
i
D) EVIH 22l | ) =
t 12t
€) e e £) e e,
) e ) TreeR

Calcul 10.4 — Dérivée d’une fonction composée — bis.

Méme exercice.

=8

2) Indt ) 1
T BE
b) 1 et Le~t
g ) e RERRRSTRITIRRS
8e?t et
C) (3m32t)3 .................... f) 'Eé- ...........................
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Calcul 10.5 — Trigonométrie. s el

Déterminer une primitive des expressions suivantes en reconnaissant la dérivée d’une fonction composée.

9, . 2 cost
a) costsint....... g) tan®t........... 1) T —smip
b) cos(E)e®™t....... h) tandt........... r
) 14442 B
tan> ¢
¢) tant............ ) R, ny &
COSZ t 1 + 82‘: ..........
) st ) 1 o Arcsin(t)
1—sint cos2(t)vtant ) i
sin+/t 2
e) Y R k) 5‘{% _______ ) 1
an V1 — t2Aresin(t)
p costeln®)
t
Calcul 10.6 — Trigonométrie — bis. gt o F T
Déterminer une primitive des expressions suivantes en utilisant d’abord le formulaire de trigonométrie.
in(2t) 1
COSZt. ot d sn@) f) —————e ...
8) cos ) 1+ sin®t ) sin®(t) cos?(t)
, 1 1
b)Y cos(t)sin(3t) .. .. ——— _
) cos(t)sin(31) Q) =i )
¢) sindt.........
Calcul 10.7 — Fractions rationnelies. w2
Déterminer une primitive des expressions suivantes aprés quelques manipulations algébriques simples.
Z4t+l t3+1 t—1
——— d) e B e e
¥~ ) T3 8 711
t? 41 t—1 ¢
b)) —— i e )
) @ ) 171 P G ie
1—148 3
c) RERERRIEEE )
1-1 t+1

Dériver puis intégrer, intégrer puis dériver

Calcul 10.8 SO0
Pour chacune des expressions suivantes :
e dériver puis factoriser Pexpression;

e intégrer Pexpression.

a) t2 —2+5 ... e) eft e L.
1 1
— 4~ .. £ &2
b) t2+t ) e
1 12
C) \/E t_3 ........ g) ts—l ..........
1 1 31
dy -+—=.......4 | h) = ...
)t4+t\/£ h) 241
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i) sin(t)cos®(t) ... 0) % ......

j) sinh(t)cosh(t) .. p) e L

k) -t-lgsin% ........ q) 1—‘;1“5 ........
t

D g s ) s

m) zfi;:ost ...... s) sin(int) ........

n)vT;?_ ........ s)lf:m .........

Calcul 10.9 — Bis repetila.

Reprendre 'exercice précédent en commengant par intégrer puis en dérivant et factorisant.

3eost—1

W puis —In(l + COSZ(t))

it 4+ 1+ — T
Int -

2 1,5
—5— buis lnt—E]n t

In|t —e* +ef sinh(t)? + cosh®(f)

—et It t—2mnjt+ 1

tﬂ

2_%2
Zsinfrl
- sin(mInt)
3
2(t+2)?
t?

t?
t——+——-—Inlt+1
2+3 nlt+ 1|

1
50 +22)3

In | tan £| 3

—In|1 —sint|

2

(3 — 2t)2
I3

tant—1¢
tant

i

5 puis In(2 + &)

2e
(2+e)

2(t — 1) puis %F — % 4 5t

33t2 3t—2

s le
puis 3

(1-
g Injl + iAdl
1 1

2 (1 —sint)?

I {Aresin(t)|

]
2"
sin(2t)

4
t4int—=

2cost+ 3
(2 + 3cost)? P
31 . 11

2:*,2)(3%El puis —
.
2

“F 3En’

:i* ]IL an2t|

t+—+

2t _ 3e~3 puis

_et(ezt —1)
(1 4 e2t)2
2tsini +cosi

—3E

puis % sinh?(t)
In(1 +sin®t)

t5
5

1

_ 1+Int
. 21n%t

Arctan(e")

. 1
uis cos ~
P [2

%Arctan(%)

32 —2t -3
@+ °

2v/tant

2
Vi

Inijt+ 1|

(14 3t2)2

Le
2

puis In|Int|

) puis Arctan(e®)

uis %]n(f:2 +1)—

1
uis —§1n|2+3005t|

%m(x +3i2)

i
cost(3cos® t — 2) puis -3 cos® ¢
3 1t 4+ 2)
(t— D2+t +1)2

—go8t + §cos3t

1
§Arctan(3t)

puis 2 In(i#* ~ 1)

2 _ cos(4t)
313 4

% In(1 + t*) — Arctan(t)

—2cosVt
_1/]__152

1 ,
E(Arcsm(t) )

u;ntanz t+In|cost|

La—3t

3

2t

1 .
_ = t2}3/2 puis

en /1 — 2

1
= tan*t
4 ar

—cotant + tant

tz.}.m_

2{ t4 pui 212

—In|cost|

2vInt

2 0
f——'§+§
;2 (2 + 1) puis —% +Inlt|
coslnt —ginint
tZ

esint

puis — cos{in t})

1
Arctan(t) -3 cos® ¢

2
2

0+
_ cos(4t)
8

Sy o
_cos{2t)
4

1
le’l4t
3

+2

e2t+1

1
2

v

» Réponses et corrigés page 104
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Fiche de calcul ne11 0104
Calcul d’intégrales

- Prérequi
“ Prirmitives usuelles;

Intégrales et aires algébriques

On rappelle que / f(z) dx est V'aire algébrique entre la courbe représentative de f et 'axe des abscisses du

(4]
repére lorsque les bornes sont « dans le bon sens ».

Calcul 11.1 S
Sans chercher & calculer les intégrales suivantes, donner leur signe.
3 -3 -1
a) f 2* +e*dx . b} / {sin 7z| dz ¢) f sinzdz ...
-2 5 0
Caleul 11.2 G O
En se ramenant 3 des aires, calculer de téte les intégrales suivantes.
3 7 2
a) Tdz ........ c) 3zdx ...... e) f sinzdz ....
1 0 —2
-3 8 1
b) / _5dz ..... a) f | — 9 ds 5 [ lelde ......
T 2 —2

Calcul d’intégrales

b
On rappelle que st F est une primitive de f alors f f(z)dz = F(b) — F(a), que 'on note [F(m)] .
& a

Calcul 11.3 — Polyndmes. G

Calculer les intégrales suivantes.

3 1
a) f 2dr o d) / 2% —BaSdx ...........
] —1

Calcul 11.4 — Fonctions usuelles. o ey
Calculer.

5 2d 2
a) / sinzdz ... c) f—f ......... e} e“dr ......
2

x 100 1 —1d$
d —dz ... f e
b) f_ﬁcosa:dm ) j; 7z X ) /_3 p

[

Fiche n° 11. Calenl d'intégrales 27



Calcul 11.5 — De la forme f{az +b). R

Calculer les intégrales suivantes.

2 E:
a) / Qe+1%dz ............ d) f6 sin{3z)dz .....o.oenn..
-1 —E
b) f " eberigy N A
............... g T overraenanns
-2 fi] A/ 3z -+ 1
i kS
de Z T
/0 pevearat SRRRRRELLELIERRERE f) 1ﬂcos(§— )dm .........
Calcul 11.6 — Fonctions composées. cni e
Calculer les intégrales suivantes.
3 _ P
a) /1 EZ_EE%TE de ......... d) /; sinz{cosz)®dz ........
% Lo,
b) f zsinfz® +1)dz ........ e) f ze® Vdy ...
—¥ 0
¥ L x
c) ./0 tanzdz ...l f) jo E+ I de ...
Calcul 11.7 — Divers. LG
Calculer les intégrales suivantes.
i @ e
€ 3x—2inz
——dz ........ d e QL
a) /o e2m+23x+1dm ] f1 . dz
3 £
b) / R e - U e) / cos(2z) sin(z)de .......
_n 0
2 %
c) max(l,e®)dx ........... f) / |eosasing|dz .........
—1 7%
Calcul 11.8 — Avec les nouvelles fonctions de référence. s

» Réponses et corrigés page 107
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Fiche de calcut n°12 g1iA

Intégration par parties

ronitives, dérvics, intégrato

On rappelle le théoréme d’intégration par parties. Si (a,b) € RZ, si u € C*([a,b], R) et si v € C'([a,b),R), alors

b b b
/ o (Eo(t) dt = [u(t)'v(t)] - f u(t)'(£) dt.
13 a a
Intégrales
Caleul 12.1 g Y
Calculer :
z 1
a) f teostdt ..., g) / In(14+83dt oo
0 0
1 1
b} / (2t + 3)sh({28)ydt ............ h) / tarctantdt ................
0 0
z %
c) / terdl ..o i) f arcsinfdt ...
0 0
in2 " 1 t
d t20dE j f —eedd L
) ‘/; j) o V1+1
e 1
o) [ Intdt ..., i) / VITHn(E+6dt coeen...
1 )
2 i
f) f It o 1 / ttan®tdt ...
1 0
Primitives

Calcul 12.2 EkE ]
Pour chague fonction suivante, préciser sur quel ensemble elle est définie, puis en déterminer une primitive.
a) z+— (—x-+1)e" ... ¢) z v+ arctan{z) ......
in
b) z+— -m—f ........... d) z+—azch{z) .........
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Intégrations par parties successives

Pour ces calculs de primitives et d’intégrales, on pourra réaliser plusieurs intégrations par parties successives.

Calcul 12.3 — Calcul d’intégrales.

L

1
a) f (12 + 3t — d)e® dt
0

Calcul 12.4 — Calcul de primitives.

Calculer des primitives des fonctions suivantes.

- 006

a) zr— sin(z)sh{z) ....

¢) zr— {(zlna)?

d) T —t earccos(:c)

(In(2))%2!2) . 21n(2) — 20 4.2 5 1 3 T
—ch(2) — =sh{2) ~ - In{2) —2+4 —
)y Sh() - goh() -5 () -2+
R—=R 02 4 Ry, — R
_.....................*,.-.-..
1
T 5(— cos(x)sh{z) + sin(z)ch(z)) 3 3 z+— zin®z—22lnz 4+ 2
1 2 4 4 J-Li[ =+ R
gw—mz—f— 4 §\/§ln(2}m§\/§+— 1 [ )
2 32 9 9 T —edrecos(z) (zc— \/1——3:2)
2
- R, =R 5 R-oR
=1 e
2 e }-Inzxm—ginw-l-—z— 2 x> (—x+2)e"
3 9 27
R R o5 41 R - R
1
x +— ash{z) — ch(z) 2 x v zarctan{x) — ~2~1n(1 +z%)
R =+ R
1+l/_§_1 + 2}112_..% Ewl
12 2 1+inz 4 4 2
I

» Réponses et corrigés page 111
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Fiche de calcul n°13

Changements de variable

angements de verishle

Changements de variable

012A

Calcul 13.1 L@
Effectuer le changement de variable indiqué et en déduire la valeur de l'intégrale.
1
a) f Vv1—1t2dt AVEC B == BIHE ot e
—1
3 1 Y
b) f —_—dt BVEC U= VE « ottt et e et e e ra et e
1 Vit Vi3
|
¢) ; s df P T - R
%
d) f sin® t cost dt e T 1
0
%'“
e) / sin® £ cos® t dt BVEC U= SIIE « ottt inenaaeannn e i
o
11
f et BVEC 122 AT ettt v eieees e ee e en e e e
) 1 t+VE
Calcul 13.2 e @
Méme exercice.
T sint
&) A m di B A A e v T A
b
b) f — dit BVEGE 4 7= BY ettt e e et e e
1} 2 +e t
1
c —dt BVEL 1= m = b vttt eenteenetaanern e
) /2 Vit —t2
ol
d) o W”)‘”é‘ dt AVEC T = Al v v h i i i i i r e e e
S
] —d BVEC b ™5 = o ettt vt a e s
JItVEE—1
e2
f) f ——Elﬂfz— dt BYVEC U™ T « et et e e e et
e L4tln“t
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Changements de variable et intégrations par parties

Calcul 13.3 ' GG

Effectuer le changement de variable indiqué, continuer avec une intégration par parties et en déduire la valeur
de 'intéprale.

4
a) / eVidi BVEE B = VE ottt e e
1

“in(vi-1)
b) /é —-—7t——-—dt AVEC B = VB vttt e e e et

Calculs de primitives par changement de variable

Calcul 13.4 o GRED
Déterminer une primitive de f en utilisant le changement de variable donné.
s cos +sinx
a) :BE]O,—{I—AWW—-— BVEC U = EAND + v v iieanneinnnnrnerreanne
2 sinx cos?
h) zeR+— ! ="
X 1+f,h(,’L‘) AVEC U =€ ... i rsessnnnnrassarnnnas
R ! = e% —1
c) z€R}— = AVEC B = VED — 1 vrerennnnc e
d) zeR} — ! BVEC U™ UT tveerenn.
_%_ m -“%- % ---------------------
1
g)] r>1r— Ve U= A/ T2 — 1 i
T/t —1

s 3 R:— - R T
-é' 2In{ = E 3\/5
T = Qal'ctan(\/e“’ — 1}

o1 By - R —2A(V3 - 1)In(v3 - 1) — 4+ 2v3

r gln(m% +1)

1,400 = R
J1, oo x Em(2e;~1) ?i""%'% L
z +— arctanyz? -1
R — T ]0,%[ -+ R
o 2srctan{e) - )
3 z > tanz+Intan(z)

X

IR
>

p Réponses et corrigés page 114
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Fiche de calcui n® 14 013A

Intégration des fractions rationnelles

Premier cas

Calcul 14.1 il R

Calculer les intégrales suivantes.

2
1
a) ] mdt ....................... b} ) %—_I_l'df ......................

Calcul 14.2 SR ]

Soit a € R’ . Calculer les intégrales suivantes.

Deuxiéme cas

Calcul 14.3 Et 1]

Calculer les intégrales suivantes, en effectuant d’abord une division euclidienne entre le numérateur et le déno-
minateur des fractions en jeu.

)/1+t+t2 b) 21+2t+3t2
Srank URPRTPRII ) —mTE

Troisiéme cas

A~ = !
Dans ce troisitme cas, il s’agit de reconnaitre un expression du type %-.

Calcul 14.4 Fae
Calculer les intégrales suivantes.

2 ot+1 7o
a ——df b) [ a—df

) fl 2+t+1 L 243

Calcul 14.5 graa
Soit a € R . Calculer les intégrales suivantes.

VZ t+ L
a) / ‘/_ A e b) f LI

242 1 at?2+1
va
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Quatriéme cas

Calcul 14.6 — Exemple détaillé d’un calcul d’intégrale. RS |

a) Quels sont les deux zéros de t 2 — 3E+27 ..ottt

b} Trouver deux réels A et B tels que

. 1 A B
pour tout t € R\ {1,2}, on ait GoDE= i1 + T e
4 2
¢} Calculer f el 1
g (t—1)(t-2)
Calcul 14.7 )
Calculer les intégrales suivantes, en procédant comme ci-dessus.
1 1
4 1
................ el « / J
3) /D g ) fo 214t +3
3
2 3 1
b) [ gt A KR
Calcul 14.8 TPDG
¢ 1
it 1[. Calcul Qb e e
Soit a € ]0,1] Caucuer/0 7

Cinquiéme cas

Calcul 14.9 — Une primitive & retenir. EE i |
Soit a € R*.
. 1 T
a) Calculer la dérivée de z — p arctan(a-) ............................................
mitive d 1
b) Donner une primitive de x TEgE TTTTTIIIIeniietiosiesiiiien
Calcul 14.10 e
Calculer les intégrales suivantes.
1 1
1 1
...................... b df
3) fo t2+1dt ) f 2+ 3
Calcul 14.11 i
21
Calculer [ . 712 2
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Synthese

Calcul 14.12 — Mise sous forme canonique. R
Soit @ € R*. Mettre sous forme canonique les expressions suivantes (oli z € R).
1
2 2
al z°F+x+1 ¢) V224 ez +v2 ...
) ) 7
b) 2% 3+ 1 i d) ax?+aiz+a® ...
Calcul 14.13 e
Calculer les intégrales suivantes.
1 1 1 1
a) A W dt ... C} A 11+ t2 dé oo,
1
0 1 4 1
———df d o b
P) L11+t+t2dt ) /o 6t2—5t+ldt
Calcul 14.14 B8

Soit @ > 1. Calculer les intégrales suivantes.

a) fs ! de
132+

1
1
b
) fo tzw{2a~§-l}t+a2+adt

Un calcul plus difficile

Calcul 14.15

Seoe

1
1
1 _*
Calculer /(; T di

o nx o own(GA) § srarh 3(e+)
zmg m(a;‘il) in 2\/\/:7,—1) = mg let2 iln% ~arctan (> )
%in(%) ($+§)2+§ 2(.’,6—%)2-——;- ;—% 2111-1% \/§(x+%)2+\/§%

In(2) %m% a(a: n 525)2 + % m(g) In{a+ 1) %m(%) 53_-2-
Ez——_%gg ln(g) %—I—in(?} — 1n(3) A=—-letB=1 2111% —12—

B Réponses et corrigés page 117
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Fiche de calcul n° 15

Systémes linéaires

Systémes de 2 équations & 2 inconnues

0014A

Calcul 15.1
Résoudre dans RZ.

r—2y =1
2) { 3z 44y = 13

2z4+y =16
b) { r—y =25

2z + 2y =2

n { 3z —dy = —2
B+ 2y =3v2

Calcul 15.2 — Systémes avec parameétre.

Résoudre dans R? en fonction des valeurs du paramétre a € R.

) 3z4+2y=2
2+ 4y =n

b) x—ay=3a+2
or+y=2a0—3

dr+by=a
) { 22—y =a’

d) z+ 2y =3a
2z + 3y = ba — a®

Systémes de 2 équations 4 3 inconnues

o {seimzy

Calcul 15.3

Résoudre dans RS,

a) c+2y+ =1
3x+y—22=3

b) 3x—2y+2=26
z4+2y—z=-2

¢) x—y+3z=>5/2
T+ —2=23/2

d) bz +y+22=-5/2
2 -y + 22 =-5/3

Systémes de 3 équations a 3 inconnues

Calcul 15.4
Résondre dans R3,

242y —z2=-3
a) 2 —y+z=38

x4+y+2z=11

a—b—c=-7
b) a4+ 20—c=3

do+b+2c=4

z+3y+z=1
c) 20 —y+2z=-1

x4+ 0y4+2=0

2 —~y+22=-1

3r+2y+32=10
d)

x4+ 5y +dr=1

PP
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Calcul 15.5 i

On considére le systéme d’inconnues (z,y, z) € R? et de paramétre ¢ € R :
t+y—z=1
z+2y+azr=2
2r+ay+2z=3.

Résoudre ce systéme pour les valeurs de a proposées.

a) a=0 .........i c) a=3 .
) a=~2 . i d) acR\{~23} .........
Calcul 15.6 -GG

On considere le systéme d'inconnues (i, v, z) € R® et de parameétres (a,c) € R :
T—az=c
ar—y=c
ay—z=c.

Résoudre ce systéme pour les valeurs de a et ¢ proposées.

a) a=2,¢=T ............. c) aeR\{-1} .......oeil.
b) a=1lLe=2 ...........0.
Calcul 15.7 SRR (1)

On propose le systéme d’inconnues {2, %, z) € R3 et de paramétre A € R :

z+dy+ 2=y

drtytz=A
r+y+4dz= Az

Résoudre ce systéme pour les valeurs de A proposées.

{(71 2)} {(:}E, T, .’I:) 3T € R} (21 _3) {(5:33 "”1)} {(3! 1)} {(527 1- 43}2) P 2 E R}

{(m,ya —CB—y) 3 (:L‘,y) & Rz} @ {(21_173)} (a—2a2,a+a2) {(0:0¢ 0)}

{(lw%,%lﬁ-—z—a)} {(?,g)} {(%——g—z,—é—kéz,z);zeﬂx}

3
11
(od+mive® o o ((ra-nsdeert  {Uomary)
a?+a—-1 a?-a-1 —a’+a+l 12 1 5,2 3,
{( B-1 9 P10 @1 "’} {3’3) (T E B

{(1,1/2,1/2)} {(w% -z, ;,:’-,z) = R} {(m, -;—2-5— - %m, _2—?15 - gx);x € R} {(~1,4,2)}

» Réponses et corrigés page 124
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Fiche de caleul n° 16 015A
Nombres complexes

Pour s’échauffer

Calcul 16.1 — Eeriture algébrique.

Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique.

a) Z+6DNG+D) .. e) (2-3D"
b) {3—i){4+41i f) !
Y B3—D{d+i)y T e
2 3i
4307 PP
Q) (4-3) 8 T
d) (1-20)(14+2) o.ooovennnnns h) eF
Calcul 16.2 — Forme exponentielle. G
Mettre les nombres complexes suivants sous forme exponentielte.
a) 12 .. e) =26
b)Y =8 (e ) 5-581 ...
e) VB g) ~B54+5v3
d) =2 h) eF4eF .

Calcul 16.3 — Une simplification. oL

T4+ v2+1
14+v2—1

a) Caletler |2] .. oo e

On pose z =

b) Mettre z sous forme algébrique ...

¢) Calculer 22021

\ 3 1 . 4 19, 182 .
_ 2= 22 - 12
13-1 5 -+ 101 1 44+ 321 2 291 2e 119 4 1201
5 Lol peem L1 gy 13
VZ 2 V22 2 2
8el™ 3% 2¢ % 2005(%) el¥ 7 — 24§ 10e~ %1

» Réponses et corrigés page 129
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Fiche de calcul n°17 016A
Trigonométrie et nombres complexes

Prérequis

 Nombres complexes,

Dans toute cette fiche, x désigne une quantité réelle.

Linéarisation

Calcul 17.1 G .

Linéariser :

a) cosP(x) ....oiinns d) cos(3x)sin®(2z) ...

b) cos(2z)sin®(x) ....

¢) cos?(2z)sin?(z) ...

e) cos(2z)cos(3x) ..

f) sin®(4z)sin(3z) ...

Arc moitié, arc moyen

Calcul 17.2 iR
Eerire sous forme trigonométrique (c’est-3-dire sous la forme rel?, avec r > 0) :
a) 1465 .l e) —l—e® ...
b) 14+6%F ... £ 1€
x 1+¢'%

—iE [
€) e7E -1 ... g) Tl
d) 14ie'% ... h) (1-{-81%)27 ..........
Calcul 17.3 B
Ecrire sous forme trigonométrique (c’est-a-dire sous la forme re?, avec r > 0) :
a) ¥ +elf L p) e el L
Délinéarisation

Caleul 17.4 L @

Exprimer en fonction des puissances de cos(z) et de sin(z) :
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Factorisation

Calcul 17.5

Factoriser :

a) cos(z)+cos(3x) .....

b} sin{bz)—sin(3z) .....

Calcul 17.6

Factoriser :

a) sin{z) +sin(2z) +sin(3z) ...
b) cos(z) + cos(3z) + cos(bz) + cos(Tx)

27
¢) cos(z) -+ cos (a: + ?) + cos(

Intégrales

00

c) cos{x)—cos(3z) .....

d) sin(3z) +sin(bz) .....

OGS

Caleul 17.7

Calculer :

OO

8 4

1
1 cos{3z) + % cos{x) 4 cos®(x) — 3 cos(z)

[ R e

1
1 cos{6z) + - cos(4dz) — i;m cos(2z) -+

2(:05(1’%)31%i QSiB(;—Q—)eil 2
cos(9x) + 3 cos(5z) + cos{3z)

L cos(dz) + 1 cos(2z) — ?i- 2 cos{4z) sin{x)

8 8 g
(—2 cos(%) ) e
sin(42) sin(22)

sin(3)

2sin(x)

4 cos®(x} sin(x) — 4 cos(z) sin®(x) 2sin (i)e“i%}

Y4
152

2 cos(2z) cos(x) 2sin(z) sin{2z) 2 cos({—%):fsiﬁl"zzn

e 4 1

27 270 T\ 13 ;
2°" cos (12)e 2 sin(42) cos(z)

_ sin(9z) + 3sin(5x) sin(3z} 3sin(z)

2

]

——-——COS(%)e%E QCOS(S—W) i

sin(Z) 12

1

g(e"—z)
L sin(11z) + L sin(5e) + = sin(3z)

2 48111 4sm L 28 €T

sin(8x) L (T
2sin (Eﬁ) 8 8 8 8

b Réponses et corrigés page 131
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Fiche de calcul n°18 0017A
Sommes et produits

in¢ caré, logarithme népérien)

Z” (n+1)( ) Z“ 1o #
3 nmr+1)(2n+1 k) 4 sig#1l
™ k} = 6 [} g = lmq .

k=1 k=m n-—m-1 sinon.

Dans toute la suite, n désigne un entier naturel non nul.

Calculs de sommes simples

Calcul 18.1 LR ]
Calculer les sommes suivantes.
nt2 n
B) D M e &) > Bk+n—1) .
k=1 k=1
n4-2 n—1 k—4
B) 3 Tk i d) (T) ...................
k=2 k=2
Calcul 18.2 e 1)
Méme exercice.
™ 1
8) Y k(E+1) dy Sooksnk
=1 k=0
hn n
b) D (4k(E +2)) e) (F+dk—n+2) ...
k=0 k=1
n—1
1 2 7!
k Skl e T B
c) >o3F B stogttom
k=2
Calcul 18.3 — Produits. |
Calculer les produits suivants, olt p et ¢ sont des entiers naturels non nuls tel que p = q.
q I
a) H 2 s ¢) H BVEX K coorinan
k=p k=1
n 10
b) J[3%............ ) T ki
E==1 Joe 10
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Changements d’indice

Calcul 18.4 EoiiE
Calculer les sommes suivantes en effectuant le changement d'indice demandé.
ki3
a) Zn+1—k avee F =T+ T — K o e
k=1
*1 1
b - j = e
) ;k P avec j = n+
n
¢) Zk?k AVEC § = B — L ittt e
k=1
n42
d) D (k=20 avec =k -2 i
k=3

Sommes télescopiques, produits télescopiques

Calcul 18.5 — Somimes télescopigues. RO

Calculer les sommes suivanies.

n+2 n k
3 _ 13
a) D (k+1 k5 e) Z(k+1)‘ ................
) k=1
i3 1 n
3 I d Exhkl oo
b) Zln(1~§~k) ) Z X
Rl k=1
Calcul 18.6 — Produits télescopigues. i R
Calculer les produits suivants.
" 1
&) —@-:-;:-—1‘ ................... C) (1 — E) ................
=1 k=2
i k3
2k4+1 1
b) g%_l .................. d) g(l—kz) ...............

Calcul 18.7 o

Calculer les sommes suivantes.

" 1
DIy ey ey

k=0
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Sommation par paquets

Calcul 18.8

Calculer les sommes suivantes.

Calcul 18.9

Caleuler les sommes doubles suivantes.

1g€t.5€n

2.

1<i<ign?

igi<igsn

d)

Y i+

lgigisn

>

1<h7€n

gl n*{n+1) 0 n(bn + 1) n{n+ )ln(n!) n+1Dn+4)
2 2y 2 2 2
1 —4n? ntl 1 nn’ - 1) - n2™tl 4 9(1-27) on? +n
2n n 2 +711 1
n(n+1)(4n —1) n{n + 1) pr1l— &" 3 n+1
PR - . A 1 Pl E DR
5 5 i 5 3 n -+ 1 5% (n!) 10 5
2P (D=1 (T 1)+ %_n+3 nin + ;“’**2)
2 1 2 -9 —
5 o3 n(3n+1) 9 on-z n{n + D(Tn? + 13n 4+ 4) 1
(n+2)° -2 2 2(3 D 12 ! (n - 1)!
.

» Réponses et corrigés page 134
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Fiche de calcul n° 19 0184
Coefficients binomiaux

Prérequis
" “Factorielles. Coefficients

inomiaux. Formule du binome de Newton.

La lettre n désigne un entier naturel non nul.

Manipulations de factorielles et coefficients binomiaux

Calcul 189.1 — Pour s’échauffer. i 6

Donner la valeur des expressions suivantes :

Calcul 19.2 — Pour s’échauffer — bis. Eaar )

Terire les expressions suivantes & Vaide de factorielles, coefficients binomiaux et le cas échéant & laide de
puissances.

a) BXxT7Tx8x9 ..., ¢) 2x4dx---x(2n) .......
6Ex7Tx8x9
b) "-m ........... d) 3X5XX(2’R+1)
Calecul 19.3 — Avec des paramétres. R
Simplifier les expressions ci-dessous. La lettre k désigne un entier naturel tel que & < n.
n (n+2)!
a) (2) {(pourn>=22) ....... d) T e
n e) r__n
b) 5 (pourn =3) ....... mr Al o RRLERILRRLER
n (n+1)! nl
C) ((fy,) ................... f) 22{n+1) w 5.2—5 """""
k41
Calcul 19.4 — Avec des paramétres - bis. R )
Simplifier les expressions ci-dessous. La lettre a désigne un nombre non nul.
a) L + = + L
- % (1)1 X n Iy
b) (3(n+ 1)) . (3n)!
T x (e DIF T @ x (a)p

44 Fiche n° 19. Coeflicients binomiaux



Autour du bindme de Newton

Calcul 19.5 — Le binéme de Newton. G

Calculer les sommes ci-dessons & Paide de la formule du bindéme de Newton.

Calcul 19.6 T G

a) Développer 4 l'aide de la formule du bindme de Newton (1 +1)" 4+ (1-1)" ..........

13!
b) Calculer Z (;; ) ..................................................................

p=0

Calcul 19.7 = ey

En utilisant la fonction z +— (1 + )", ses dérivées d’ordre 1 et 2 et sa primitive s’annulant en 0, calculer

0 3 () 0 5 (B

k=0 k=0
i n Xn: T 1
b) ( ) Xk oo d) ( ) Kom—— e
= \k e \k) " k+1
Calcul 19.8 ST R

a) Donner le coefficient de 2™ dans le développement de {1 -+ ) PRI

I
2;” 56 %?% 10100 P xnal 3" (a4 2)(n+1) §16
3(3n + 2)(3n + 1) 140 o 9t n(n—1}(n—2) (n+1)3 n(n — 1}

ad{n + 1)? 5 6 n X (n+ 2)! 2
150 (2”) o ! i (”)2 > 70 amenz? 2
n Pt k n—=k

12 % 157 1 el g gn1 n! % (n—3) 9 0 By
" rr] ntl gint? (4) > (2p>

» Réponses et corrigés page 139
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Fiche de calcul n® 20 01gA
Manipulation des fonctions usuelles

Calcul 20.1 — Fonctions circulaires réeciprogues. gl

Calculer les valeurs suivantes.

1
a) arcsin (5) ................. d) arctan (?) ...............
inf{ ¥3
arcsin
b) ( 2 ) ________________ e) arctan(l) ......... ... ...
arccos (‘/75)
11
1 f) arccos(—?; + -6—> ............
¢) arecos| —=] ..ol
) arsos( 75)
Calcul 20.2 — Valeurs de fonctions hyperboliques. EEE
Caleuler les valeurs suivantes. On rappelle que, pour z € R, on pose th{zx) = sh(z)/ch(z).
a) ch(0) ...l d) sh(In(3)) ...l
b) sh(0) .o e) ch{In(2/3)) ...l
¢) ch{ln(2)) ...l 0 th{ln(2)) ..o
Calcul 20.3 — Identités de trigonométrie hyperbolique. .00

Soient z et y des réels.
Calculer en développant soigneusement, et en simplifiant au maximum, les expressions suivantes.

a) ch{z)sh(y) +chy)sh(z) ..o

b) ch{z)ch(y) —sh{®)sh(y) - o ooree

Résolution d’équations

Calcul 20.4 — Fonctions z > a®. il
Résoudre les équations suivantes, d'inconnue z € R.
9!11
a) 3163.2_ ............. ¢} 2P =3x4% ...
b) 45=2x9% .......... d) 10% =4 x 5% x 9% ..
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Calcul 20.5 — ¥Fonctions x — a” : plus diflicile.. St Y]

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue = € R.
On pourrs faire intervenir une équation de degré 2 en posant une nouvelle variable.

8) 2T AT i

D) 167 — 3 X AT 20 Lttt e

€) 2RO BT B im0 e

B) 3% B2 Lm0 ottt e

Calcul 20.6 — Equations avec les fonctions circulaires réciproques. o e

Résoudre les équations suivantes, d'inconnue @ € {—1, 1} pour les deux premiers calculs, et € R pour les autres.

a) arcsin(z) = g ........... d) arcsin(sin(z)) = g ......
o 1
b) cos{arccos(z)} =0 ....... e) arcsin(sin(z)) = CIRRRRREE
c) arccos(cos(z)) =0 ....... f) tan(arctan(z))=1 ......
Calcul 20.7 — Equations avec des fonctions hyperboliques. wol

Résoudre les (in)équations suivantes d’inconmue z € R. On rappelle que, pour 2 € R, on pose th(z) =
sh{z)/ch{z).

a) ch(Z)=Vh it d) ch(x) <4 .o
D) sh(2) =1 cvverineeeeieinnnnn e) sh(E) 23 \ooiiiiiiiiiannnns,
o) th(a;):é— ..................... 0 th(w)g% .....................
Dérivation

Calcul 20.8 — Quelques calculs de dérivées. g |
Dériver les fonctions suivantes.
a) x> 2% +2% ... ¢) T+—r2%
3 arcsin(z)
b) z+— o SRKLERRREE d) arecos(@)
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Calcul 20.9 — Quelques calculs de dérivées — bis. R )

Dériver les fonctions suivantes. On rappelle que, pour z € R, on pose th{z) = sh(z)/ch(z).

a) z v+ arcsin(z?) ..... ¢} z+— arctan(th(z)) ..
b) z+— chiz)sh(z) ..... d) =z~ sh(ch(z)) ......
Calcul 20.10 — Deux dérivées importantes. LoEAL @

a) o+ Aresin{@) 4 ArcCoS(Z) - . v vttt e

1
b) x+— arctan{z} + arctan(;) .......................................................

Calcul 20.11 — Dérivées plus compliguées. (T T

s N . . . " 2
Dériver les fonctions suivantes. La fonction F est une primitive de x — e

e) 2 Vi—x2dzarcsin{zT) ..o

I
d) =z zarctan(z) — ~2~In(a:2 1 T

g in Z4+%%m kek
15%1 ((35/352_-1;; n{3) = ch(z + 1) sh(z + ) {3 } g
U{ZE +2km, k€ L}
in(4) 5 {1+2kn, keZ} 1
- z = {In{x) + 1)z® ]—oo, = }11(3)J
In(20/3) 4 U{m— 1 +2%n, keZ} 2
In(1+v2) gﬁ o \/m;;mcos(m)? % [ ln{44+/15), In(4++/15)]
Y521
T s 1n{3) in( 2 )
z — arctan{z) 5 5 “in2) n ) 1 [In(3 ++/10), [
s . In(2)
{§+k:7r,)'c€Z} z > In{2) x 2% + 2z — 0 1 z—0 En(s)( m;o
1— th%() e 1 In{ Y=
— T T thz(a:) x— 2 — z v {In(z) + 1)z 3 In(2) —ln(2)
- iﬁg; x — arcsin(z) 1 & > ch?(z) + sh®(z) x ~ sh{z)ch(ch{z))
}E X 1 sh(z) 1 o,
D {0, 2} 0 1 R ey ) 2 {In(+/5 — 2); In(v/5 + 2)}

» Réponses et corrigés page 143
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Fiche de calcut n°21 020A

Suites numériques

Calcul de termes

Calcul 21.1 — Suite explicite. R
Soit la suite {1, )nen définie par : ¥ € N, u, = 253 x 2™+ Calculer :

B)  UD reecen e €} Ul e veerreen e

b) L7 T d) 7Y T e

Calcul 21.2 — Suite récurrente. ArEeE

On définit 1a suite {u,)nex par ug =1 et Vn € N, unqi = 2u, + 3. Calculer :

a) son troisidme terme ............... D) U3 e

Calcul 21.3 — Suite récurrente, il
On définit 1a suite (vp)pz1 par vy = V2 et ¥n 2 1, vpp1 = /Un. Caleuler :

) R b) son sixiéme terme .................

Caleul 21.4 — Suite récurrente. S

1
On définit la suite {wn)nen par wp =2 et ¥n € N, wppr = -éwi Calculer -

B) W2 e b) son centidme terme ...............

Calcul 21.5 — Suite explicite. @
nn

Soit la suite (tn)n»1 définie par Vn €N, i, = }n( o

). Caleuler, pour n € N* ;

Calcul 21.6 — Suite arithmétique. S el
La suite {an)nen est la suite arithmétique de premier terme 1 et de raison 2. Calculer :

a) QI crrnreanirstrreerasaaiteirannns C) Q] QD0 serverrranranvarrrnrarssanssnn

b) Swo=0ag+a1+...+ag .c....... d) swr=a@m+ar+...+aqop ---0
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Calcul 21.7 — Saite arithmétique.

La suite (b )nex est une suite arithmétique de raison r vérifiant que bigy =

Calcul 21.8 — Suite géométrique.

1
La suite {gn)nen est la suite géométrique de premier terme g = 3 et de raison 5 Calculer :

a) Son dixiéme termeest : ...........

b) cwo=go+q+. ...+ 9

Calcul 21.9 — Suite géométrique.

La suite (b, )Jnen est une suite géométrique de raison g vérifiant que hy; =

2 3
— et bipz = —. Calculer :

3 4
D) T
G
C) GID c--cvvvs s s
d) o1y =go+ g1+ + g1 e
LY 1l
5 et hyg = T Calculer :

Calcul 21.10

Soit la stite (uy, Jpen définie par que ug = 2, uy = L et Vn € N, up 2 = tp41 + 6up. Caleuler :

Calcul 21.11

Soit la suite (vg )ney définie par que vy =0, v; = V2 et Vn € N, vpyp = 2upy1 + vp. Caleuler :

Calcul 21.12 — Suite de Fermat.

e

B) Hs e eerrreereeeea e
@

B) U e
@00

Soit 1a suite (Fp)nxo définie par Vo e N, F, = 22" . 1. Caleuler :

d) Fp x (F, ~2)

6141 1 3 n
65537 2w T o Tl P P 2 Rt 92"+l
. 17 3069 1vE
2 Fn-i—l -2 10 000 2’1‘1111(?1) ‘Q-Z E """"2”8'\/: 3" + ("2)”
O €1 ) B T R P Y Ch A i b A~
2 5
. 0dnd-2
3@n + 15) 2 g Y8 gi’—g 9% 13 4nln(2n) 2000 23

» Réponses et corrigés page 147
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Fiche de caleul n°22 021A
Développements limités

en'0): des fonctions usuelle
mule de Taylor-Young!

Avertissement : Les développements limités peuvent se donner au « sens faible » (avec les petits o()) ou « au
sens fort » (avec les grands O(-)). Volontairement, aucune de ces deux formes n’est imposée. Mais, pour des
raisons de concision, une seule d’entre elles est donnée dans les éléments de correction de chaque question.

Développements limités

Calcul 22.1 — Développements limités d’une somme ou d’un produit de fonctions. el |

Former le développement limité, & Pordre indiqué et au voisinage de 0, de la fonction de la variable réelle
définie par Pexpression suivante :

a) Alordred: f(z)=sin{z)+2In(l+2z) ......ooooiviinn

b) A lordre 4 : M ...................................
14+ =

¢} APordre 6: sin(z){cosh(z) -1} .. ...,

d) Alordre 6: e¥sin(Z) .oo.uvvviiniiieie i

Calcul 22.2 — Développements limités d’une fonction composée. et ]

Former le développement limité, & I'ordre et au voisinage indiqués, de la fonction de la variable réelle x définie
par Pexpression suivante :

a) Alordre4,en0: f(z)=(1 R

b) A lordre 6, en 0 : COS(T) wriiii i

¢) Alordre3,en0: €% .. iiiiiiiiiiiiiiiiiiieaaaans

N In(2 —
d) Alordre2, enl: (mz ) e,
Calcul 22.3 - Développements limités d’une fonction composée. D

Former le développement limité, & l'ordre et au voisinage indigqués, de la fonction de la variable réelle x définie
par Pexpression suivante :

a) A l'ordre 2, en g : o Sin(meos(Z)) i
b) A Pordre 3, en «Z» otan(Z)

¢) Alordre 7, en g cooeos{msin(E)) oo

Fiche n° 22. Développements limités 51



Développements asymptotiques

Calcul 22.4

i

Former le développement asymptotique, 4 la précision et au voisinage indiqués, de la fonction de la variable

réelle x définie par Pexpression suivante :

X 1 1
- . 2 R -
a) A la précision °,en 0 : B T T) EE
o ) sin(1/xz)
b) A la précision =5 en +co : pourns KK KRRES
1
¢) A la précision men +oo: zhfz+D—(z+Dnlx) ..........
e” 1 o
d) A la précision —5, 00 (— + 1) ............................
T x

Y IR O R G RE S RN (9
2 2 7
w0 le) D e (- 5))
3.’1,‘—372-{"%3“—%4—330@4) _ln(x)%}_?};v—i_é%_%-l-m-ﬁ}voo(%)
3 .5 .6
515—;_3 é%zm'ﬁ% m%+oo(56_ $+$2+%_§_ﬂ-—ga+mg{)($6)
e RN (G D IS A
ez 1lex® Tex® 244Tex? 5
=5t T 16 T Een T e®)
1—m+%(w—1)2+mgl(($—1)2) e 1+i:1:—~w2—-g~iw3 +m30(w3)
et g o) tonalE) T e 0

» Réponses et corrigés page 150
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Fiche de calcul n°23 022A
Arithmétique

lesxon euchdlenne Algonthme Euclide. Theoremes e Gauss, de Ber out et
5 'de Fermat Décomposmon en facteurs premlers F . :

Division euclidienne

Calcul 23.1 — Variations sur le signe. SR |
Effectuer la division euclidienne de a par b, on donnera le résultat sous la forme « (quotient, reste) »

ay a=6letb=9 ...l ¢) @=6letb=-9 ... ...

b) a=—-6lethb=9.................. d) a=—-6letb=-9 ................

Caleul 23.2 — Diviseur et reste inconnus. R

On divise 524 par un entier non nul inconnu, d. Le quotient vaut 26 et le reste 7.

Calcul 23.3 — Arithmétique modulaire. EOTE

On rappelle que deux entiers a et b sont congrus modulos n, ce qu'on note a = b (mod n), si et seulement s’ils
ont méme reste de division euclidienne par n.

a) Le reste de 592 par 3 vaut ....... b) Le reste de 3222 par 5 vaut .......

Calcul 23.4 — Encore des modulos. 2 g
La notation a®* désigne le nombre a & la puissance « b puissance ¢ ». A ne pas confondre avec (a?)° = abxe

Le chiffre des unités de 2 0232022 egt L i

PGCD et PPCM

Calcul 23.5 — Réduction de fractions. G @
On notera a A b le plus grand diviseur commun de a et b et a V b leur plus petit multiple commun.
a) 10010A2772vaut .....oooevnnnt, c) T29V360 vaub ......iiiiiiiiian
10010 1 2
b) la forme irréductible de - X7 est d) 360 T Tag e
Calcul 23.6 — Systémes diophantiens. Gttt
Déterminer tous les couples d’entiers naturels (a,b) tels que :
| a% — b* = 9792 a x b= 360
aAb="024 v B) QaVh=60 . eeriiiriiiianans
6<a<h
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Coprimalité, relation de Bezout et théoréme de Gauss

Calcul 23.7 — Inverse modulo 13. i e

L’objectif de cet exercice est de résoudre 1’équation de congruence 5z-+4 = 7 (mod 13). Pour ce faire, on cherche
un inverse pour 5 modulo 13, c'est-a-dire un reste noté invi3(5) tel que 5 x invy3(5) =1 (mod 13).

a) Donner une solution dans Z* de I'équation diophantienne 5u -+ 13v=1. ........

b) Déterminer Vinverse de 5 modulo 13. ... ..o

¢) Résoudre "équasion 5z +4=7 (mod 13} dans Z. .......... ...,

Calcul 23.8 — Equation diophantienne. SO0

Soit N le nombre de couples d’entiers {z, y) solution de I'équation (E) : 192 —6y = 1 et vérifiant 1999 < = < 2023
et (Zo, ¥} celle de ces solutions qui maximise y.

N vaub .ooovierii i (o, yoy vatth ... i

Décomposition en facteurs premiers et théoréme de Fermat

Donner la. décomposition en facteurs premiers des entiers suivants. Il s’agit ici d’appliquer au maximum les
critéres élémentaires de divisibilité (par 2, 3,4, 5 et 9).

Calcul 23.9 — Décomposer pour décomposer.

a) 2022 ... ey 2021

B) 2023 .ot d) 2027 .,

Calcul 23.10 — Diviseur et quotient inconnus. e R
On divise 477 par un entier non nul inconmu, 7. Le quotient est ¢ et le reste vaut 8.

8) VAU ... b) gvaut ...

Calcul 23.11 — Arithmétigue modulaire. i
Déterminer, dans chaque cas, le reste de chaque puissance modulo P'entier proposé.

a) 3% =36 (mod35) .............. d) 5% (mod T7) ...

b) 37 (mod 35) ...oiiiiiiiii, e) 7722 (mod 143) .........cooeennt.

¢) 6 (mod35) ..., f) 3853156 (mod 4 195) ...

(7,2) — 4 7 7% 17? 20 (2023, 6406) (—7,2)

4 1 2 5 66 (~5,2) 11 (mod 13) il est premier

5 6 2 (12,30) 8 (mod13)  (6,7) 1 29160 67

1
154 43x47 oo (F67)  2x3x337 (9,8 1

» Réponses et corrigés page 153
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Fiche de calcul n°24 023A
Polyndomes

Préequis
. Opérations sur les polynty

enne. HEvaluation. Racines.

Autour de la division euclidienne

Calcul 24.1 — Pour s’échauffer. i ghEe

Pour chacun des cas ci-dessous, caleuler le quotient ¢ et le reste R de la division euclidienne de A par B :

a) A=X2h X2 X 41, B=X =1 it

b) A=X'—3X% 44X%2 -1, B=X2+4X+1 ..o

¢) A=XP4 X X34 X1, B=X34X242 ...

d) A=26X"4+12X3 - 11X% -2X 41, B=2X°-X?—-X 41 ............

Calcul 24.2 — Avec des degrés arbitraires. e 1 T

La lettre n désigne un entier naturel supérieur ou égal & 2.
Pour chacun des cas ci-dessous, calculer le reste R de la division euclidienne de A par B :

B) A= K™ B =X = L ittt
b) A=X3"2 o X3t L X3 B X2 X 41 i

) A=(X =3 (X =2 =2, B=(X—=2)% .. i

d) A=X"T2 L X X" B= X% 0X bl

Calcul 24.3 — Avec des opérations. e S
Pour chacun des cas ci-dessous, calculer le reste R de la division euclidienne de P par X* :

8) P=A+BolA=X4+X-2etB=X"+X-1 .. .....ccooiiiiii..

b) P=AxBol A=2X3-3X?-X4+1et B=X?+X+1 .. .ccooovvinnnn.

) P=AoBot A=X?_—3X+1etB=(X-2)% .o,

d) P=AoBot A=2X>-3X"-X+1letB=X+X*-2X+1 .........
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Calcul 24.4 — Pour évaluer en un point. gt 1]
Soit P = X® - 2X° — 8X* — 22X° — 53X* — 56X — 20.

a) Caleuler le reste de la division euclidienne de P par X LR T

b) Caleuler PI). oooiiir i e

Calcul 24.5 — Pour évaluer en un point — bis. ek
Soit P = X% - 2x5 —8x* - 22X% —53X% - 56X — 20.

a) Calculer le reste de la division euclidienne de P par X 22

B) Caleuler P(V/2). oottt i

Calcul 24.6 — Pour évaluer en un point — ter. LB
Soit P = X% —2X° — 8X* - 22X° — 53X? — 56X — 20.

En vous inspirant des deux exercices précédents, calculer :

Q=X?_—4X47

R=-20X3%4+11X%4+2X —1 R=0 R =-108X — 110
R=-3X -8
Q=X*-1
R=-2nX +2n—-1 R=—36X +64 R=2X-3 48 — 206i
R=-X?4+X+1
25
Q= 13X + =
64 — 36i 116 -92v2 R=-2X%-3Xx2+1 2 ~110 — 1082

~ Liooxz _sx -
R =5 (29X* - 5X — 23)

‘ y Q=X?42X+1
R=-8X%4+21X%—20X +5 R=X%4+X-1 R=1

R=2

p Réponses et corrigés page 156
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Fiche de calcul n°25 0244

Décomposition en éléments simples

Calculs de décompositions en éléments simples

Calcul 25.1 — Uniquement des pbles simples, Bt

Effectuer la décomposition en éléments simples (sur C) des fractions rationnelles suivantes.

Xt-2
a) RO+
b) X2

(X - DX(X 4+ 1)

Calcul 25.2 Rl |

Méme exercice.

X +1
® XTIOX 1)

X? 4 X +1

b moamaaE<-D

X242

(X — vV2)(X +v3)

c)

Calcul 25.3 — Avec des péles multiples. o

Effectuer la décomposition en éléments simples (sur C) des fractions rationnelles suivantes.

X+1
(X - 1D3(X-2)(X —-3)

a)

24 X2
(X + DX2(X —1)2

b)

1-X

1

) oo

Fiche n° 25. Décomposition en éléments simples 57



Calcul 25.4 — A vous de factoriser . e Lo

Effectuer la décomposition en éléments simples (sur C) des fractions rationnelles suivantes.

2X3+1

b) Xt -3X2 42X

Calcul 25.5 — Calculs de sommes. g ]

Soitn € N tel que n 2 2.
Calculer les sommes suivantes, aptés avoir fait une décomposition en éléments simples de leur terme général.

i 1
a) ;wm ........

T
b) Z(A k+1)(k+2) :

Calcui 25.6 — Calculs de sommes. =BG

Effectuer la décomposition en éléments simples sur R des fractions rationnelles suivantes.

2X +4
(X +12(XZ+1)

a)

3

(X -DEX+DE2+X+1)

Calcul 25.7 — Pbles simples ou multiples. g 1T
Calculer les intégrales suivantes
12 2% 41 ki
de ..... d e i L
» fm @—De+1D) ) / @z DE+27
1 x 1/2
e e i
b) /0 NS b ) fo 422 + 1
2 1 /3 T
i f —_—dE
c) fj mz(m+l)2dm ........... ) A
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Calcul 25.8 — Primitives.

Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes.

Co00

@ ey
a) v

b)

T —>

rZ 4+ 22+ 3

T+

(z—1)(z—-2)(x+1

e

S (z? +2)(z+ 1)

£)

r—2

T Er e - 1)y

h)

g — 41n(2) + 2In(3)

1—21n(3)
1

1 2

1 1-2X 1

1+

7{ —
2AX —m)
1+

T
2(X +m)
T

-
X1

X+1? X241
1 5 2 1 2 2 11

+ +

22X (X 4w

w(X +w)?
P

w ool

X T 86X 19

I3 T

—= grctan{ —

V2 i/§
X—3——X—*§“

®-ntE-oz
o2 11
n+2 n 3

-+ €T >

3

X+ X42

x5t e
3

2 1
X1 ) + (X (1)

E+4 1-4

XTX?T O MX-1) z(xm1)2+4{x+1)

11 143 1-3i
X+1 2(X-1) 4X-1) &X+1)
1

! In(5) + %13(2)

18 9

41 27)2
4

5
S BE e (BB X)

-3 i

2AX —1)  4X —i) 4(X+9)

2 1
+

x2tx3tx
1 3

-1 (X-

12
1

1 1

1—2
1+=x

Pastan( 757 1 75)
i
3

1 -

2AX—1) 2X+1)
e—1

+

X2+X—1|~1

(e~ 2)(X +e)
1

'"Q'EB

M PEDS &)
-1

1+

2n+1)

T >

2
E 42 +ilnfe+1]—fin|s—1| +Linfe -2

+

— arctan X A =
2 VERRRVE
€T
toax oD

£2m—1
222 -1

1 2

- -4+

4 X 2AX+1)

1
2n
-é—ln(a:2 +2) - %lnlm+ H+ 3? arctan( Z

2

» Réponses et corrigés page 158
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Fiche de calcul n" 26

Calcul matriciel

Calcul matriciel

Calcul 26.1 — Calculs de produits matriciels. SR

Dans cet exercice, on note A, B, C, D, F les cinq matrices suivantes :

Calculer les produits matriciels suivants.

a) A% ... d) ExB g) D? ...
b) A% ... ) AxE h) DxC
¢) BxE fy BxA iy B'xB
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Calcul 26.2 — Calcul de puissances. R

On note
1 -
=G 1) 2= 8) - (8 W) 2o )

la. matrice D étant de taille n x n (ot n € N*), et ot # € R.

Calculer le carré, le cube de chacune de ces mafrices et utiliser ces calculs pour conjecturer leur puissance
k-iéme, pour k € N.

a) A% ... e) B ... iy ck ...

by A% ... fy B* .. iy D* ...

c) Ak g) C*. k) D3

d) B* ... h) ¢® ... 1) D¢ ...

Calcul 26.3 — Calculs avec des sommes. “

Soit n € N*. On note A = {as;)1<ijcn, B = {bij)icij<n et C = {Cijh1<ijgn les matrices de termes généraux
suivants : 1
i— .
agy = (j - 1)’ by =287% ey =G50+ by
Donner le coefficient d’indice (i,) des matrices suivantes. On simplifiera au maximum le résultat obtenu et,
notamment, on trouvera une expression sans le symbole 5.

a) AxB ... ¢) B'xB...ooovno.
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Calcul 26.4 -— Deux calculs plus difficiles . Lol T ob

Soient n € N* et (4,7) € [1,n]*
En utilisant les matrices de Pexercice précédent, calculer les termes généraux suivants.

b e B) [CPly, vevrnennn

Inversion de matrices

Calcnl 26.5 — Détermination d’inversibilité, caleul d’inverses. el

Dans cet exercice, on note les matrices sulvantes :

1+1 21 1L -1
Az(g ;) B:(. __i‘), c={0 2 1},
! 3 -1 2

r T 2 10 2 02 1
D={x 0 o), E=[21 -3|, F=[2 0 1},
—r =% 0 4 2 2 120
101 -1 1 0 2 3 11 -1 -1
2 1 3 -1 2 2 1 4 -1 1 1 1
G=11 11 1| B=l7 2 2 of 75|21 -1 21 1
002 3 —1 1 -1 -1 -1 1 -1 -1 -1

Déterminer, si elle existe, 'inverse de chacune des matrices. Si elle n’est pas inversible, indiquer dans la case
« non inversible » .

a) A d) D g G
b) B e) E .. h) H
¢) C f) F iy J
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Calcul 26.6 — Matrices dépendant d’un paramétre, e

On note X et p deux paramétres réels. On note A et B les deux matrices suivantes :

A1 1 11 1
A=It-1 -1 2|, B={x 1 a-1
A 12 1 x 1

Pour chaque matrice, donner une condition nécessaire et suffisante (abrégée ci-dessous en CNS) sur A pour que
la matrice soit inversible et en donner, dans ce cas, 'inverse.

) CNS pour A . NS pour B
inversible a inversible
b) Inversede A ... d) Inverse de B ...

Fiche n® 26. Calcu! matriciel 63



1 2 e 8 19 3k — 2k 5 3 ~1 1
— 3
Ar=e)\ 5 0 27 0o 3 43 1 2
-1
H 7 -2
13 cos(kf) —sin(kf)
n*~tD (~5 15 3) 7 49 -—14
0 1 sin(kf)  cos(kd)
-2 —-14 4
c -1 0 -1
1 2 - cos(28) —sin{26 i 1 6 0
Non inversible ! A (?' 1) ) ) —é
0 1 I sin(26)  cos(20) 10 -1 0
0 4 1 -1
~E—A4+X 1 2-2)
i 4 5
A#L — 1 0 -1 17 {matrice 1 x 1)
1A
0 9
1-X2 A-1 A—1
—4 -1 3 1 T -2
(1 6i,1)(Giv1,541 + Bi )
ToNE2A+2 A =231 2 14 -4
(= 80 )(0i5 + in15-1)
A—1 G T—2A -1 -7 2
n? n? 0 4 0
Gt rie1 i—1 —1 ) 1
2x 3 x5 (j)+(j_2) (n?) =10 —2 -2
n? n? 2 -1 1
o cos(36) —sin{36 5 4 o n
at+igi—i(om . 1) Al (39 30) 2x3‘+3(1—(§))
sin(36)  cos(38) 4 5
4 -2 2 it
I -3 -1 Tt i -2 2 2
1 1] 8 -6 4 2
3 3 4 (n) =11 -1 2 =
6 2 -7 5 -3 -1
9 -7 3 n 7 4 2 —4
-5 3 -1 -1
5 2 -1 8 4 -2 -2 -6 -5
111 —1-2i 1k 1 1
a 51 3 2 -1 5| ~16 -6 7 15 -1 it
3 1 —14i 0 1 2 8
-6 -2 2 0 -2 1 18 -26 -1

» Réponses et corrigés page 162
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Fiche de calcul n°27 D026A
Algebre linéaire

Vecteurs

Calcul 27.1 @
Pour chacun des calculs suivants, déterminer les coordonnées du vecteur u dans la base B.

a) w=1{1,1), B=((0,1),(~1,2)). «ceiiiiiii

b) uw=(1,1), B=({=1,2),(0,1)). «.orriii

¢) w=(3,4), B=({1,2),(12,13)). «ccoiiii

d) u=(1,2,1), B=({0,1,3),{4,5,6), (L0, ). ....ooiiii

e) uw=(=1,0,1),B={(10,1),(L1,1)(=1,=1,3)). ...ooiririiii

) u=X32+X2 B=(L,X,X(X -1}, X(X—1{X—-2)) .e.ooeeriiiin..

w .
g) Uiz cos(:v + —g), B=(zrcos(z),z—sin(z)) ...

Calculs de rangs

Calcul 27.2 — Sans calcul. Heing

Déterminer le rang des matrices suivantes :

I 4 1 2 3

a) G 1) rrerrerereeeeeresiaeieeeeens d) F S T

6 7 13

1 4 1 4 .
2 8 2 8 2

b) I SR S B R ey {3 4). ................................
5 20 5 20 4 6
I 2 3 4 1 1

c) 12 4 6 B .o f) CEMRR)
3 6 9 12 1 1

Fiche n° 27. Algébre linéaire 65



Calecul 27.3 G g

Déterminer le rang des matrices suivantes :

3 2 1 1 2 1
8 [—4 —3 —t) . & [0 2 4}
(—4 -2 w) 11 2)
b) (cosﬂ —sinﬂ) 1 -t 2 3
Sing Cose ........................ d) 2 1 _1 2 ...................
4 2 I
1 4 2 1

Matrices et Applications linéaires

Calcul 27.4 - Matrices d’endomorphismes. S g

Pour les applications linéaires f et les bases B suivantes, déterminer la, matrice de f dans la base B.

a) fr(zy)m (@+u,3z-5y), B=((1,0),(0,1)). ..o
b) Fi(zy)= (@+y3z-5y), B={(0,1),(1,0)). ceooiiiii
¢) filzy) e Crtue—y), B=((1,2.034) oo

d) f:(z,9,2) = @+y3z-2y), B=((1,0,0),(0,1,0,(1L1L) .......c..oon

e) FiP o PX 42, B={1,X,X%) i
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Calcul 27.5 — Matrices d’applications linéaires. T
Pour les applications linéaires f et les bases B, B’ suivantes, déterminer la matrice de f de ia base B dans la
base B'.

8) f:lmuy2) e (@+y+z2—y), B={(0,13),{4,56),(-1,0,1)), B = ((0,1), (1,0}

b) FiPr P, B=(1,X, X%, B =(L,X,X5X%. (i

11 -1 -1 1
2 (9/11,2/11) 4 (1/2,~v/3/2)
3 -5 4 15 0
1 0 1
1 [—19 —43
1 3 -1 1 3 1 5 2 1
9 2
0 1 1
01 0
00 2 -5 3
(0, 2’4’ 1) (_L 3) (""1: 1/2: 1/2)
00 0 11
000
1 2 4
2 2 2 (-2,4/511/5) 01 4 3,-1)
0 01

b Réponses et corrigés page 167
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Fiche de calcul n°28

Equations différentielles

- rrereq
+ Bquations ditférenticlles. ..

Equations d’ordre 1 & coefficients constants

Calcul 28.1

Déterminer les sclutions des problémes de Cauchy suivants :

a) ¢ =12 et Y(0)=D56 ...t
b) ¥ =y+1 et p(0)=05 . e
¢) ¥ =3y+5 et y0)=1 ... . .

d) ¥ =29+12 et yO) =3

Calcul 28.2

Déterminer les solutions des problémes de Cauchy suivants :

8027 A

8) By ==y eb (1) me e
b T +2u=2 et y(T)=—1 .o
€) ¥ = vVBy=06 et y(0) =@ . e
d) ¢y =ay+2 et y@)=12 i
68 Fiche n° 28. Equations différentielles



Equations d’ordre 2, homogénes, a coefficients constants

Calcul 28.3 — Une équation avec conditions initiales. e 6

Déterminer les solutions des problémes de Cauchy suivants :

a} y” - 3?}’ + 29' =0 et y(O) =1 et y"(O) S

b) =3 +2y=0 et y(0)=1 et H(0)=1 ...l

c) ¥ -3 +2=0 et y(0O)=1 e ¢ (0)=3 ..o

d) y” — 3y’ -+ 2y =0 et y(o) =1 et y’(O} =3 e

Calcul 28.4 — Racines doubles, Racines simples. ST E

Déterminer les solutions des problémes de Cauchy suivants :

a) ¥ —y=0 e y0) =1 e $Oy=1 ...

b)Y ¢+ 3 +2=0 et 0 =2 e yO)=3 ...

c) y”+y’—2y20 et y(0)=1 et y’(O)mQ ..........................

d) ¢ =2 +y=0 et y0)=2 e YO)=1 ....oo.....

e) y'+dy +4y=0 et y(1)=1 et H(1)==3 ...ooiiiiiiiiiiiiiini,

Calcul 28.5 — Racines complexes. ey

Déterminer les solutions des problémes de Cauchy suivants :

3,) y”-}-y:{} et y(()):l et y’(O)mZ ................................

b) y”-{—y"-{—yzo et y(O):l et ’y’(O):-"—l .........................

) v+ H2=0 et y(0)=0 et H(0)=1......cccoiiiiiiiiiiinan.

d) y” — 29’ -+ 5y =0 ef y(o) =i et 'y'(()) e E .

4 1 3z __
T -y §e“’ — —ge“m z > (2 — z)e” z -y e85 @ 8e 3 5 -y 6e® —1
23 1 — 27212 x> 6% z > e” —1;_132”’: 1;163_21”’ z — e " sin{zx)
V3z 1 iz 6 N
z 3 (2 — 3i)e® + (3i — 1)e™ m»—%e_W?(cos—w—m—sinw———— g [ —= 7]Vt — —
230 @) 2 "7 )T
s (2—x)e? x> cosk + 2sinz x> 262 — " 73 Te™* — e
2
z > 56el x> 9% — 6 x> e T+ e” T (12+ %)e“_“z =
T

b Réponses et corrigés page 170
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Fiche de calcul n° 29 028A

Séries numériques

. Séries usuelles {convergence et sommes), décomposition en éléments simples. - -

Séries géométriques, exponentielles, de Riemann

Dans les calculs de cette section, reconnaitre chacune des séries suivantes, dire si elle converge, et le cas échéant

calculer sa somme.

Calcul 29.1 — Séries géométrigues. Py
k
1
a) 22’“ ...................... c) (—) .................
Ex0 k20 2
1 1
b) BF ereerreeiereeeeenaes d) TE e
k20 2 k210 3
Calcul 29.2 -— Séries exponentielles e
1 1
a) U c) rverr IR PRIOUUPPR
pred k! > 2k x Kl
2k
b) Z']Ei ......................
k22
Calcul 29.3 — Séries de Riemann. gt |
1 ik
a) };’:—5 ...................... d) Z 7)«:71 ...................
k21 k23
1 1
D) D e e} >, ST
k>3 vk kza (1—1V2)
1
C) Z -k_,‘ .......................
k26

Calcul 29.4

00

Prouver la convergence et calculer la somme de chacune des séries suivantes :

1 kz
a) Z e c) Zln (——) ...................
P k44 k = k2 -1
1 (k+2)—(k+1)
b) Z TR A LR IEET d) Zarctan( e
£ 5+ 3K7 4 2k e 1+ (k+2)(k+1)
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Séries géométriques dérivées

OMmme

Calcul 29.5 — Séries géométriques dérivées.

Reconnaitre chacune des séries suivantes, dire si elle converge, et le cas échéant calculer sa somme.

k=22

D) Y e
k21

€) S URZE
k=1

4 1

) D RGTg e e
k20

Calcul 29.6 — Séries géométriques dérivées — bis,

RPN

Reconnaitre chacune des séries suivantes, dire si elle converge, et le cas échéant calculer sa somme.

—2 — 524 e 2 1

1
— 1 ¥ di
1 ] 5B T 0 e ivergente
T divergente 4 In(2) 1 e’ —3 2 2
1 : =1
_ 72 7 — 496 1 1 11 _
divergente T P 1 R T divergente

2

» Réponses et corrigés page 173
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Fiche de calcul n® 30 028A
Structures euclidiennes

ire, famille orthogonale, base orthonarmée,

Calcul de produits scalaires

Calcul 30.1 — Des calculs de produits scalaires de fonctions. G

Calculer les produits scalaires entre les vecteurs suivants dans 'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1]
muni du produit scalaire défini par

1
(ro)= [ a0 o
On note f1, f2, fa, f4, fs, fo les éléments de E suivants :

f1:t— In{l + 1), fa it 17, fa it 3 cost,
fi:tr— e, fo it 14+, fo:t— 2.

a} <f1, fﬁ) ........................... C) <f3, f5) ...........................
DY {(Farfo) oo d) (fanfa) o
Calcul 30.2 — Des calculs de produits scalaires de matrices. S| |

Calculer les produits scalaires suivants dans ’espace vectoriel M3(R) muni du produit sealaire canonique.

1 2 1 2 ¢ 3
Onncotera,A—(3 0),B—(2 1)et6'—(_‘3 0).

Distances euclidiennes

Calcul 30.3 — Des calculs de distances. g bt

1
On se place dans R3[X] muni du produit scalaire défini par (P, Q) = f P{H)Q(L) di.
0

a) Calculer la distance de X2 & Vech({1, X) ittt it e

b) Caleuler la distance de X & Vect{1, X3) .ot

¢) Caleuler la distance de 14+ X2 & Vect(X, X2) oot i,
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Orthonormalisation

Calcul 30.4 — Orthonormalisation de Gram-Schmidt. G

1
On se place dans By[X] muni du produit scalaire défini par {P, @) = f PHQ() dz.
0

En appliquant le processus de Gram-Schmidt :

a) calculer une base orthonormale de Vect(1,X) ...

b) calculer une base orthonormale de Veet(X, X%+ 1) ..ooooiiiiiiiiiiiiains

Matrices de projections orthogonales et de symétries orthogonales

4y

On se place dans B® muni du produit scalaire canonique, quion munit d’une base orthonormale B = (i, 4, k).

Calcul 30.5 — Calculs de matrices.

On nate z, y et z les coordonnées dans cette base.

Pour chacune des applications linéaires suivantes, écrire sa matrice dans la base B.

a) La projection orthogonale sur le plan P d%quationz+y+2=0 ..............

b) La projection orthogonale sur la droite D dirigée par i -+2k .........c..ovet.

940 1
9sin(1) + cos(1) — 1 % (\/I'S'X”/ME(XZ—-%X-H)) (1,2VA(X - )
10 2 2 -1 -1
1 1,
4n2-2  Zl0 0 0 -1 2 -1 s(e"—1)
3 3
2 0 4 1 -1 2
9 —6 2
1 7 1 1
2L o =l _ 10
53 12 6v/5 7|6 -7 6
2 6 9

b Réponses et corrigés page 176
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Fiche de cafcul n°31 030A
Groupes symétriques

- Prérequis o

Calcul 31.1 — Echauffement. o g

On considére les permutations suivantes de Gg

{1 2 3 4 5 6§ ¢ o= 1 2 3 45 6

P2 43165 7741563 2)
Expliciter les permutations suivantes.
a) Pt d) po ...
by o7t .. €) TP i
¢) o £y ope~t ...
Calcul 31.2 — Opérations sur les cycles. s
Calculer les puissances suivantes, oit a, b et ¢ désignent trois entiers naturels non nuls distinets.
a) (ab)™ ... d) (@bc)® ...l
b) (abe)™t .. e) (2451)% ...
¢) (1352771 ... f) (15230%2. ...

Décomposition en produit de cycles & supports disjoints

Calcul 31.3 — Décomposition en produit de cycles 4 supports disjoints. w0 AR
Décomposer les permutations suivantes en produit de cycles a supports disjoints.

(12345678910)
a)

76 91384105 2
py (123456780910
3210174598 6)

&) (13524178 cvvreeneeinieeeeeriieenniins.

d) (13)(B214(B14)(214) ooereeriiereee.

e) (26)A21B5)(B2(BI5) oiriiririiiiaiiieannnn
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Calcul 31.4 — Application aux calculs de puissance.

Expliciter les puissances suivantes sous la forme d’un produit de cycles & supports digjoints.

0 (3
) (!
o (!
0 (:

Calculs de signature

2
4

3
3

5
6

s
(]

Calcul 31.5 — Calculs de signature — niveau 1. E
Déterminer la signature des permutations suivantes.
8) (12)(B4)(BB) oo d) (1324
D) (15324) coviiiiiiniieiiiineann, e) (13267 147312) .....oiiiiiinen.
¢) (153247 i £ o(a3esn@r3t®™
Calcul 31.6 — Calculs de signature — nivean 2. o EhER
Déterminer la signature des permutations suivantes.
)12345678910 C)12345678910
# 17691384 105 2/ 3 47189 10 26 5} 77
b)12345678910 d)12345678910
3 2 101 745 98 677 7 16 10 5 9 2 3 8 4777
123 45 6 1 2 3 45 6
1 (ach) (72531) id
16 5 4 2 3 4 1 3 2 6 5
1 2345 6 2 3 4 5 6
(131064)57(89) {14 2)(5 6)
6 4 3 2 5 1 6§ 3 21 5 4
1 23 45 6
(1674)(253) (a ) (12753) {146235) (2154)
I 26 5 3 4
1 2 3 45 6
(12653) 1 -1 1 -1 1
26 513 4
(174)(26810)(395) -1 {(17)(24358) -1 1 {12)(34) (eba) 1
ol

» Réponses et corrigés page 178
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031A

Fiche de calcul n° 32

Déterminants

- Nombres comple

Calculs en dimension deux

Calcul 32.1 S
Soit @ un nombre réel.

Caleculer le déterminant de chacune des matrices suivantes.

—a i 3
G R )
b) (_02 2) ............................. d) (‘f _05) ...........................

Calcul 32.2 et

Calculer le déterminant de chacune des mafrices suivantes.

3/2 7/2 85 72
a) sjo gja) T k3 gy e
b) n(2) In(8) ) VZ+1l 1-v32
T ey e DL VB B g
1/2 —3/7
c) 5o jg ) e
Calculs en dimension trois
Calcul 32.3 Bty

Calculer le déterminant de chacune des matrices suivantes,

On rappelle que le nombre complexe j vérifie PB=1

12 3

3 T S < T T
7 8 9
-1 -2 3

D) [ 22 0 B e
4 0 0
[ 1 =3 ]

¢) T S T PO
_j2 1 j2

76
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Caleul 32.4 S

Calculer le déterminant de chacune des matrices suivantes.

b3
B F =3 F T e
P
i 241 —-241i1
BY | mi ZEm L L= 2 it
-1 i 2
2 1
) 15 3
1 1
c) ~TE 0 mE |
2 1 1
5 3 15
Calcul 32.5 e

Soit x, y et z des nombres réels et ¢ un nombre réel strictement positif.

Calculer le déterminant de chacune des matrices d’ordre trois suivantes.

r oy z
8) | 2 @ g e
y z
( In(a) In(a?) —~2In(a)
b) | In(va —2In(a) In(@®) | oo
~mn(a?) Inf{a) 2In(va)
i1 1
c) T E N [
2 o 2
x x+1 z+2
@) 241 242 43|

r+2 z+3 x+4

91n(2) —61n(a) —2a? 227/336

(y — )z — y)(z — ) 6i — 12 0 V2 + 13 3 919

0 —40 0 2 4+ 4% + 2% — 3zyz —546i 4/375

» Réponses et corrigés page 181
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Fiche de caleul n° 33 032A
Fonctions de deux variables

mité, dérivabilité)

Les fondamentaux

Calcul 33.1 — Ensembles de définition.

Déterminer le plus grand ensemble de définition possible de chacune des fonctions suivantes.

a) {myy)—raresin|z—yl.... o

b} (g, —In@)+/F-

V]

r2 +y2

....................................

) (z,y) —>

d) (z,9) — V16 —22 —¢2In(2® + 4" =16} ..o

Calcul 33.2 — Dérivation partielle. ]

Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes.

a) Filzmy)—r 2+ oy

by fi(zy)r—sin(2ey — ) .o v

¢) fi(zmy)— (2P, 2" — )

d) fi{zy)r—rarctan(2z4+y) ...

Calcul 33.3 = G

Méme exercice.

a) fi(z,y)——eo8(Z—y) .ooiiiiii

2

d) f:(m,y)»—>{ arp SENA00

¢ sinon
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Composition de fonctions

Calcul 33.4 — Régle de la chaine. B

On note w(t) = f(u(t), v(t)). Calculer w'(t) pour chacune des fonctions f, u, v définies ci-dessous.

a) flz,y) =4z® +3y°  avec {u TR
2 = COS

vty =e"t

b) f(z,y) = 2% —y* avec {u(t) =<

a2 2 u(t) = 3sin(2t)
¢) flz,y)=2"—3ey+2y” avec {v(t) teosiz)

Calcul 33.5 — Changements de variables. S AER

Soient f € CY{R* R) et c € R*.
Exprimer les dérivées partielles de f o ¢ selon celles de f pour les fonctions suivantes.

2) ¢ (u,0) > (u—}—v v—u)

2 7 2

b) @ : (r,0) = (reosf,rsinf).........

10, +oo[ x [0, +00] %(m,y) = 2y cos(2zy — y) et gi(w, y} = (2z — 1) cos(2zy — y)

dy

9 f o) 18f fut+v v—u 18ffu+v v—u 2
N T = - —_ — <
dv (,2) 28\ 2 7 2 +206y 2 ' 2 {my) B, 2 I<y<z+l]
O (o y) = Of (o o) = (2 - O () = Of (g Y = 5ot
5 (2,y) = (2uy, 2) et ~3—y(w, y) = (z°,—2y) sin(2t)  a-(@,y) =204y et B (z,y) =5y +=
o] g(-%%ﬂ(r, &) = cos@—g%('r cosd, rsind) +sin 9%(rcos€,rsin6‘)
2 pe ™ fow), o Of . i .
p——" 6]?9 (r,8) = —rsin 6—3;(;;05 8, 7sin @) + rcos (9"3;(7“ cos @, rsin 6)
7, @ y) = —sin(z — y) et @(m,y) = sin(z — )
2 SV Ny S S
, 9 Y = T Bt 2 Y = T g o
—f(:c, y) = cos(e™V) — zysin(e™) €™ et = (z,y) = —z° sin(e™) €™
O 5 5 Ay
gé(w,y) =ya2¥"" et -é-i-{sv,y) =g¥Ing
27,2 2 3
vy -z 21y .
S , 0,0 E T ; 0,0
'g"ii(m,y) _] @ O ) et %(w,y) _] @rpp #EwA )
0 sinon 0 sinon

B(fogo)(u )__1_% vty v—u\ 10ffutv v—u
o YT Ee\ T2 0 T2 o\ 2 %

{(z,y) € B2, v 2 ON{(0,0)} -T2 cos(4t) — 46 sin(4t)

o

» Réponses et corrigés page 183
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Fiche n° 10. Primitives

Réponses

10.1 b 3
D) e P
10.1 3
Ao 312
4t
10.1d) oo _ cos(4h)
4
2 3
10,2 8) oo e +1)1 — Zt%
1 ot
102 D). Ze
2
1 .
10.2€) it EArcsm(Zt)
1
10.2d) oo -gArctan(St)
2 3
T ) Elnil-i"t |
1 3
103 D).ttt g1+
£ 11 I ) SRR —/1—12
3 o2
10.3 ). et (147873
103 €) it = In(1 + 3t*)
10.3 f :
BE) e T
10.48) oottt iln‘*t
104 D) o 2vInt
2
10.4€). ittt e
2
10,4 d) ..t ~33
104 ) eoeveeiei it eeneeens Inft —e +ef||
104 ). e e —e¥
105 8) oo = cos® ¢

105 d) .o
10.5.6)eerrr oo reeseees e

1
105 ) - sin{mr ln ¢)
IO E) o tant —t
105 h) .o %tanzt+1n§cost|
1, 4
10.51) o e —tan*t
4
10.53) oo s 2vVtant
10.5 k L
B P
10.51 ! !
R 75 3 I 5 i)
1
105 m) .o ~2-Arctan(2t}
10.50) .00 e Arctan(et)
PR
105 0) ccvieiii i §(Arcsm(t))
105 D) In |Arcsin(t))|
t  sin(2t)
106 8) e oo 5+
cos(4t)  cos(2t)
106 D) e ——
I 3
106 C)ceiii —cost+ 3 08 t
106 Q) e e In(1 4 sin £)
106 6) v In|tant
LN | —cotant + tant |
1
1068} oo 1 In | tan 24|
1
10.78) s t+1Int— n
10.7 b Int !
0+ 57

104
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A
B ) i+ =4 —
10.7 <) +3tz
2 8
Ty A i
10.7 d) 5+ 3
10T @) e t—2Injt+1|
t2 3
107 6) . e t———+§—ln|t+1§
10.78) v %ln(l + 2} — Arctan(t)
10.7 h) It + 1] + - !
[ 4 ) T I
t+1
1
10.828) covverrieennn. 2(t — 1) puis §t3 — % 4+ 5t
10.8 b ! +1 i —l—i—lniﬂ
Bbh) o e puis —
10.8 ¢) 3 uis 2t + 1
B 2\/“ T P TS
4 31 ; i1l 2
10.8 d) ............ W-_Eg - 5]557 puls —‘Et—a - %
i 1
10.8€).....vvenine 2% — 3¢~ puis —e? — —e™%
2 3
i
1081 oo 332 puis gest‘z
t(t* +2) S
10.8g)..... TN I puis 3 In(|t” — 1])

10.8 h) w% puis gln(t2 + 1)} — Arctan{t)
10.88)............ cost(3cos? ¢ — 2) puis -§ cos® t
1083} .....0.us sinh(2)? 4 cosh®(t) puis %sinh2 (t)
10.8K) ..o, gf—si—t—;:g puis cos%
10810 ..o (z—ie—:;;j«g puis In(2 + €}

10.8m)...... @g—im?g;g%i puis —§1n|2+3c03t|
10.81n0) ... (—1—::%5)“575 puis —\/l—rt-2~
10.80)....... 23—%%5)15 puis — In{1 + cos®(¢))
108D} verernennnnnn, (1 - 2t%)e™*" puis —%e—“
10.8Q) e evnirnennennnnn n tt; 2 puis Int — -;-mzt
108T). i f}t—é——t:Tn: puis In {Int|
10.8s8).......... _c_osl%;_s_iy_l_rﬁ puis —cos(In £))
10.80). ..., —(I;L(ii%)l—)) puis Arctan(e’)

14) Admet des primitives sur | —

oo, ~1{ ou] — 1,+o0|.

Admet des primitives sur | —

o0, —2[ ouj— 2,+ock

Admet des primitives sur R.
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2 4

1063) / cos29d9:j Md@:%JrM_;_Cte

]t cos(#) sin(36) df = [‘ é—(sin(BH + 8) +sin(36 — 6)) dé

= /t é(sin{dﬁ) + sin{268)) d8 = -—-Ci)fé@ - 5.%&@ + cte.

t oo
e sin{28) 2sinf cosf . g
10.6.4)" — df = ———dd =1n(1 t 4
6.9 / 1+ 820 / Tt simrg (0 = [n(l+sin"t)+ cte
i 4 2 .3 + .
R dé cos” @ + sin” 0 cos@  sind
10. : e —_—n = _— e int| — In -
10.6¢). f sinfcosé f sinfcosf d0 f (sin@ + cosﬁ)dg bn [sint] |cost] +cte = Injtent| + cle

t i 2 2 t
[ do m/ sin 6 + cos Gdﬂ—f( ! + 1 )dﬁ:mcotan(t)+ta.n(t)+cte

sin? () cos?() sin?(8) cos?(F) sin?@ ' cos?f
Ona
Pode _ * cos?(26) -+ sin®(26) a0
sin(46) 2 5in(26) cos(26)

i .
_ / 1 (2005{29) " 25“1(26)) 46 = :lllnisin@t)] - %].nl cos(2t)| + cte = i—ln{tan 2| + cte.

41 sin{26) cos(28)

¢ t ¢
g1 8+1-2 2
o= | IS0 B =1—2ln
d6 f sl dé f(l 7 1)df) t—2lnlt+ 1] +cte

o8 t 43 _ t _ 2y _ 2 3
d9=/u-§-d6w E+DA=0+0) =1 gy L T g aiacte

0+1 g+1 - g41 2 '3
9 4= .t‘;—”‘"lde— L —.—1 d6—1n|t+1l—i'—”—1 e
Groz " f Terne ) \a+1 (B0 tr1 ¢
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Fiche n°11. Calcul d’intégrales

- Réponses

11.1 a’) """" 11.3 e) 1 11.5 e} """"""" @ 11.7 C) ............

P 3
111, : o I V3| 117 d)....
) 2

2 ...... -
1t1lch....... 1L.36)......... - 2 i
0] . 0] 117 €)cvneenennn. —=
11 2 a) ---------- 3..) ............. 3
1lda)...ooie. (0] 11.61) 0] —
12b) o 1ab)............[1] LT D 3
2 L |
147 11.6¢)..... ln(m)
112¢).oonnno e T ) Vi) 1ise).... [0]
7|
11.2d) e 54 gy 1164 %& 11.8b) . oinnennn. K
11,2 ) cceninannnn I 0 o 1 : sg 55
5 11.6 ) 1= In10
1026 5| 1L 2\ e
1
e 1
115a) e, e
13a)..oonnnns ) 11.6) e T B 2
11.3b).eeennnnn 115 b)..... 2(e* - 1) e 3
1186 orinnnn. =
8 1 - 178).. . |2 °) 3
11.3¢)einnnnnnnn.. S| 189 -7;1n(1+~2w) 2 e+l
2
7] 1186 ... -
11.3d)eeinnnnnn, 11.7b) e = 9
) [9] 11.5d).ceinn..nes “g% 2

e L] = 5
“11.1°b): f |sin7z|dz = — f |sin 7| de. Cette dernidre intégrale a ses bornes « dans le bon sens », on peut
=t _a
I'interpréter comme une aire. Elle est positive car on intégre une fonction positive.

-1 0
/ sinzdzr = — f sin  dz. Cette dernidre intégrale a ses bornes « dans le bon sens », on peut 'interpréter
0

-1
G

comme une aire. sin est négative sur [—,0} donc sur {—1,0}, / sin z dr est donc négative.
-1

. -3 7 7
‘11.2°b) On commence par mettre les bornes « dans le bon sens » : [ —~5dx = — / —5dx = / 5dz. Cette
; s i
derniére intégrale est ’aire d’un rectangle dont les c6tés mesurent 10 et 5.

112d) Les bornes sont « dans le bon sens », on peut donc interpréter 'intégrale comme une aire algébrique, Sur

VPintervalle [2,8], la courbe de f(z) = 1 — 2z est situde sous Paxe des abscisses, l'aire algébrique sera négative.
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Il s*agit de calculer I'aire du trapéze rectangle dont les sommets sont A(2;0), B(8;0), C(8; —15) et D(2;—3). L'aire de
ce trapéze rectangle est % x AB x {AD + BC) = % x 6 x (3+15}).

e 2 Y 2

31.2/e): Avec la relation de Chasles, on & / sinzdr = f sinzdzr + f sinz dz.La fonction sinus étant impaire,

—a " o
o

2
les aires algébriques sinz dzx et [ sin z dz sont opposées, il suit que leur somme est nulle.
0

112 1) :i Les bornes étant « dans le bon sens », on interpréte cette intégrale comme une aire algébrique. Cette aire est

composée de deux triangles rectangles {les intégrales de —2 & 0 et de 0 4 1).
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1 1
SR x 1-1 1 7

3 ~1 3
11.7b) x+1 est négatif sur [-2, —1j et positif sur [-1,3]. On en déduit : f lz+Hdr = / —z—1 d:c—i—f z+1dz.
—9 _n —1
Ces deux intégrales se calculent avec des primitives ou en les interprétant comme des aites de iriangles.

[ [Cdan [ e =) —2[may ] =s0—a
1 T 1 a: 2

1 1
On calcule
El £ % ;1
f cos(2xz) sinfz) dz = f (2cos’(z) — 1) sin(z) dz = 2] cos®(z) sin(z) dz —~ / sin(z) dz
o 0 u 0

2 3, 1% T 01
=-3 [cos (z}}o + [cos{m)]O =3
o i T 1 (% -
AT / |cos zsinz|de = f ]Esin(zmndm = 5[ |sin(2z)| dz. Le signe de sin(2x) est négatif sur [_5’ ]
et A = .
3 3 3

&b positif sur {0, %] , il suit que

/JA: | sin{ 2z} dz = /0 —sin{2z) dz + ]% sin{2z)dx = %[cos(&'n)]i - %{005(2:1:)] = %

-3 ~% o

]2_8211:10_1 ag
0

10  ni0
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-4
5
......... 1111 ..... 2 ..................................
11.8°%€) / \/:Eda::/ zfdzﬁ[-—:ﬂz] = -,
' o o o 3
¥3 V3 3
B 2 1 3 2 2m
11.8.f) f mdm-?L [FNEE dz = {gArctan(Bm)]O AgArctan(\/g)-——é—.
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Fiche n° 12. Intégration par parties

Réponses -

£ 20 )
12.0D) e e
20 ) T
In(2})?21n(® — 21n(2) — 213 4.2 R — R
121d)........ (n(2) (2} 12.2¢)........ 1 )
(in(2)) x +» sarctan(z) — 3 In(1+ z%)
1201€) ettt e -
12.2d) e { B
T2L ) e 22— 2 @~ ash(z) — dh(z)
5
1 5.2 30 B — et
121 E) oo In(2) ~ 2+ 3 2) 5 ¢
71
T L] 123 )it c
120 ) ettt -z
2.1 h) 13 2
R — R
T V3
12 D). 5 + - 1 12.4a)... { U %(—COS(.E)S}I(E) + sin{z)ch(z))
2v2 4 B
12,1 3) et Sk A N R
) 7 t3| 124b)........... { e owinm 4%
4 8 4
121 K)o 2y2In(2) — 2V2 4 - R® — R
3 g 2 12.4 ¢) N 1 2 2
G zy 2| lnfz—Slnx 4 -
12.11) T 1, n? 3 9 27
.......................... - 2 - 32
-, =R
12.4 d) e _;_'ea,rccos(a:) (.’B . /1 . ‘,L.z)

12.1'a). On choisit w'(t) = cost et v(t) = ¢. f tcostdt = [Esint]i — f sinfdt = % -1

B 1 1
12.1b). On choisit w'(t) = sh(2t) et v(t) = 2t +3. f (2t + 3)sh(2t) dt = [(2t+3) Ch(;t)] - j 1 ch(2t) dt =
i a 0 i}

2 2, £72
mzf eidtutle—ti{ei] — 4,
0 o o

In(2) m) @ v, In(2) 1 ) @
' ) isi = g =2t_ t = ttn = — _ tln dt =
12.1d}. On choisit v(t) =tetu'(f) 1 2" dt : e dt = i o) 2 1 @ /. e
gin( . _2_ L) _ ((2))*2>® — 21n(2) — 2°* 1 2.

n2) (n@)* " (n(2))®

1 1e) On choisit ' (t) = I et v(t):lnt.f 1ntdt=[tlntﬁ—/ ldt=e—(e—1})=1
. .
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o 2 2 2
12.14) onchoisitu’(t)wtew(t)ﬂlnt./ tlntdtm{itzmt] —/ 1tdt:21n27-1-[t2]2:2]n2—§.
PR . 2 1 , 2 4 1 4
.............................................................................. 111t2
12.1°'5). On choisit u'(t} = I et »(f) = In{1 + °). f (1l + t)dt = [tin(1 48], - 2f e = In(2) —
a
S
1. 1 m

e Vdi=1n2 - 2ft — =1n(2) =2+ —.

2/{; (1 1+t2)dt In2 — 2{t — arctan(t)], = In(2) t g

121 h) On choisit w'() == & et v(f) = arctant. On a

1 2 1 1 2 1
t 1 t T 1 1 T 1
t, =i —Z df = o e = 11— — == _ .
/0. tarctantds {2 a.rctant}0 2/0 T . 2/{; ( T tz)dt 175

1 1

e 2 3 z i

2.1 1) On choisit »'(t) = 1 et v({) = arcsint. fo arcsintdf = [farcsint]? — i ——\/lt——tg dt = ]T; + {\/ i tz}j.

1219 On choisit u'(t) = ——— et v(t) = ¢ /1 L dt = [26TF 1) —2f1 N E=T TN, [(I + t)%] =

12.17). Y “Jy Vitt ER 3 0
2/2 4

RS

e e 1 1 H
121k)  On choisit u'(f) = VI T T et u(t) = In(1+£). / VT FiIn(144) dt — [§(1+t)% ]n(1+t)] —;3; / VITidt=
s 0 0 0

éx/im(z) - %[%(Ht)}%]; = %\/5111(2) - gﬁ+ gf.

i I i
/ ttan® tdt = t(l + tan® t) dt — / tdt. On choisit dans Ia premitre intégrale, v(f) = ¢ ot w'(f) =
o 0 0

I 27 % 2 2
2 i i_ N ) I ;S S S
1+ tan”£. On obtient [ttan )] fo tantdt [2]0 7 + [In cos(t)]d %=1 3 In 35

122 a) . Cette fonction est définie sur R, y est continue et admet donc des primitives. Soit z € R, en choisissant
T

T
u'(£) = e’ et u(t) = —t+1,0ona f (—t+1)ef dt = {(—t+ 1)e*]z+f et dt = (—z+1)e” +€° — 2. Ainsi, @ - (—z+ 2)e”
o 0
est une primitive sur B de z v (—z -+ 1)e”.

Cette fonction est définje sur RY, y est continue et admet donc des primitives. Soit @ > 0, par intégration
+

A - = - 1 1
par parties avecu'(t)mgi et v(t) = Int, onaf I?—Qtdt: [ﬁmlgtj]l%“/ t—zdt=—1—u;:§—%+1. Amsi,mn—)A}'nm::—
1 1

est donc une primitive sur R, de f
122 c) © La fonction est définie sur R et y est continue. Soit z € R, on a en choisissant u'(t) = 1 et v(t) = arctant,

f arctan(t) dt = [tarctant]] — f iwrl??z- dt = z arctan{z) — —;— In(1 + z*), D’ol une primitive.
a 0

122d) La fonction est définie et continue sur R. Soit & € R, on a, en choisissant v{f) = t et v'(t) = cht, f teh{t) dt =
a

[tsh{£)]5 — f sh(t) di = zsh(z) — ch{z) + 1. Dol une primitive.
0
123&) On effectue deux intégrations par parties successives : pour la premidre, u'(t) = e* et u(t) = t*+ 3t —4 et ainsi

1 271 1 2t
] (t* + 3t — 2)e® dt = [(t2 +3t—4) 9—2_] o / 2t+ 3)9—2- dt. Puis, seconde intégration par parties avec, v(t) = 2+ 3
¢] 0 ]
2t 1 2t 2t 1L 1
/ _ & 5on e . e 1 2E . i1 5 2 l 2e1l ) 2
et u'{t) = 5 d'ol : f0{2t+3)2dt—QW{(2t+3)4L+2/ae dt—4 ° +4[e }ﬂu e
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T

:12.3b}: On choisit d’abord w =exp et v=-sin; d'olt : f efsintdi = [et sin t]
RN o

S o

i
- f el cost di. Bnsuite v’ = exp
0

ar a

wl

v ? ‘_2. v
et v = cos, d’ol : e% {et cost] f ' sint dt. Finalement, 2] etsintdt =e? + 1.
0

3]

z—
P T x
12:4a)" On effectue deux intégrations par parties successives pour déterminer, pour z € R, / sin{f)sh(t) dt. On
' o
T T
cominence par choisir ' = sin et v = sh cela donne / sin(t)sh(f) dt = — cos(t)sh{t)]s + f cos(t)ch(t) dt. Puis, on
0 o

choisit u' = cos et v = ch, ce qui donne — cos(z)sh(z) + [sin(t)ch{z)]5 —/ sin(f)sh(t) d¢. Finalement, / sin(t)sh(t) dt =
0 a

%{— cos{z)sh{z) + sin{z)ch(z)}).

12.4 b} i Cette fonction est définie sur R, et y est continue. Soit # > 0, en choisissant w'(t) = 1 et v(t) = In* £ on obtient

/ In*tdt = [t In* t]TM/ 2Intdt. Puis, en choisissant u'(£) = 1 et v(t) = Int, on obtient mlnzm—Q[t]nt]:f—l—?f 1dt =
1 1 1
zln’xz — 2zlnz + 2z — 2. Ansi, z +» zIn® z — 2z lnz + 2z est une primitive sur R de z In® z.

124 c) La fonction est définie et continue sur RY. Siz > 0, alors, avec u' (£) = ¢° et v(£) = In®(t), ona: / £l tdt =
1

3 = a 3 ® 3102
[% In® tl 1 —g—/; t? Int dt puis avec w'(t) = £° et v(t) = In(£), on obtient % In® x—g{tS lut]fwlw gfl Pde=2 ];1 I

2
5:[;3 Inz-+ ?ﬁ(ma - 1). D’olt une primitive.

arccos{t)

: 124{}) La fonction est définie et continue sur ] —1,1[. 8i = €] - 1,1, alors, en posant w(t)=1letv(t)=¢ , on

) @
obtient/ earccos(t) df = [tearccos(t}]“’_
o
0

arccos{t)
1

@
—t arecos(t) : : t
e — dt, ensuite, en posant u (1) = —~—= et v(f} = e
0o VI—#® V12
€
on obtient mearccos(m) - [ 1 tgearccos(t)]w + f /1 7tgﬁearccos(t) dt = me&rccns(w) o "1 R mgearccos(a:) + e% _
¢ o -

earccos(t) dt. D'ot earccos(t) d = }_earccos(w) ($ . 1— mz) +
o 0 2

I
e,

B3| =
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Fiche n°13. Changements de variable

- Réponses

m il
18,0 8) e E 18,2 €)oot e 5
3 1.5
IBED) oo E 132 5) s
130 C) e 2arctan(e) — 32{ 13.38) o 2e?
71 18.3b)........ —2((v3—1)In(vV3-1)-4+2V3
131 d) vttt E
4 ™
13.48)........ ]0’5[ - R
1 1 T %2» x ++ tanz -+ Intan(z)
3 R - R
8 70 1 S S 2111(5) 134b). i x e
A S
1302 B) e et 5% T
1304 C} ---------- { x H Qarctan(m
1 Ze+1
13.2B) e Eln( 3 ) R, o ®
134d).........oia 3 2
P ) T =g In{z3 + 1)
1302 €ttt e 3
L,4oo] -+ R
134e).........
13.2d) e % + "g" °) { z +» arctany/z?—1

- Corrigés

131 a) On poset =sinf avec & € [—E E] .On a a cos 8 et done

2’2 de
/ \/1~t2dt:f \/1——sin260056d6:[ coszédemf w:%.
-1 -7 - -

3 Vi 3
1 2u oW T
fl m\/t-+\/t_3dtm_/1 PP du—2{arctanu]1 _2(§WZ)_E'

Y g 2 du ° 1 =
] —dtzf —tdt:/ 1—22] —z—duzZ[arctanu:1 = 2arctan{e) — .
a chi o et 4o~ L utgou ;1 1+u 1 2

‘18.1'd): Onposeu==sintavect € [O, %:I .Ona d—? = cost et donc du = costdi. Ainsi, / u¥du = j sin® t cost dt.
o 0 0

Finalement, on trouve
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3.1 e) :_ Remarquons qu'on a cos” ¢ = (1 — sin® tycost. On pose u =sint avec t € [O, g} .

S5

1
Ona %?tﬁ == gogt done du = costdt. Ainsi, f w1 — ) du = f sin® t cos® tdt. Finalement,
o 0

B e, ﬁ{lamie]lﬁlmi_i
/osm tcos” tdf = 4u 6u 1T E T

131f) On pose u = v/ avec ¢ € [1,4], donc t = uzetuE[IZ].Onagwﬁ:Qu,

Am/ — f 2flzlj_udum []31{1+u)] — 2(In(3) — In(2).

1 L .
On pose u = cost avec £ € [0,7]. On a du = —gint. Ainsi, - du = _sint df et finalement,
di 34w o

3+ cos?t

sini 1 f* 1 1 u ]t L
—dt = e @) = — |arctan — e sae—N
fo 3+ cos?t 3] (%)2 Jﬁ[ \/§}_1 3v3
3

1 e e
. 1 1 1 1 1 € 1 Z2e+1
! _ dt= | —Zldu= == =z :
Fmaement,/o Py jl 7+ Tu U .[1 2u+1du [2111(211-1—1}]1 2}11( 3 )

132 i}, On poseu= ét—— 1 avee £ C [2,4], donc t = 2u+ 2 et u € [0,1]. On a donc di = 2du.

4 1
1 1 1

Ainsi, e ([ 2= 2 —t——du = [arcsin u] = —,
o VA — 12 o V4 —4u? o 2

132d) On pose ¢ = tanu avec u € [ ] ona - = (14 tan®u).

du
- 1 I T, T cos(2u) + 1 TR
A e b = — e du = du = SN L Dy = =
mm,L (1+t2)2 l T tan’a U /0 cos” udu fo 3 U 4+8
dt 1
13.2 &) Onposeu—w—wavecte[\/_ﬂ Opa — = ——
X du u
Ainsi f i L : ! ! du ! du [arcsm ]% X
- . _ " _x
aEPE -1 %%\/g;__;u? 1 o e 12

118.21). On pose u=1In(t) avec t € [e, e’], donct=¢"etue(1,2]. Ona % =g" et

&? 2
int u 1 12 1. 5
[T = —— = | In{1 ] = —1n —.
/e t+tin?t f1 1+u2d“ [2 (1) p 202

133&) On pose u = v/ avec ¢ € [1,4], donc on a ¢ = u” avec u € [1,2].

a 4 2
On a alors 9= 2u d’ott / eVidt = / 2ue™ du. Cette nouvelle intégrale peut se calculer en faisant une intégration
1

: 133 b) On pose u = V% avec ¢ € [3,4], donc on a t =" avec u € {V/3,2].

tin(vi-1 2 - 2
Onaa.lorsg«t«»:2u d’o&/ -L{—————)—dt=[ lWI}E"'———I)2“1.!.d'u.m2‘/‘ In{u — 1) du.
du 3 \/Z Vi (3 V3

On fait maintenant une intégration par parties :

2f2 ln{u——i)duZZ[(u—l)hl(u41)}:—2/2 du = ~2((+/3 —~ 1) In(+/3 — 1} — 44 24/3.

V3
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18.43)" La fonction est bien continue. Soit (a,x) € ]
¥ cost+sint
On calcule / -
a

2[ '
1 + sint
R dt qui est aussi /,, ‘:2":"' dt en posant u == tant
1 ¥ cost +sint
On a dt = du et, ainsi, j cost +sin

tanz 1 tan z
—— dt = (1+—)dur[u—i—lnu]

a sintcos*t tana 1%
]

= tanz + Intan{z) + C.
tan a
13.4b): Cette fonction est définie sur R, y est continue ef admet donc des primitives, Soit z € R. On s'intéresse a
m d¢ dans laguelle on pose u = e* c’est-d-dire ¢ = lnu. On a done — = % et ainsi
! <11 /eml ! 1 117" _z e
— 1l 4= —ldu= ——+———du:[—luumﬂw] _r_t ¢
A 1+‘;}1(t} _[ 1+:;:} (73 N 2u, 2u3 2 442 ], 2 4
134 c) : La fonction est définie sur R} et y est continue.
Avec le changement de variable u == +/ 1,onat= In{l+v”) et ainsi, g—i = f%t?
Soit = > 0. Onaalnmf dt“] "1
Va1

w14 u2

N
du=2 [arctan u}
13.4°d). La fonction est définie et continue sur B}

= 2arctan{v/e® — 1} + C
Le changement de variable u = ¥¢ donne ¢ = u° et ainsi, v 3u.Soitz>0.0na

Vo 4.2 B ¥z
L t+f u3+u R :

3, 2 ] = 3 2
= |- Inj -
2+1du [2 (u Jrl)1
La fonction est définie et continue sur |1, +ocof
Le changement de variable 4 =

? 1
t———dt
/a WViET -1

13.4¢)

— 1 donne t = y/u? + 1 et ainsi,

Lo G w
du w1
f w2—1 1

Seita>1letz>1.0na
32
u
dy =
777 ouvul+1vu?+1 [

oo u2+1

du = arctan v/ ¢ 1+ C.
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Fiche n° 14. Intégration des fractions rationnelles

1
14.2 a) ................. 211’1T-{")~ 3 14.12 C).. \/2‘($+%)2+\/‘2‘_1%
1, 3
14.2b) .o In(fa+1)| 147¢) g A
14.12 d)..... a(:n + 5) +=-
3
14.3a)....... 5 T1n(2) —In(3) 14.7d) oo ém% .
14.138) i 5
1 51, 21 R
14.3 b) ........ “E“é“l"ﬁzlnig 14.8 _______ 2\]:/5' n(ﬁ '\/Z‘) .
0 3 ) D Sl
7 = 3v3
1dda) o lnf 2 14.98) 0 ciennnnn.
3 a? + 2 27
1403 C) e —
33 1 x 3v/3
1d.db) .o In % 14.9b).......... - arctan(—)
a a 1413d) oo In(2)

14.52)....... In (Zx/\/—ﬁjI ) 14208) o E 14:14 B) et =

12
W
1 1 14.30b) .o — 2
14.5b)......... o 1n(“;’ ) ) 6v3 14.14b).......... In (2“—1)
a J—

141 a) La fonction t +—3 1/{£+1) est bien définie et continue sur [1, 2. Une primitive de cette fonction est la fonction
t— In(t 4 1). D’odl le caleul :

f2 3 og= [m(uu 1)]? = In(3) — In(2).

t41
Enfin, on remarque que In{3) — In(2) = ln(%)
RN N - . , o e In(2t + 1)
14,1'b)" On procdéde comme précédemment mais on remarque gu'une primitive de { — 1 J/(2t+1) est t—s 5

attention & ne pas oublier le facteur 1/21 On calcule ensuite :

P14, [me+D ?
L LT 2

B (5
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14.2a): On commence par simplifier l'expression intégrée. Pour £ € R convenable, on a

1 1
8 8
=2[m(e+ )]
3

9x8 9
“2(11116‘31‘5)_21115”6“2 0

Le résultat est < 0 puisque 9/10 < 1.

C'est cohérent car on intégre une fonction 2 0 entre % et i%, donc « & rebours ».

2 2

/0,,, “".1]:"5 dt = [ln(t + a)]: = In(a +0?) — In(a) = In (a(a + 1)) ~ In(a) = In(a +1).

:_14_._3' é) . On commence par faire la division euclidienne de Fexpression £ 4t4+1 et t+ 1. On trouve
Prt+l=0+1t + L

Dong, on a (pour ¢ € R convenable) :

1+t+¢° 1
E R e
Donc,
R 3
= - —In()) = = — .
fl . et = ftdi+f 7579 2 {In(3} — In(2)) 5+ In(2) — In(3)

Pour la seconde intégrale, on a utilisé un calcul fait précédemment.

143b) P’abord, on fait une division euclidienne et on trouve
$2 4241 = (4t+5}(§tm —) + 2
B 4 16/ 16
Puis, aprés calcul, on trouve

1
203, 7 5 7 1 21 1 19 21
St DVar=2 - L= = {7 = =,
f1(4 lﬁ)dt % 96 ® _/%4t+5dt 4( @ 1’13) 41n19

—

Ainsi, Pintégrale cherchée vaut
BER O’}
48 ' 641§’

On remarque que le numérateur est exactement la dérivée du dénominateur. On a donc

t24+t+1

/Z_metl—dm {m(t2+t+ 1)]? = In(7) - In(3) =1ﬂ(-37')-

i 1 1

Py . [T o [ fa 2\]F_ . M7

/1 ﬁ,{,édt_f;, tzw;mgdt_[m(t*:%)]%_hm g
3

11x9 33
*m(ﬁ“ﬁ) =i
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On caleule :

V2 o4 VE)
fl t%?tdt_ﬁfl tz;jft
[m(t +\/_t)] .

1

§(131{4) In(1+ v2))
1 4(\/“~1) 1 y
(1+\/_) 2 ( ))_2§n(4(\/§ )

1+ v2)(v2
(2 \/5—1).

14:5 b) On force & apparattre au numérateur la dérivée du dénominateur. On calcule

i 1
t 1 2at 1

IE e df = w—
/; prEaE 20._/;/1_ 2107 5, [ln(at +1} 2

a

- Lot - 2n(t4).

1, B(l-1)
1t—2"”4Jr t—2

Cette égalité est encore valable pour ¢ = 1 {par exemple par continuité). En évaluant en ¢ = 1, on trouve A = —1

De méme, on trouve B = 1.

146c) . D’aprés ce qui précdde, on a

| 1
—_— s
/(tq(tw /(t—l(t— 2f3 i-2 t-1
4
:2[]}1(15*2)#511@—1)] _2[111( 2)}
t—1/1s
2 1 2 4
=o(lmZ—n=| = Z 42y} =2In=.
(hlzs mz) 2(]‘“3"’" (2)) 210 3
14.73)  Soit t € [0,1]. Déja, on a
' ' 1 gl( 11 )
2 -4 4\t—-2 t42/
Done, on calcule
1 1
4 1 1 2 —t\1* 1
dt = — 2-1) — i) | P
_[nt2—4 /O(t—Q )= [me-n ln(2-+9) I:hl(2+t)]u 3
14.7b)  Soit t & [2,3]. Déja, on a
1 __t 1
-

Done, on calcule
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14.7¢). Soit £ € [0,1]. Déja, on a 7 + 44+ 3 = (t+ 1)(t +3) et

_1*W1(me}m)
E+1)0E+3)  2\t+1 t+3/
Done, on calcule

1 1

R S PO (_1___1_)(”

o EH4t+3 2, M+ 43

-1 m(t+1)—1n(t+3)]::"§[ m(%i%)]z

1 1 1 1 3
—a(ma‘lﬂg) =53

Puis, on calcule

1 1
i P f3f 1 1
e ()
/0 442 — 1 4, \t—-L1 t+3

- [ln(%—t)—ln(wé)]%:%[;n(ir%t)]f

1
4
1. {16 1.1

Déja, on remarque que, pour £ € R convenable, on a

11 1 1
2_a 2ja\t—+a t++a)

Donge, on calcule

120 Réponses et corrigés



1411 Ona
S 1 ¢\
-/;1 m dt = |:'-\‘/—é, arctan(%)] .
= -«««}w— (arctan(\/i) — arcta.n(:—l»)) = i (a.rctan(\/i) -+ arctan(w}_)> .
V2 V2 V2 V2

. . . 1 =«
Or, on sait (c’est un exercice « classique ») que V¥ > 0, arctanz + arctan >3 Done, on a

-;14.:12_ a): On force le terme en x & apparaltre comme le second membre du développement d™une identité remarquable

(= + a)?, oit @ est & déterminer. Puis, on force & apparaftre le troisiéme terme de l'identité remarquable (ici, az), qu’on
ajoute-soustrait. On trouve :

a:2+:c+1=a:2+(2x§x:1:)+1

:m2+(2xw§xm)+(§)2—(}.)2+l

N3

14,12 b): On procéde comme précédemment mais on commencer par factoriser par 2. On trouve :

2w2m3$%1:2(m2~gxm+%)

—oflzr_ax 3 ﬁ)z_(?i)z 1
—2(;(: 2><4X:1:+(4 1 —I—2

14120) On trouve v2z* + %I +v2= ﬁ(m + 3)2 + \/5%.

. a.):f Or calcule

1 1 . 1
S S P _1__dtz[_1] =1
o 1t+2t+12? o (14+1)2 T+tly 2

11413 b) Déja, ona,sit e R: 2 4141 = (t+ %)2 + 2. Donc, on calcule

fo—l—dt—fo—l—dtmfi . ae (en posant 8 =t + 1)
SDEEECT Ly S () 2
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1418¢) Ona

1 1 1 1 1/2 1
fo 1~ ¢+ 22 fu (t—-1/2"+% f_1/232+(§)2

1/2 1/2
=2f —-———}—zdﬂzfz[}» arcta.nf] {avec a = m?)
o 92_;_(@) a alg
3
_ 2 arctan b = AT 2T
V3 V3 V36 33
1413(1) Déja, on a 68° — bt 4+ 1 = 6(t - %)(t -~ %), pour t € R. Donc,
1
S U W
g 66T 5i+1 6 J, (t—l)(tw%)
Or, pour £ € R convenable, on a
1 _ ( 1 1 )
R R CEE S
Deonc,
1 1 1
4 L — 1 1 i _ %_t *
f06t2_5t+ldtm In(% ) ln(gmt)]om[ln(%t 0

2 2
1 3 1 3 1
e+ 5+ R “La(e+ 1) 43
-—dﬂﬂéarctan(l}:%_

1414 b) Déja, on remarque quon a, pour + € R convenable, ¥ — (2a + 1)t + a® + a = (t — a) (t —(a+1)) et

1 _ i B 1
t—a)(t—(a+1)) t-(a+1) tea

Donc, or a

f" tz—(g“*;t””adhfo (t“(i+1) —tia)dt
o+1-0) ~ma=1)] = [()],

i
Fantire Y |
=3
P
=
R
—
S
|
E
Fannn
=]
e |+
-
e
S
il
TN
@!\J
=]
| | e
[
SN
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14.15 © Déja,sit€[0,1], ona

1 mg(i L2t )
1443 7 3\1+t  1—t+82/
Y
Ensuite, on calcule : f —— dt = In(2).
s L+
2-1  _ —3(2-1)+3
1—t4+¢2 1—t4-12
Et, on remarque que

Et, on écrit :

Yoot 1
e dt= - 2] = - =0
/01—t+t2 [ln(l t+#)] =mn()~In(1) =0
ooy 27
Or,onavuplushautquef —— = ——.
o 1 —t4¢2 33

Done, on trouve
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Fiche n°15. Systemes linéaires

155 C) it I{(5z,1——4z,z); ZER}I
15.2 b) et (2, -3)
i 1
155 )i (1, ——) ——)
15.2 ¢) {(1a+_§_a2 3 2)} { a+2 a,+2}

151&) On calcule :

{w—2yxl @{m:i%—?y @{m:1+2y @{101;::10 @{yzl

3z+4y =13 3(1+2y)+4y =13 W0y+3=13 =142y =23
R . 2z +y=16 y=16 - 2z 3z=0+16=21 z=7
151b) On caleule : { e { z— 164 23 = 5 { y =16 - 2 y=16—14=2
,o2
15.1c). Oncalcule: 3z by = -3 z-2y=-1 e-y=—1 3 2 1
e+ 2y=12 z+y=1 La¢Lo—I1 3y:2 T 14 92% 2 =-
3

151d) On calcule :

{3m—4y=—\/§ {3:Ew4y=~\/§ {3m—4yz—\/§
hd (=1
Lgé¢-Lg—2In

6z + 2y = 3V2 8y+2y = 2v2 4+ 3v2 10y = 5v/2
_ v
& 2 3 &
Sr=4Ax X2 3=+2 V2
2 =g
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3 3 -’f»‘ﬂl‘%
Oﬂcaicuie:{3m+2y:2 @{yslﬁ‘“ @{y:l—gw “r 3
2

e+ 4y =a By PO Y PO _
2r+4—-6r=a dr=a-—4 y=1— +%am—5—l—+ga

152b) On caleule :

z—ay=3a+2 z=gy+3a+2 o 7 =0y 3o+ 2
ar+y=12a-3 a*y+3a°+2a+y=2a—3 (a® + Dy = 22— 3 — 3a° — 2a
I . 2
:___13 3;1 =3
Lt +a
a0
z=-3a+3a+2=2
? 1520) On calcule :
1 5 ,
T= a4+ e
3m+5y:a y:23';—-a2 ry:2$_a‘? - 13 13
2z -y =a’ 3c+5x(2z—a’)=a 13z -5 =a

_ 1 5 o a_ 2 3 4
ym2x(13a+13a) e = —a a

152 d) On calcule :

T+ 2y =3a x + 2y = 3a y::a.+t:t.2
{2m+3yn5a-—a2 sz—-‘dLm:}ﬂL;{ —y:5afa2m6a:—a2—a h

13a) On calcale : { r+2ytz=1 — { :i;;fij ;—zz::()l - { y=—z - { r=1+z

3z4+y—22=3 foelg-3L,

i ‘ 3z -2+ z=6 4z =4 T o= =1
153b) Oncaicule.{ T2y —z=-2 quﬁpz{ T+ 2y —z=-—2 <:>{ 2y —z=—3 ﬁ{ z=2y+3
153(:) On calcule :
5 -1 4
m—y+32—§ r—y+3z=x ymTﬁwgz
LaeLo-L 3 5 @ 1 4 5
3 Le+Lz-In —
$+2y—z—§ 3y—4zm§——-§—--~1 :1:-*3—+§z 3z+§
—_I+éz
V=3T3
R d
m—lé—éz
6 3
15.8'd). On calcule :
5 5 5 b5 25
Fr—J——— [ ——— — Az == —in — - ——
5z + 1y 22 5 Y 5 bx — 2z Te+ 4z 33 5
= L4
5 5 5 5
2m—y-i—2z——§ 2m+§+5a:+22+2z———§ y—AEME‘m—Zz
z___25_z$
24 4
<
5 25 7 -5 3
Y=g bttt T TRt
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154 a} On calcule :

T+2y—z=-3 z+2y—=z=-3 T+ 2y —z=-3
2e—y+z=8 = -5y +3z=14 = ~by+3z2=14
Se+y+2:=11 Lze Ly—2Iy By +5z=20 SRR 976
L3{"“L3—3L;
z2=3 z=3 z=3
“>¢ o+ —-3=-83 ¢ z+2y=0 &4 y=-1
—by+3x3=14 —by=14-9=5 T = -2y =
154 b) On caleule :
a—b—c=-7 a—b-e=-T a—b—c=-T
3a+2b—c=3 = 5hb+2c=24 = Bb 4+ 2c = 24
da+bt2e=4 Lpe-La—3L1 | Bb+6c=32 77" ( 4e=38
L3HL3M4L1
c=2 ce=2
Epl a—b—2=-—F <={ h=4
Bh4-2x2=24 a=—-5+4=-1
z+3y+z=1 z+3y+z=1 z+3yt+z=1
15.4¢}) Oncalule:( 2z —y+2z=-1 e —Ty=—3 ez ~Ty=-3
o T4+ 10y+z=0 Lo La—2Lr | 1y=-1 Fac-latla | 9= _4
Lig ¢~ L3 — In
Le systéme est incompatible car I"équation 0 = —4 n’a pas de solution.
154 d) On va extraire ¥ de la deuxidme équation, puis résoudre par substitution. On calcule :
3z+2y+32=0 y=2z+4+2z+1 y=22+2z4+1
2x—y+2z=~-1 ¢ Jzt+dr+42+24+32=0 & T+ 7z = —2
4z + 5y +4z=1 44+ 10r+10z+5+4+4z=1 14z + 14z = —4
g2
y=2r-+2z+1 E=mETy
9 L 2 2 &
=—FTz 4 3
7 N TR =2
Yy 2z 7-}- z + =

155&) On calcule :

c4y—z=1 =22y =22 r=2-2y
T+ 2y =2 @¢ 2-yty—z=1 &< —y—z=-1 S¢ y=1—=z
1

2z 422=3 4-4y+22=3 —4y 4 2z = — 4 44z 2z = -1

z=2—2 z2=3/6=1/2
@l y=l-z ¢ y=1-1/2=1/2
62=3 r=2-1=1

15- b) On calcule :

z+y—z=1 zt+y—z=1 cty—z=1
c42y—22=2 L= y—z=1 = y—z=1
or —2y+22=3 Lot la—1In —dy+dz=1 TPt [ gog

Ly Ly—204

Le systéme est incompatible car équation § = 5 n'a pas de solution.

1550) On calcule ;

zt+y—z=1 rt+y—z=1 y=1—4z

z+ 2y 3z =2 = y+dz=1 <=¢'{ - _ e -

o9+ 3y+2=3 Lot La—In ytdz=1 #=—(1—42)+2+1=52—1+1=05bz
L3(—L3—2L1
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1858 On calcule -

z+y—z=1 r+y—z=1 riy—z=1
4 2y+az=2 <~ y+(a+Dz=1 == y+{a+1}z=1
9z +ay+2:=3 Lot le—In (0 y+4dz=1 Plet@ola | (440 g)a+1)z=3—a
L34—L3—-2L1
z+y—z=1 z+y—z=1
@ { ytla+z=1 e ¢ y+lat+z=1
(4+a+2—-a)z=38-a (—* ta+6)z=3—a
On factorise le trindme —(a®> —a — 6} = —(a + 2){a — 3) qui est non nul dans le cas étudié.
3—a 1 ( — 1
£= = a+2
~(e+2)(a—38) e+2
z+y—z+=1
+2-—-a—1 1
Dou:{ y+{e+l)z=1 & _q_ 1 1 o y=12 -
(—a*+a+6z=3-a Y G )XCH-? a+2 a+2
1 1
r=1-y+z \x—ima_‘_z P

15.6&) On calcule :

z—22="T7 z =742z z="T+42z =T+ 2z z=—1
dp—-y=7 & <{ HMtdz—y=7 &< y=T+4z & y=T+4z & y=7—4=3
2y—z="7T 2y—z="7 M44+82—2=T =7-2=

156b) On calecule :
T—z=2 g=2+z c=2+4z
T—y=2 &4 24+z—y=2 &S y=2
Y- z=2 Yy z=2

Le systéme est incompatible car Péquation 0 = 2 n’a pas de solution.

On calcule :
T—az=c r=c+az z=c+az z=c+az
ax—y=c &< afetaz)—y=c & y={a—Dc+a’z s y=(a—1ec+a’z
ay—z2=¢ ay—z=c¢ ale —1e+a’z—z=c a((a—l}c—{-azz)fz:c
z=c+az

& { y=(a—1c+a’z
(@ =Dz = (1+a-a)

Dans R, I'équation &® — 1 = 0 a pour unique solution a = 1 (fonction £ +» t® strictement croissante). Or a # 1, donc
o 1 # 0, on peut déterminer z dans la troisieme équation.

( Yo —ai4a+ti _*az—t-a.—{-lc
T e —-D{a2 e+l af-1

r=c+az 2 1 9 1
y:(aml)chazz & 4 yz(a—l)g—%&zéa 3+a+ c:a —:;-a+ ¢
(@®—1)z=(1+a-a"e o’ —1 a®—1

—a*+a+1 “a2+a41

r=c+a

\ a® —1 a? —1
1 T a) On calcule :
dz+y+z==x Jz+y+z=0 z=—-3z—y z=-3z—-y
s+dy+z=y &< z+3y+z=0 &4 z+3y—-3z-y=10 © i =y
zt+ytdz=2z z+y+3z=10 z+y+3x{-3z-y)=0 —10z =10

Sr=y=2=0
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c+y+tz=0 Sz=—z—y
z+y+z=0

15.7b); Oncaleule: ¢ z+4y+z=3y &

r4+y+4z =3z

157c) On calcule

dz+y+ =2 =6z ~2z+y+z=0 z=2r—yY z=32z—y
z4+dyt+z=6y &< z—-2+z=0 &< z-2y+2qr—y=0 &4 3xz—3y=0
z+y+ 4z =6z z4y—2z=10 zt+y—~2x{2z—y)=10 —3x+4+3y=0

=1y
ﬁ’{ z=2r—T=2=x
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Fiche n°16. Nombres complexes

R

éponses

16.18)....... 16.18)..... 4B 1620 3¢¥| 1621 zcos(l)ei%
- 16.3a).............

T 1
16.1d)............ — 163b)... |z +ive
: 16.22)............ 16.2)......... Fe— ¥ V2 V2
16.1e).. [—119 + 120i . . :
16.2Db).......... 8|  16.2g)...... 10eFi]  163¢)..|— —i—=
16.1 ) 3.1 v2 V2
..... SR

16.1a) On développe : (2 -+ 6i)(5 +1) = 10+ 2i + 30i + 61" = 10+ 32 — 6 = 4 + 321,

@{1’6.{1:&1‘- On développe : (1 - 20){(1 +2i) = 1 = (2i)* =1 +4=5.

Ou bien : en posant z = 1 — 2i, on reconnait la quantité z2, c’est-d-dire |z|%. Ainsi, (1 — 2i)(1 4+ 2i) = 1* + 2 = 5.
16.1 e) On développe :

(2-31)' = ((2 ~3i)2)2 =(4—2x2x%3i—9)% = (=5 —120)% = (5 + 12i)° = 5% + 2 x 5 x 12i — 12° = 119+ 120i.
Ou bien : avec la formule du bindme de Newton,

@-3)'=>" (:) 2¥(-31)**

k=0
= (=30 + 4 x 2x (~30% + 6 x 2% x (—31)" + 4 x 2® x (- 8i) +2*
= 81 -+ 2161 — 216 — 96i + 16 == —119 + 120i.

1 1,
3—1 (3-i){3+1) 3212 “1 "

f) On utilise expression conjuguée :

_zr_) = cos(z) —isin(lr—) =1 ﬁi
3/ 3 3/ 2 27
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;16_;_2"é): On écrit que —2 = 2¢"™ et on utilise les propriétés de ’exponentielle :

<3 - s dw B-rr
el o 90t T w0t HE 06l

162f) % On caleule |5 — 5if = \/52 + 5% = \/2 x 52 = 5v/2 et on écrit

5 - 51m5\/‘(7——1T>-—5\/u(cos ~—151n1).

162g) - On calcule | ~ 5+ 5iv/3| = +/25 + 75 = 10 puis on écrit

16,2 1'1) On écrit que €% +¢'F =¢'% (ei 5-%) +ei(%A%)) — ¢t (ei% +e_iff) = 2003( )ei%.

3

163 b}: De plus, en multipliant par le conjugué, on obtient

(VR4 1+ 21+ Vi1
(1+v2-D(1+V2+1) 1+v3)*+1
_14+2V242+2(1 1 V2)i-1 _ 2+2v2+ 21+ V2)i

4224241 N 4+ 232
_0+v2a+y 1 1

WA+ VB VR

v VR

e It (w2021 2021,
16.3¢c) Enfin, z= " + =~ ', donc %% = (e‘ 4) =e 4,

2021 ir Ij e
Comme 2021 =4 x 505+ 1,onae 4 = @UBITH — SOBIT L _olF

130
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Fiche n° 17. Trigonométrie et nombres complexes

1 3 o1 . 27f T\ iz
17.1a)y. oo 1 cos(3z) + 1 cos(x) L7.2h) 2" cos (12)8 ‘
™ ;5m
17.1h) ﬁ% cos(4z) + é cos(2z) — % 17.33) 2 305(12) e'12
1 1 3 1| 17.31b) 2sin(£—)ei%§
17.1 ¢c)... | —= cos(6z) + - cos(dz) — - cos(2x) + - A AR 12
8 4 8 4
sin(9z) = 3sin(5z) sin(3z) 3sin(z) ITda) o 4 cos® (z) — 3cos(x)
17.1d)... |- ¢ SRR - SRES - S
174b).. .. 4 cos3(z) sin(x) ~ 4 cos(z) sin®(z)
cos{9z) = 3cos(bz) | cos{3z) = 3cos(x)
17.1 ¢) g8 T8 8 % 17.58) i |2003(2$) cos{z) |
1 1 .
17.16)....... - sin(11z) + ésin(ﬁm) T 5 sin(3z) L7.5b) o |2(:os(4:1:) sin{x) |
, 1 2 sin(z) sin(2xz)
I7.28) i e 2(:05( ) 177
175 @) oo | 25in(4z) cos(x) |
17.2h) ( 2005( )) 17.68) v e sin(32) sin(za:)
SIH(E)
. ~Tix
I7.20) i 2s1n(i§)e 12 sin(8z)
176 D) oo :
2sin{z)
17.2 d) 2cos| = |o¥F
""""""""""""""" 12 176 C) eoeveneeenneeeinaaeieaeiiennennen 0]
" e 41
1726) ____________________________ Zcos(f;)el"ﬁ“ 1773) .................................... 3
™ iilw 1 -
......................... — ! R e -2
17.21).. 25111(24)8 17.7 b) (™ - 2)
kN
1702 8) e cos(f5) e
sin{ &)

af)_; On calcule :

cos®(x) = ( o —m:)
3

1
=1 = cos(3x) 4+ ] cos .

17’1 b) On caleule :

2 -2z i iz 2 ) . .
cos(2x) sin®(z) = (e +29 )(e 2:’ ) — W%(ezw +e—2:w)( 2 o, Azm)

1 iz —diz ic —2iz 1
=*«§(e4 +e7 1" —2(e"7 +7"") 4 2) = ~ 7 cos(4z) +

S o _as
31:z:+3621ze 1w+36ia:e 1:1:+e S:m) —

OOIH

1 1
3 cos(2z) — T
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171d) On calcule :

iz —3iz Ziz —2iz 3
"" 1 i —3i i iz —2im —6im
cos(3x) sin® (2z) = (e te ) (e : ) = (ea’m +e 3‘”) (ra61=IB —3e%T 4 3e7M" o8 )

2 2 161
1 6z sz g 5ic _ —5is iz _~Siz i@ iz
= 16i(e e 3(e e ) e e 4 3™ — e 7))
1. 3 . I 3,
=-3 sin{9z) + 3 sin(bz) — 3 sin{3x) — 3 sin{x).

On calcule :
cos(3x) = Re(e™) = R,e((em)a) = Re((cos(a?) + isin(:c))3)
= Re(cos®(x) + 3icos” () sin(z) — 3 cos(z) sin®(x) — isin® (z))
= cos’(z) — 3 cos(z) sin®(z) = cos’(z) — Jcos(z)(1 — cos?(z))
= 4 cos®(z) — 3 cos{x).
17 b) On calcule :
sin(4z) = Im(e'™™) = Im((eiz)é) = Im((cos(:r) + isin(w))4)
= Im{cos*(x) + 4 cos®(z) sin{e) — 6 cos®(z) sin®(x) — 4i cos(z) sin®(z) + sin"(z))

== 4 cos® () sin(z) — 4 cos(z) sin®(z).
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1751)) sin(5z) — sin(3z) = Im(e”™® — &¥*) = Im(e‘m(eim - e_i’”)) = Im(e4im2isin(a:)) == 2 cos(4z) sin{x).

175 c) cos(z) — cos(3z) = Re(e'® — &™) = Re (eiﬂ.ﬁa_z(ei(_m) - eim)) = Re(e2iz (—2i) sin(:n)) = Zsin(z) sin{2z).

= Im(i +e” + (") + (eiw)a). Or, e'® £ 1 donc 1+ € + ()% + (¢

On utilise maintenant Pastuce de Parc moitié. On obtient,

sin(z) -+ sin(2z) + sin(3z) = Im (e i __Mm_Zisin(Qm)) =TIm (ei"sig sin(Em)) = sm( 2 ) sin(20) .

el —2is§n(%) sin(%)

176’1)) ¢ 8ix € 27, alors cette somme vaut 4.
Si x est de la forme 7w + 2km avec'k € Z, 1a somme vaut —4.

Sinon, on calcule :

cos{z) + cos(3x) + cos(5z) + cos(7z) = Re(e" + ¢ 4 &* 1 &%)

= Re(ei‘" (1 + (ezm) + {ezm;)z + (ezm)a))_

Or, €™ # 1 donc

ei:v (1 4+ (EZim) + (32ia:)2 3 (EZiw}S) "=

Finalement, on a
cos{4z) sin(dz)  sin(Bx)
sin{z) ~ 2sin(z)’

cos{z) + cos(3z) + cos(5z) + cos(7z) =

}76(:) . On calcule :

o 1 - (%)t Y (e¥%) _ o e''® —disin(4z) 4 sin{dx)
1— ez 1 — gfiz el —2isin(x) sin(z} '

On calcule :

/re"sin(m}dmwfwe‘“ (im)dm_/ Im(e®e iz)dlem(/ﬂe(1+i)wdm)

a o 0
. {1+i)z 1r+i1r_1 —® 1 _ {_ﬂ-_i)(l_i)
- ([e Yo () () = (0)

A7.78).
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Fiche n° 18. Sommes et produits

18.1b)....... Tnt Dnt4) 183c¢). i, 57 (nl)3 1
2 18.7a). e, 1——
18.3d) . i [0] n+1
18.1 ¢) n(bn+1) ; -
sk U oo i i i e T n n + 1 L
18.48) ..., mﬁ___é___l 18.7b) .. 5" nis
n-2)(n—-7)
18.1d)......... | 184b)....n [0] 18.8a)..cccccceenn.n. 2n® +n
18.4¢)...... ntl "
18.2a)....... w dc) n2 +20 -2 1I88b).......... n(3'n,2+ L
n?(n+ 1)2
184d)..........., — 2
18.2 b)... [n(n +1)(n? +n -+ 4) 4 18.92) oo n (n2+ 1)
9 18.58) .......... (n+2)* 23
18.2¢) .ennnnn. (8" 2 1) 1500 n(n + 3)
18.55) ceeeeeernnnn, In(n 1+ 1) D) 1
1_ (2)n+1
18.24d)....... 28 1 21
) 5 3 185¢)........... - m 189¢) ... E(—n—é————)—
7
18.2¢)... | z(T"—1}+n{n+4)| 185d)............ n+1)l -1 n{n+1)(7n? + 13n + 4)
; ) 150 q).. [EE007
18.2F) ..., ”; ! 1862). s 18.9 ¢) n{n + 1) In(n!)
n 18.6b). . cceeiiiennne W 2 "
18.38) . cccneeenn, P+l
1 _
186 C)uurrnininneiniins - 189D mn + 1)6(4“ L

n-4-2 n+2

;'1_._8_.;?.1_. a.) On utilise la formule suivante : Z n=n Z 1={n+2-1+1)xn=n{n+2).
S k=1 k=l
'18.1.b)- On utilise la formule présente en prérequis : Z Th=T7x (nr2-2 -;—21)(71, +2+2) = T{n + lg(n +4) .
RRts !

181 c) On utilise la linéarité de la somme :

Z(3k+n—1):32k+(nmi)21mg?}g—%j_——ll-i-n(n—l}xmwi—m_
k=1 k=1 k=1

181d) On utilise la linéarité de la somme :

TR k-4y 1. 1{& = n—2)(n+1 n— (T
Z(T)*ag’““)zs(gk - 421)%(”“““““—( ot - ga-y) = BT
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™ T T T
18.24). On développe et utilise la linéarité de la somme Y k(k+1) =D K +k= K+ k
o

Rl k=1 k=1
Puis, on utilise la formule suivante : Zkz Mﬁﬁﬂ D'on Zk (k+1) M
k=1 Fozxl
18,2 b):  On utilise la linéarité de la somme
S (ak(k+2) =4 K48y k=47 (”: D 8”(”; U nn+ D(nln+1) +4) = aln + 1)(n? +n+4)
k=0 k=0 =0

n—1
1 gn—1-24+1
©18.2 ¢) On utilise la formule pour les sommes géomeétriques : on a 23’“ =32 3 9

—_ e = - n—2 —
-3 2(3 1).
k=2

v

: 18.2e) : On utilise la linéarité de la somme :

> (T + 4k —n+2)

. id k ” i _ ™1 n(n+1)
LT SYSTEES) s
k=1 k=1 k=1 k=1

+4 5 +{~n+2n V—(T” 1)+n+4
.............................................................. 2 ...................... 1 s n+1 ................................................
18.2f)  On utilise la formule suivante : — + — +--- + % = —3 Z k= e
k=

q
18.3 2) . On utilise la formule suivante : H Q=K e x P 20TEHL
k=p

nin41
k=1 .
k=1
18.3 c) © On factorise et on utilise que vk = k3 a
3
[I5vExe=5"]] % mﬁ“‘(Hk) =5"(nl)¥
k==l k=1 Fommd

183 d} Un produit est nul si 'un des termes est nul

Avec ce changement ou renversement, on a k = n+ 1 — 7, les bornes varient alors de n & 1, on les remet dans

le bon ordre. Onazn+1_k Z '“"5“1)

2
k=1 i=1

On utilise la linéarité de la somme et on effectue ce changement ou renversement dans la seconde. On a
k=n 41— 7, les bornes varient alors de n & 1, on les remet dans le bon ordre. On a
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184c) Avec le changement d’indice, on a, en notant S, = Z k2F .

Z(J+1 23+1 2321+1+223+1_22323 +2223

=0

; 12"
. nd i - - n+i __on
W2{E 2 'n,2‘|+2l 3 = 285, — n2 2(1—2™)

=1

Doir 8, =n2™"! 4+ 201 - 27) = (n — 12" 4 2.

18.44) Ona Y (b2 =) 0= "I
S k=3 =1

i8.5 a)’ On reconnait une somme télescopique :

w42
Z{k+1)3—k3:33~23+43—33+---+(n+3)3—(n+2)3"—"(n+3)3*23

185 b) On calcule :

im(kﬂ) Zln(kﬂ In(k) = In(2) + -+ +In(n + 1) — In{1) + - -+ 4+ In(n)] = In(n + 1).

En écrivant k =k+1—1,0na:

Nk “[k+1-1 " k41 1 “[1 1 1
g(kﬂ)!:;[(kﬂ)!]*g[(kﬂ)t‘(kn)!}zkﬂ[m“(kﬂ):}“l“(nﬂ)s'

SThxkl=Y (h+1-1kt =Y [(k+ 1) x kK= [(k+ 1!~ k= (n+1)! -1
k=1 k=1
1868 Onerit [JE05 = Foc g oo B2 =B =
k=1

186b) Dans cet exemple, il faut aller un terme plus loin pour voir le télescopage :

ﬁ (BT A=+ 2nt]
putet 173 2(n-1)—-1"" 2n-1
gy
.2 _11)+l><2n1+1 —@n-2+D2n+1)=—(2n-D2n+1)=1-4n’.

k=2 R

6 ] _' 11 faut remarquer I'identité remarquable et faire deux produits télescopiques :

- 1 k-1 (e=k+1 _ (k-1 “rk+1
g(l_ﬁ)mg( ) H Xk (ET)X(ET)
:(lxzx,..x:_l)x(?' gx...xiﬁiﬁ)zlxm_nﬂ

n

n 2 7 on
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a

18 7 a.) D’aprés la décomposition en éléments simples, on a -k’(%“"l)" - L En réduisant au méme dénomi-

k k+1
nateur et en identifiant, on trouve a =1 et b= —1.
T

s 1 _ 1 1 1 . . .
Dot kZ_; E(k— = 2 PRI 1-— —— en reconnaissant une somme télescopique.

18.71) Daprés la dé ition en éléments simples, o =
1 7b). prés la décomposition en éléments simples, na(k+2)(k+3) s Y Ers
dénominateur et en identifiant, on trouve ¢ =1 et b= —1.

"
1 1
Dol kZ:’) Wﬁ = ; PR = % - Jlr 3 en reconnaissant une somme télescopique.

;' 188 a) Séparons les termes d’indices pairs et impairs. On a :

2n
SR = Y (DR Soo-nft= Y K > (-DE
k=0 0<h<2n 0<k<2n <k 2n Ok 2n
k pair k impair k pair k impair
-1
= Z{Zp) - Z(2p+ 1) Z4p —Y (4 +ap+1)
p=0 p=0 p=0
-1
—421) -4Zp -42;; 21—4 2 —(;1) =22 +n
p=0 p==0
=4n?

188 b) © Séparons les termes plus petits que n et les antres. On a:

in n 2t

Zmin(k, n) = Z min(k,n) + Z min(k,n)

Kz k=0 k=n+1

n n
_ n{n+1) _n{n+1) 2 n{3n+1)
= E+ Zn— 5 +apn—(n+1)+1= 5 +n 2
k=0 k=n+41
189 a) . Comme il n'y a que Pindice j dans la somme, nous pouvons factoriser :
. N n{n + 1) n{n+1
5 5= (555 (1) - el
igi,jgn i=1 Je=l
189b) On somme d’abord sur Vindice ¢; on calcule done
: L jj 1 1 nm+3)
IES DRSNS R SED NI

1<z<g<n F=3 1"'1 m i=1 i=1 =1 k=2
Signalons, qu'en revanche, autre ordre de sommation ne permettait pas de conclure.
189(:) 11 faut faire attention & Pinégalité stricte :

n F—1 n . 1)
> =350 = 3 (S 55) - S [ i)
1gi<jgn sl el =2
(8,2 13 2 s~} _3 X 1
“Z[Q(J D=3 ZJ -2 =3 E —i- ZJ +
=2 =2 =2 i=1

6 2 3x2x2 - 2 2

_3 [n(n+ D2n+1) nn+ 1)] _ In(n+ 1)(2n+1-3) n(n—{—l}(nw b _ n(n? —1)
5 .

b s .
+ . En réduisant au méme
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18 9 d) On développe d'abord puis on choisit P'ordre de sommation qui semble faciliter les calculs :

3 GHar= Y @it =y iz Y it Y f

1€igi<n 1€iCign 1€i€iEn 1R 1<i<ign

BB 8 ) BE) R0 20w

=1 N i i1 =1 =1 it
:f: —z+1)+22 ““ +Za Z [i%(n +1) — 7] +Za +a*)+2(Lf}—)i

i1 i=1 j=1
m(n—i-l)ZZ ~Z'L -%-ZJ +Z R .l n—i—l)

=1
_ {n+2)n(n-§- 1}6(2n+ 1) + nz(n: 1)
_n{n+ 1)(7n* + 13n+4)
12 '

18.9.¢). On calcule :

189 f) On fait une sommation par paquets :

Z max{3,j) =

|
N
=
=
S
+
g
2
=,
<
+
g
£
<

1€i,5<n 1gi<ign 1<i<ign 1< =i<n
NPT SRty
1gicign  lej<ign dml

n j—1
= QZ Z R n(n +1) par symétrie

=2 i=1

" n
_ e n{n+1) i n{n+ 1}
M2EJ(3—1)%-W2— =2y jG-1)+—5—

J=2 i=1

n-|-1 an+1)(2n+1) aln+1) ni{n+ 1)

=2 l:ZJ ZJ] [ 6 ) + 2
_ n{n+ 1)(411—%-2—6—%—3) _ n{nt 1)(471——1)‘
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Fiche n° 19. Coefficients binomiaux

f t -
19.28) i, % 19.30) ... "—22%2——@ 19.7¢) e n(n +1)2°2
9 (n+1)° 7 d) -1
n 19.7d) . .ennnnnnns e
19.2 b) ................... (4> 19.4 a) ........... m 1 - 1
2n
2€) e 2" % n! 19.88). . i.iivernninns
19.2 ¢) 19.4b)..... 3(3n + 2)(3n + 1) a) (n)
a3 (n + 1)2
(2n+ 1!
19.2d) .o T - n N2
X 7 19.58) ceniirieniinanennn 19.8D).eeeennnn... 3 .
—1 19.5 D) oo ieienenn k=0
19.38) 0o n(”2 ) 5b) [o]
19.5C)cvnnnnreninnnennnn 19.86)vvrrriereinns, (271)
k14

1010 101 x 100! _ 101 x 100 x 99!
tg9l T 99! - 99!

]_0!410x9><8x7!

= 101 x 100 == 10100.

=10x 9 x 8 ="720.

T 7l
11 5 1 5-1 4 4 1
19.1¢c) Oncaloule: =g = e — G = "5 T B~ 5xdx8x2 30

1 |
ﬁ)ﬂ 6 _6x5xdl 6x5 .

Al 2x4l T2

x5 T 3! % 5! T 2x3

1 {
4x(7)—4>< T _4x7Tx6x5x4x3l Tx6x5xd4 . o

4l %3 4% 3 %3l - 2% 3

e 3 I
18.2 2) Pardéﬁnition,gt:(2x3x4x5)x6x7x8x9z5!x6x7x8x9.Dcmc,6x7x8x9=-§'f.

6x7x8x9_§1xi_ 9y (9
2x3x4 5 "4 \4) 7 \s)
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192 c) On peut mettre 2 en facteur de chaque nombre du produit 2 x 4 X 6 % --- % (2n), produit qui contient n
facteurs. Ainsi,

IxdxBx - x{2n)=2"x (1 x2x3x-- - xn)=2" xnl
192 d) On multiplie le produit 3 x 5 x 7 x --- x (2Zn+ 1) par le produit 2 x4 x 6 x - - - x (2n} de la question précédente.
On obtient ainsi le produit de tous les entiers compris entre 2 et (2r+ 1). Il s’agit donc de {2n + 1)1,

Dong, on a
{2n + 1)} _ (@n+1)
2x4x6x--x{2n) 2mxnl’

IxExTX - %x{(2n+1)=

:21><(n}2)!’ 2% (n — 2)! T2

e ny 7] _ax(n=Dxn-Px{n-3) nr-1)n-2)
19.3b). Par définition, (3) S Ex (-3 31 % (= 3)1 = 6 '

_ 193 £) On calcule

() = Erea] ! (k+ 1) x {n— (k+ 1))

= = X

() oty B x k) n!
(kD xklx{n-k-1)! k+1
Tkxm—k)xn—k-1)1 n—k

(2 4D x k) xnl oo gy,

nl n!

n n+1 n _(n+l)-n 1

1
o mAD mtDxal (m+1)! 4+ @+l

19.8f})’ On réduit au méme dénominateur

n+1)! w4+ 2xal (m+D)-4xn! _ (p+l)xnl-4xn!  alx(n-3)
92(nt1)  92n | Q2n42 92 y gin oZn+2 = 92n+2 - 92n+32

19.48)° On met chaque terme au méme dénominateur, & savoir 2n(n + 2)!) :

1 2n{n+1){n+2)
nl  alx2n(n+ 1)(n+2)

1 B n42
nx{n+)! T mx{n+INx(n+2)
" 1 _ n
I mT)l T Zx(mt2ixn
Do,
1, 1 L1 _on(n+D(n+D+nt2+n
al T 2nx(n+1) 2x(n+2) 2n x (n+ 2)!
_ 2t Dan+2)+1) (n+D{n*+ 2n+1)
B 2n x (n+ 2)! n{n + 2)!
Ainsi,
1 1 1 {n+1)°

m+2nx(n+1)i+2x(n+2)! T axm+2l
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104 Ons

{3(n+ 1)} . (3n)t {3n + 3)! a™ x (nh)?
a3 x ((n4 112 7 @ x (n)? T a8 x ((n 4+ DI)? {3n)!
Or,
(3r+3=03n+3)x8n+2) x{3n+1) x (3n)!
a3n+3 _ aSn % a3
(n+10 = ({n+1) xa)® = (n+1)° x (n)®.
Ainsi,
G+ . Bn)  (3a+3)Bet2Er+l)
a3t % ((n+ D3 7 a3 x (nl)® ad ¥ (n+1)3
3+ B+ 2Bn+1)  3Bn+2)(Bnt 1)
B a? x {n+4 1)% N ad(n+1)2

195 b) 5: On constate que

i (-1 (:) = i (~1) x (’;)(—1)’“ c 1S (:)(fl)k x 177F = (—1) x (=14 1" = 0.
k=0 k k=0

=0 =
1950) On calcule 2 g3n—k (Z) = z " x onk (";‘) = 2" x (:) R 1R = 2" (14 2)" = 2" x 3" = 6™
R o £=0 k20

: 195(}) " On calcule

Tt n
k42 {7 2kl 2 k T n+1 n—k
E 2 (k>X3 *2 2% x 2 x(k>x3 x 3

k=0 k=0

T
_ n4l A Lk n—k
=4x3 xkgu (k)2 * 3

=4x 3" (243" =4x 3" x5 =4x3x 3" x 5" =12 x 15",

k13 n ™
s . n ym n YA n gk
19.63) On développe (1 +1)" +(1-1)" = | (k) +3 (1) (k) =3 (k)u +(-1)M).
k=0 k=0 k=0
Or, 1+ (—1)* = 2 i k est pair et 14 (—1)* = 0 si k est impair. Ainsi, on notant P = {k € N, 0 < k < n et k pair}, ona

n "o L _ n
A+ +@-D =) (k)xzwzxz (k)
keP kEP
Or,sikEP,ilexistepENtelquek:Zp.Comme[):ékgn,Dna&lors@é?pgnetdoncﬂspgwg.

n
Comme p € N, on peut aussi éerire 0 < p < |_§_§

Ainsi,
L5} L34
A n n o n

>3 (k) =3 (Qp) et (1+D"+(1-1)"=2x) (2;.)'

kEP p=0 p=0
. 1) X
19.6 ) On déduit de la premiére question que (27;) = 5((1 +0 4+ -y =21

. e
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L2

197.&) On développe {1 +z)* = Z (n) 2*. On évalue en = = 1 pour obtenir (1+1)" = Z (Z)

....... k
k=0 k=0
T n n
Ainsi, Z (k) =12
k=0
197 b) On dérive par rapport 3 z la relation (I + )" = Z (:) e
ka0
On obtient n(l + 2z} "' = Z (:) xkxa®
k=1
. 3 a1 __ n P T . k1) Lo n—1
On évalue en = = 1 pour obtenir n{1 + 1) = Z (k) x k. Ainsi, Z (k) X k= (k) x k=mn2""",
k=1 k=0 ki
.......... n
19.7.c): On dérive deux fois par rapport & z la relation {1+ )" = Z (Z) z®.
k=0
On obtient n(n — 1)(1 + )" = Z (2) % kx (k—1) x 2%,
k=2
n "
P . i _ -2 T o PR n b o . n—2
On évalue en z = 1 pour obtenir n{n—1)(1+1)"7" = Z (k) xkx(k 1).A1ns:,z (k) xkx(k=1) =n(n-1)2"""
k=2 k=2
. a . T . ki . . k1 2_ ki3
Or, par linéarité, on a Z (k) xkx(k—1)= Z (k) xkx{k—1)= z (k:) xk Z (k) % k. Donc,
k=2 k=0 k=0 k=0
n n Y . n - L - - n—2 n—1 __ n-2
2 (k)xk W; (k)xkx(kfl)ﬁ*; (k)xk——n(n 12" + 02" =nn+ 1277

197d) On intégre entre 0 et = la relation (1 + )" = Z (n) z°. On obtient
k=0

L a_ b N~ fry 1 en
arT e n+1“z(k)xk+1‘” :

On évalue en z = 1 pour obtenir

1 n-ti 1 . = n 1
n+1(1+1) n+1_§ (k)xk+1'
2ﬂ-+1v1

- 2n
19.8 a). On développe (1 + )" = Z (2]:' ) z*. Ainsi, le coefficient de 2™ vaut (2;)
RS ol

}_98b) On obtient une contribution en 3 dans le produit (14z)}"{1+=%)" & chaque fois que Pon multiplie un terme de
la forme axz” dans le premier facteur avec un terme de la forme bn - »z> " dans le deuxidme facteur, et ce pour toutes les

valeurs de k entidres naturelles et inférieures ou égales & n. Or, (1+z)" x (1+2)" = (Z (:) a:k) X (Z (2) "k ) .

k=0 k=20

n 2
Donc, le coefficient de 2™ vaut Z (Z) .

k=0

n 2
19.8'¢). On déduit, en comparant les réponses aux questions précédentes, que E (:) = ( n) .
" Fe=)
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Fiche n° 20. Manipulation des fonctions usuelles

Réponses: .

2001 8) crreeee e %
2001 b) oo
20,1 C)en e %
20.1d) . .evinneiiienn %
20,1 €)..iuiiiriiiennns E
201 F) . i E
20,2 8) ..t
20.2b) e [0]
20,2C) i E
n
20.2d). .o E
20.2 €.ttt %
202
203a).....000iennn. sh(z + y)
20.3b) ...t
In(2)
20.48) ... )
20.4bB) it
In(3
2004 ¢} i ﬁlnEZ;

In(4)
204d).....ol @03
in(‘/g_l)
20.58)....0..n )
20.5b) ... {o; %}
In(2
20.5C) ... — inggg
ln( 52—1)
205d) ... N6
2006 8) e
206 1) ... 0]
206 ¢)...... {- tkm ke z:}
20.6 d) fj; T; ¢ Ekz}
) T, k€ Z}
{}+2n, ker}
206 ¢) U{m~ L +2kn, keZ}

20.7 a). [{In(v5 — 2); In(v/5 + )}

20.7 D)., In(1 +v2)
207 C)eireeeeieenn %m(z)

20.7d). I [~ in(44+v15), In(4+4V15)) |

20.7¢€)......... {111(3 +v/10), [
1
20078y ... ] —00, 5 ln(S)}
20.8a) ... |z In(2) x 2° + 2z |
15% In(3/5) + 3% In(3)
20.8 b) &
20.8¢c)...... |a: = (In{z) + 1)z |
8d = .
20.8d). |z~ 2/1 — 22 arceos{z)?
20.9 a) 2 2pee
Ba)....... Ve
20.9 b)... |z > ch®(z) +sh®(z)
R
20.9¢)........ - _l__ihz(_a:)
1+ th*(z)
20.94d).... lm > sh(:n)ch(ch(:z:))‘
20.10a).......0000 e 0
20.10b) ... z 0
20.11 a) |z = (In(z) + 1)z%e ™
20.11 b). she) 1
)|z ch(z)? 2, /In(ch(z)}
20.11¢)........ T — arcsin(z)

0119
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en® g gmin 241

On caleule : ch(In{2)) = 2 5 =7
In(3) _ ,—In(3) g_1 8

20.2°d): On calcule : sh{ln(3)) = £ 26 =gt = % = %
e n(z/3) , —In(2/3) 243 13
20.2 ¢} On calcule : ch(In(2/3)) = £ +26 =3 ; Z o % = %
i Jnl®) _ - 9.1 0§ g
20.2°f); On sait que th{In{2)) = - —— = 2w 2L
TR el (2)+e 1n(2) 2_{_% % [

203&) Développons :

€T

e*te Tel—e ¥ e¥V+e Vet e

ch(z)sh(y) + ch(y)sh(z) = — 2 2 2

_ (e —e V) (¥ +eTY)(e® —e™)
. 4
Tty gty ¥ ® g (mhy) g gty _ p¥T gy oTy L p—(ady)

__ €

28ty _ go—(zty)

20.4 b) Soit € R. Alors on a les équivalences 4° =2 x 2" & 2zn(2) = (e + DIn(2) 2z =z +1 & x=1.

20 Seit =z € B.

o

Alors on a Péquivalence 2% = 3.4% <3 2 1n(2) = n(3) + 2zIn{2) &z = — }28; .

204‘3) l'; Soit = ¢ B. Alors

10%% = 4 % 5% x 9F & In(10%) = In(4 x 5% x 9%) & 2zIn(10) = In(4) + = n(5) + % In{9)
21n(3) In{4) In{4)

¢:>a:(21n(5)+2]n(2)-1n(5) - -—§—> = In(4) &z = 3Tn(2) + (5] —In(3) = T@0/3)"

Soit z € R. Posons X = 2°. Alors 2° + 4% = 4 & X + X* — 4 = 0. Cette équation a pour discriminant

1+ 16 = 17, d'oll deux racines, %lz Seule la racine 17-1 est positive, done 2° +4° =4 & 27 = -——172;1 &
V71
In(2) = 1In VIT-1 @m_}?_(_?_)
N 2 T w2y

20,5b)  Soit z € R. Notons X = 4%, Alors 16° —3x 4" 1 2=0& X’ —3X +2=0& (X ~1)(X -2) =0 ¢ 4° =

1ou4”:2<=r>:r=00ua::§.
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205(;) Soit = € R. Posons X = 3%.
Alors on a I’6quivalence 2 X 9° -3 -3 =0& 2X? — X —3 =0, Cette équation a pour discriminant 1+ 4 x 2 x 3 = 25,

done les deux solutions de 1’équation sont 5, ie. g et —1. La seule solution positive est > donc2x9° -3 -3 &
3 In(2)
== 1 = —in e e
3 5 T n{3) = In(3) e )

20.5 d) Soit = ¢ R. Posons X = 3°.

Alors on a 'équivalence 37 + 3 —1 =0 & X%+ X —1 = 0. Cette équation a pour discriminant 14 = 5, done les deux

~145 V51 VB 1

. La seule solution positive est 5

solutions de ’équation sont ,donc 3° +3¥ —1=0&3" =

=

206b) Soit z & {~1,1]. Alors cos{arccos{z)) = 0 4> arccos(z) = % +kn, k € Z. Mals comme arccos est & valeurs
dans [0, ], cos{arceos(z)) = 0 ¢ arceos(z) = g @z =0,

206(1) : Boit z € R. Alors

arcsin(sin{z)) = —g <5 sinf{z) = sin:g» = V3 S rE {g—

- +2kw,kez}u{2§+2kw,kez}

206e) : Ici, pas besoin de connaitre sin(%) ! Soit x € R, Alors

arcsin(sin{z)) = —;; «» gin(z) = sin(%) S & {% + 2km, k€ Z} L {'fr - % + 2k, k€ Z}

206f) :5.' Soit z € R, Alors tan{arctan(z)} = | <> arctan(z) = % +kr, ke & z=1.

207&) Soit # € R. On pose X = €. Alors on a les équivalences (comme e® > 0}

@

ch(z)zx/gﬁ%zﬁ@e”+e*”:2\/§@x+%:NE@X%;:WEX@X”-NEXH:O.

It s’agit done d’une équation du second degré, dont le discriminant est 20 — 4 = 16, donc les deux solutions de 'équation
2v/5+4

2
In{+v/5 + 2). Ainsi, les deux solutions sont {in(v5 — 2); In(v5 + 2)}

sont = /5 + 2. Ces deux quantités sont positives, on a donc Iéquivalence ch{z) = VBe e =vEt2ez=

T E X—i
'20.7b): Soitz € R. On pose X = ¢”. Alors shiz) =1 & e—;m =1+ 5 X =]e X -2X-1=0,de

24 8

7 = 1: /2. La seule solution positive est 1+ /2, done sh(z) = 1 & &° =

discriminant 4 -+ 4 = 8, de solutions
14+ V2 &z =Inf{l+v2).

P 1 et —e T 1 X____]_._ 1
20,7 ¢} it . = e, Ak th = = T e L _— X
120.7c) Soit z € R. On pose X = &°. Alors th{z) 3P ST T3 X713
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X+
20.7'd): Soit z € R. On pose X = e®. Alors chiz) € 4 & tx <4 X?4+1<8X & X —8X+1<0

2
Ce polynéme du second degré a pour discriminant 60 et pour racines % = 4 + +/15. Les deux racines sont
positives, donc chiz) € 4 & 4 — V15" < 4+ V15 & In{4 — V18) € = < In(4 + V15). On remarque ensuite que
1 4
+ V15 4+ V/15.
41—V -V + VIS

'207:7;:e)”7 Soit z € R. Posons X = ¢*. Alorsshz) 23 & e —e " <6a X ~ % £6e X -6X —1<0. Ce trinéme

. . 6 210 o . .
du second degré a pour discriminant 40, et a donc pour racines — = 3 -+ +/10. La premiére racine est négative,

1a. seconde positive, et X 2 0, done sh(z) 2 3 <= € 2 3+ V10 & z 2 In(3 + v10).

207f} Soit z € R, posons X = e”. Alors, on a

X_L 2.
th{z) < 14:> <1 X -1.1

X+L 3 X2
2
s X gX2+1<=>X2—3g0

208 ) " On écrit que z° = ¢'"®). Ainsi la dérivée de la fonction est T+ (In{z) + 1)e” In(z)

208 d) On dérive un quotient : en notant f la fonction et si z €] — 1,15,

@ \/1__;" arccos(z} + \/———— arcsin(z) _ . |
arccos{z)? 24/1 — z* arccos(z)?

209&) . On dérive une composée z ++ 2z

11 s’agit de dériver th :

ch(z)ch(z) — sh(z)sh(z) _ ch(z)? — sh(z)® 1. sh(z)®

() = ch{z)? ch(x)? N ch{z)?

La suite se dérive comme la dérivée d’une composée.

20,103} La fonction est dérivable sur | — 1, 1] et sa dérivée est z =0
) ] [ Vi—zx?2 1zt
. 1 —1 1 1 1
20,10 b} La fonction est dérivable sur R” et sa dérivée est = +— = =

1):5%-{“*”) = (ln{z) + Dze™™

20 11 b) 1i s’agit de dériver une composée. La dérivée de z — In{ch(z)) est @ v+ Si%g = th(z)
Dong, la dérivée de z — F(1/In(ch{z))) est

sh(a:) 1 evln{ch(:v)) — Sh(w} 1

ch(z) 2, /In(ch(z)) ch(x)* 2, /In{ch(z))
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Fiche n° 21. Suites numériques

ZLED) - 218 8) coiriinniiaannns 5_‘;’_2- 211 b)Y 2V2
21.38) i 5550 21.128) ceeeiaennninnnn
10 ) PUVETTDUTITRITR o 2EBD) e w15 2LA2 b))
D14 8) . oe it 218 T3 | 2L1Zo)
214 DB) i o LO24] oy qaq). .
215 a) o 2nIn(n) 21.8d) ... %g% 21.12€). ... Foyq +22"+

215b) ..o 4n lu{2n) 21.12 1)
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215a) tan = In{(2n)"") — In(2®") = 201n(2) + 2n1n{r) — 2nIn(2) = 2nn(n).

100 x (1+199) 100 x 200
. 2

21.6b) su0= = 100 = 10 000.

101 x (1+201)  101x202 o2 y0907.

21.6d) s =

hioo+bos  2+3 B 17

21. : = = — e =

21.73) b 3 2 2 24
v 2 1

217b) 'r—uluz—U30§_2—4-—§ ﬂ

i)
1 % 210 512 512

2! -1 3x2047 6141
11 T 1024 1024

21.9b) r= b S = V5 x 11 11V5
e g h11 2T 5 % b 25

21,10 &) L'équation caractéristique est r° — 7 — 6 = 0 dont les racines sont 3 et —2. Ainsi un = a3" + B(—-2)" ave

+h=1

dont les solutions sont ¢ =3 = 1.
3a—28=1

- ag= 0 x > PR a
@, B € B. Les conditions initiales conduisent au systéme linéaire {

2111 :a) L’équation caractéristique est ici 7> — 2r — 1 = 0. Ses racines sont 1+ V2t 1 —v2 et vo = A3" + p(—2)"

1
avec A, i € R. Les conditions initiales donnent ici A = 3 et p— —3

: 2111 _b): L& plus siraple (pour un si petit indice) est d'utiliser la relation de récurrence de la suite : vy = 2v1 +vo = 2V/2.

VR (VR 342380, 5
2

Pour travailler les identités remarquables, d'aprés le a) : va =
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Fiche n° 22. Développements limités

Réponses

D201 B et
D201 D) e
P
2 I 2 D i 6
<) 7 "o L%
3 5 ]
.3 N | O S PR e s + o (=%
3 30 90  =z—o0

1 1 19
vy 10 ) NPT —og? - gt g 7
) 1= 3% = 6%~ 50® T2l
22.2 ¢) e 1—§—im—3:2—§§3:3 + o (z°%)
G ) I 5 .9,
22,2 ) ottt e 1—m+§(m——1)2+ o ({z—1)%)
................ 5 R
32 2 Y2
22,3 ) it e lwmgﬁ(m—g) +m3%((a;w§))
na e g) e e ) (D)
1 5 R 4 4 T 1 3 T 4 m—}% T 4
2 myE ol T\ 7
b B T 1P e —{z—=} ——lx - = - =
2.3 ) 3 (E 2) 48($ 2) +m3g((m 2) )

— 2%+ o (z?)

1 +i 1
2z 12 720 z—0

1 1 5 b
z?2 3 Gzt 6z  =otoeo

wxf o € 7e®
e zle —— 1+ o
oo

2213) 1l suffit d’effectuer la somme des parties régulitres des dévelopements limités 3 l'ordre 4 en 0 de sin{z) et

P = o 4 z* 4 2, & z* 4
1n(1+a:).Onecmtdoncf(:r)WZ(m———é——l-?—z+mgo(m) +:r~—é-+m30{m)m3m—m +—§——3+mgo(ﬂ: ).
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221b) Tl suffit d*effectuer le produit des parties régulitres des dévelopements limités & V'ordre 4 en 0 de In(1 + ) et

et de ne conserver que les termes de degré au plus 4. Observez que le développement limité & I'odre 3 de

1
41 x-1
suffit puisque celui de In{1 + x) & son terme constant nul. On écrit donc

2 3 4 1
flzy = - 4 T 4 o (z%) (1—$+m2—m3+ o(ma)):m——§m2+1w3——2-5~:z:4+ o {z%).
2 3 4  z-0 z—0 a

221d} B suffit d’écrire :

2 5!33 :[74 5

3
T o - .,z r T 5 _F L E sy) 2 % _F Z 8
eSm(“’)*(““%2+6+24+120“§“m30($))(“’ 6+12{)+w20(m)) T g gy L0

222&) En utilisant les développements limités en 0 de In(1 + x) (& 'ordre 5) et de exponentielle (& I'ordre 4), on

' 1 (1 2 3 4 2 3 4

a:(1+m); =exp(_(£tﬂ> :exp(i— —E&-% - %+%+w90(m5)) meexp( 5] + $3 %+%+z90($5)).
2

,,,%,.

a:mzzcaw‘iimmza:gzlzmalm‘* 5
—e(” (“5*?“1*? 355 -T) velF) rmlos) ) .o
Observez qu'il n’est pas utile de faire apparaitre tous les termes de la partie régulidre du développement limité de
In{l+2)

T

B

Puis : (1 + )

selon la. puissance a laquelle on la considére.

I ex  ltex? 7ex® = 244Tez* 5
Dob: (1+2)* R T 7 s TR ARG

22.2b) Ona
2 4
T
COS(m)"l”?"'”z"Z 720+m90( )
V=142 (u-—l)"——( u—1)? +—(u—1) + 0((uw1}
puis .
1 x 4 z8 1 ezt ? 1 z? 7
\/C"Sfm)—Ha( z"'“*zzm)—g(—?*ﬁ Tl 7)) TS
o 1la 1 4 19 7
=17 " 5% T Ee° Taael” )
i N 3 . (z-1)* (z-1)° 3
Ona:e —1+1m—?w1w€+mgo(m)ete =eg+elz—1}+e 3 +e—s +zgl({m41) )

. 2 3 5 . A3
Dot : e :e%e(imm m———if—) +e +u(1$) + 30(m3)ﬂe(1+im~*$2—%im3) + 30($3)'

22.2d) Etablir existence et donner le développement limité de f(z} = 111(23:2 z) en 1 4 lordre 2, revient i le
faire, en 0 & Pordre 2, pour V'application g définie par g(t) = f(1 +¢) = ]'a(i_ nER H LOrlm(l—#) =t — — ~+ 0 (t } et
1 __ (1—t+ o (t))2:1—2t+ o (). Dot gt = [ ~t— L+ o () (1-2+ 0 (t)) :—t+-3-t2+ o (%)
(142 0 £-30 2 ta0 =0 27 o0

et f(z) =gz —1)= lvm+%{:ﬂ— 1)2+m21((w—- 1)2).

22 3 a).: La formule de Taylor-Young affirme que cos(z) = % - V3 (a: - E) + © (a: - %) {(observez que {'ordre 1
@&

gera suffisant 1) et

sinf{t) =1 — %( - %)24“:—?%((15‘ ;—r)z) Dot sin(mreos(z)) =1~ %(wm %)2+$3§((z— %)2)
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tS

223Db) On sait que tan(t) =t + .

+ O (tY). Ainsi,
£30

3 4
et S+ Q) e

3

4 2, 4.3 4)
+,0( ))(1+t+t +38+ O ()

tan(t + %) _ ltten(t)

- - — (141
{ ~tan(l) (+ +

e
- 4
1t 3 tgo{t )

1424+ 27+ 28 4 0 ).
3 0

. 1 ’J'['2 1 ,‘Tfi 7&'5
22.3¢). La formule de Taylor-Young affirme que sin(z) = 1- > (m — —) 4 (:I,‘ — —) + o (m — —) (observez
Tt a\" 2] Tu\"T2) Tl 2
que Pordre § sera suffisant!) et cos{t) = —1+ %{f, -7+ 0 ({t o w)a) (observez que Pordre 3 sera suffisant !},
—ar
Dot :
. 1{ = my? o A w7
cos(msin(z)) = —1 + 3 (—mzm (:1: — »i) + 54 (m - —2—) ) + x_?% ((:c - 5) )
° w\¢ = w\ 8 7
S DTN I R e AN
*3 (a’ 2) 48(m 2) t.3s (m 2)
240 One
1 1 _ 1
z(es — 1) a2 I T T R ;)
Ty E 2t 5
m(‘” AT T R
. ( s B
Tz x  x z  at "
L g+ 5+ 1z +.%e"
1 z =z £ g z 22 2\’ z 22\’ a 4
“?(‘E'E—ﬁ‘ﬁa* stern) 5 %) (B) +.oE
1 1 1 2 a
PR TR R
)
sm{ —
"22.4b)  Etablir lexistence et donner e développement limité de f{z) = p +n:1 , en +co & Pordre 5, revient & le
. - , C s 1 tsin(t) . 2t &
faire, en 0 & Vordre 5, pour U'application g définie par g(t) = f(—) = . Or tsin{t) = t° — =+ O (¢ et
i 5 5 t 14t 1 1 5 5 6 t—0 L
I £y Tyra g2 _43 04 U5 6 . L1 1,9 5 1y
1+t L=ttt +z90(t ). Dot gt) = "1 +6t 6t +t90(t ), puis f{z) x? a:3+6:r:4 Gx® m-++oo(m5)

1 1 1 1 1
Oua: wln(z + 1)~(m+1)]n(m)——ln(m)+:c]n(1+;) ““’n(m”l”ﬂ*ﬁ*z&?ﬂﬁm(ﬁ)'

1 1 1 1
T2 IE T IS HJLJF)))
ot exp(i R S (1))

¥y 43}'2 T—r+oco $2
€
3

5% 36:1:2) + x_ﬁm(ﬁ)
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Fiche n° 23. Arithmétique

23.18)......... 6,7)] 284 ... 23.7a)....... (-52)] 23.94).

23.1b)....... C72)] 2358 154]  9371).. [8 (mod 13)] 23.10a)..........
65

23.1¢)....... (6,7)] 235Db)........... | 2370 [11 (mod 13) 2310 D) oo

2301 4a) .. einnnn.

23.1d)......... (7,2) 23.5¢)........ 29 160 23.8 .. 23.11 b)
23.8 .... [(z023.608)]

23.22) e 23.5d)....... ! ( T YR 6]

23.2b).....innn. 29 160 23.9 a)... 2841d) ...

'23.2a) 524=26d+7 avec 0 < r < d. On en déduit que 26d < 524 < 27d et t:’%’l <d< %‘5. Dol d = 20.

). B =0 (mod 3) et 5* = 2% = 4 (mod 3). Tout dépend de la parité de 2 021. Finalement 520% = 5 = 2 (mod 3).

233 b) 3% = 4= —1 (mod 5) doi 3* = (=1)® = 1 (mod 3). Le reste de 3" modulo 5 dépend du reste de n modulo
4. Puisque 2 022 = 505 x 4+ 2 = 2 (mod 4) alors 3° ** = 3* = 4 (mod 5).

234 © 2023=3 (mod 10) et 3° = 9 = —1 (mod 10), par conséquent 3' = (-1)* =1 (mod 10). Les restes modulo
10 des puissances de 3 sont périodiques de période 4. Puisque 2 022 = 505 x 44 2 = 2 (mod 4) alors Vn » 2,2 022" =0
(mod 4). Finalement 2 0232027 =30 =1 (mod 10).

°23.5a). Lalgorithme d’Euclide s'écrit ici : 10 010 = 3x 2 772+1 694, 2 772 = 1x 1 69441 078, 1 694 = 1x1 078-+616,
1078 = 1 x 616 + 462, 616 = 1 % 462 + 154 et 462 = 3 x 154 + 0. Le dernier reste non nul est 10 010A 2 772 = 154.

10 001 _ 65

2772 18

23.5b). En utilisant le résultat du a), on éablit que 10 001 = 154 x 65 et 2 772 = 154 x 18 d'ot
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23.5¢) Lalgorithme d’Euclide pour 729 et 360 donne : 729 = 2 x 360+ 9 et 360 = 40 x 9 + 0. D’ot1 729 A 360 = 9
et, comme a x b= (a Ab) X {(aVbh), 729V 360 = 26—03—79— = 40 x 729 = 29 160.

Ces calculs (et surtout les calculs fractionnaires) auraient été plus digestes en utilisant la décomposition en facteurs
premiers des deux entiers : 360 = 36 x 10 = 2° x 3% x 5 et 729 = 3°. Ainsi 729 v 360 = 2° x 3° x 5... Il faut néanmoins

effectuer ce produit d’une fagon ou d'une autre.

S 360 360 729 729
23.5d) D’apré ' i = A0 ot e =
23,5 d) ; D’aprés les calculs faits au ¢), puisque e 759 7 360 9

7290360 9
12 8 Azmo_s’b%ow 1
360 720 360 x 81 729 x40 20160 29 160°

= 81, on réduit au méme

dénominateur :

2363) Puisque aAb = 24, il existe (z,y) € N? premiers entre eux tels que a = 24z et b = 24y. Le systéme s'écrit alors

(24z)* — (24y)* = 247 x 17 soit (z+y)(z—y)=17
ThAy=1 zhy=1

de 17. Puisque z et y sont des naturels, on a = —y < = + y et donc nécessairement = +y = 17 et z — y = 1. On obtient

une unique solution : (z,7) = (9,8). On vérifie que (a, b) = (216, 192) est bien (I'unique!) solution du systéme de départ.

. Ainsi les deux entiers z + v et z — y sont-ils des diviseurs

a x b= 360
236b) Puisque ¥(a,b) € Z%,ab = (a Ab) x {a V), le systdme Pénoncé équivaut & { a Ab=6 . Posons a == 6z et
6 <a<h
zy = 10
b = 6y de sorte que z Ay = 1. On obtient le systéme équivalent { z Ay =1
<<y

Puisque 10 = 2 x 5 et 1 < z < y, la seule solution du systéme est (z,y) = (2,5) et, par conséquent {a, b) = (12,30).
2373,} L algorithme d’Euclide pour 13 et 5 donne : 13=2x5+3; 5=1x34+2; 3=1x 2+ 1. On "remonte” ces
bgalités : 1=3-1x2=3—-(5-1x3)=2x3-1x5=2x{13-2x5)—1x5=2x13-5x5. Bt (-5, 2) est solution.

23.7¢c) 5v+4=7(mod13) = 5z =3 (mod 13). On en déduit que 8 x 5z = 8 x 3 = 24 = 11 (mod 13) et,
puisque 8 est 'inverse de 5 modulo i3, que = = 11 (mod 13). Réciproquement, on vérifie que tous les entiers congrus 4
11 modulo 13 sont solution de 'équation. Son ensemble de solutions est donc {z € Z | z = 11 (med 13)}.

23.8..  L’algorithme d’Euclide pour 19 et 6 se résume 4 19 =3 x 6+ 1 et 6 = 6 x 1 + 0. Ceci donne directement une
solution particulidre de (F) : (1,3). Si {z,y) est solution de (E) alors 192z — 6y = 19 x 1 - 6 x 3 et 19{z — 1) = 6(y — 3).
19A6 = 1 et 19 divise 6(y — 3), d’aprés le théordme de Gauss, 19 divise y ~ 3. Ainsi 3k € Z,y = 19k + 3. On en
déduit que 19{x — 1) = 6 x 19k et finalement que z = 6k + 1. On a prouvé que si (x,y) est solution de (E) alors
3k € Z,(z,y) = (6k+1, 19k + 3). Réciproquement, un couple de cette forme vérifie 19(6k + 1) —6(19k+ 3) = 1918 =1
et est bien solution de (E). D’olt I'ensemble des solutions de 'équation : 8§ = {{6k + 1,19k + 3) | k € Z}.

(z,y) €S w [@y)=Ek+r119k43) (m,y) = (6k+ 1,19k -+ 3)
1999 < = £ 2023 1999 < 6k +1 < 2023 333 € k < 337
Ily a N = 337 — 333+ 1 = b entiers entre 333 et 337 inclus.

238 k -+ 19k + 3 est une fonction croissante de k, le plus grand y est donc atteint lorsque & = 337. D’on
{zo,y0) = (2023, 6406).

23.9 ) 2 022 est pair et divisible par 3 et 2 022 = 2 x 3 x 337. Puisque v337 < 19 il faut tester la divisibilité de cet

e:;l;%i.ler par tous les premiers inférieurs ou égaux & 17. 337 n'est pas divisible par 5 et on obtient successivement 337 = 1
(mod 7), 337 = 7 (mod 11), 337 = 12 (mod 13) et 337 = 14 (mod 17). 337 est donc premier.
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239 b) En appliquant les critdres, on établit que 2 023 n'est pas divisible par 2, 3 ou 5. La division euclidienne de 2023

par 7 s'éerit 2 023 = 7 x 289. 5i on ne reconnaissait pas le carré de 17, il fallait tester la divisibilité par 11 {évidemment
négatif), 13 et 17 pour obtenir la décomposition 2 023 = 7 x 17°.

239c) On a V2 021 < 45 : il suffit donc de tester la divisibilité par tous les premiers jusqu'a 43. 2 021 n’est pas
divisible par 2, 3 ou 5. On obtient (en posant les divisions 7} un résultat négatif pour le test de divisibilité par tous les
premiers compris entre 7 et 41. Par contre 43 divise 2 021 et le quotient vaut 47. Enfin, on a 2 021 = 43 x 47, les denx
facteurs étant premiers.

23.9.d): On a v2 027 = 45. 1l faut donc tester la divisibilité par tous les premiers jusqu’a 43. C’est le bon moment

pour programmer une fonction en Python qui teste la divisibilité de son argument par tous les entiers impairs compris
entre 3 et sa racine carrée, Le test est ici systématiquement négatif, 2 027 est donc premier.

2310&) On éerit 477 = gx n+8 avec 0 £ 8 < n. D'ott g x n = 469. n est donc un diviseur de 469 strictement supérieur
38 "Puisque la décomposition en facteurs premiers de 469 est 469 = 7 x 67, on a nécessairement n = 67,

23113,) : D’aprés le théoréme de Fermat, puisque 3 est premier a la fois avec 5 et 7, 3*=1 (mod 5) et 3° = 1 (mod 7).

On en déduit, d’une part, que 3** = (3"‘)Ei = 1% = 1 (mod 5) et, de l'autre, que 3** = (38)‘1 =1* = 1 {mod 7). Clest
un corollaire connu du théoréme de Gauss (& démontrer en exercice!) que puisque 3% — 1 est divisible par 5 et 7, deux
entiers premiers entre eux, alors 3%% 1 est divisible par 5 x 7 = 35. D'ont 3 =1 {mod 35)

23.11 c) Puisque 2A 5 = 2A 7 = 1, on éablit comme aux a) et b) que 2% = 1 (mod 35). Dot 6 = (2 x 3)7 =
272 % 3™ =1 x 1 (mod 35). Enfin, 6"° = 6" x 6° = 1 x 6° = 6 (mod 35).
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Fiche n° 24. Polynémes

. y2
241 8) 0 g:f H2X
= X?—4X 47
24.1b) . g:ﬁgxngr 24.3b) . i |R:—2X3_—3X2+1]
. 24.3¢). .0 [R=-8x% 421" — 20X +5]
Q=Xx2-1
A1) R=-X*+X+1 24.3d) ... |R=—20x* + 11X* + 2X — 1|
%5 24.48) i R =—36X +64]
4 Q:13X+“é‘ )
24.1d) o PAAD) oo f64 — 36i |
R= E(29)(2 - 5X —23)
2 245 8) i |R=-108X -110]
242&) .................................... R=1 24.5 b) ......................... m.‘il{}*lOS\[z‘

242 D) e R=0
246 B ..t 116 — 92v/2

X% 4 X - X 4+ 1 X -1
—(x* - X% X rox+1
X7 — X 4+ 1

—(2X* - 2X)
X+ 1
-X - b
2

242a) Notons @ le quotient de la division euclidienne de A par B. Ainsi,
X*"=0Qx(X~1)+R, oldeg(R)<deg(B)=1.

Ainsi, R est un polynéme constant. On évalue la relation précédente en 1. On obtient alors 17 = Q1) x {1 - 1) + #(1}.
Donc, B = 1.

24.2b) On constate que X" "% 4 X" 4 X3 = X3 x (X® + X 4 1). Ainsi, X* + X + 1X7 - b GHARI G
Done, R = 0.

24.2 C} . Notons  le quotient de la division euclidienne de A par B. Ainsi,

(#) (X=3)"+(X-2" 2=Qx(X—-2"+R, oldeg(R)<deg(B)=2.
Ainsi, R est de la forme R = aX +b. On évalue la relation (+) en 2. On obtient alors
(2-3)" +{2—2)" —2=Q(2) x (2 ~2)* + R(2).
Donc, —1 = 2a + b. On dérive la relation (+). On obtient alors

(X -3 (X -2 = Q@ ) (X -2+ Q@ x2AX -2+ R
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On évalue cette derniére relation en 2. On obtient ainsi
m(2 -3+ n(2-2)" " = Q(2) x (2-2) + Q(2) x 2(22) + R'(2).

Done, —2n = a. On en déduit que a = —2n puis que b= ~1-22 =2n— 1, Ainsi, R =-2nX +2n- 1.

242d) - Notons @ le quotient de la division euclidienne de A par B. Ainsi,

(¢) X" X" X" =Qx (X —2X+1)+ R, oldeg(R)<deg(B)=3.

Ainsi, R est de la forme B = a(X” + bX + ¢). On constate que X® —2X + 1 s'annule en 1. Ainsi, X — 1 divise
X3 — 20X 4 1. Par division euclidienne, on obtient X* — 2X +1 = (X — 1}{X? + X — 1). On constate également que
X2 XL = XM (X% + X —1). Donc, (¥) devient (X*+ X —1) x (X" ~Qx (X —1)) = R. Ainsi, X"+ X — 1|R.
Or, deg{R) < 2. Done, R = a(X” + X — 1). On évalue (+) en 1. On obtient @ = 1. Donc, R = X4 X -1

243&) Trouver le reste de la division d'un polyntme par X 4 revient A trouver les coefficients constant, de degré 1,
de degré 2 et de degré 3 du dividende. Iei, P= A+ B = X* + X* +2X — 3= X*(X +1)+2X — 3. Ainsi, R=2X - 3.
243b) © Trouver le reste de la division d’un polyndme par X* revient & trouver les coefficients constant, de degré 1,
de degré 2 et de degré 3 du dividende. Tei, P= A x B =@ x X* — 2X" - 3X*+ 1. Ainsi, B = ~2X° — 3X% 41,

2430) Trouver le reste de la division d’un polyndme par X* revient 3 trouver les coefficients constant, de degré 1,
de degré 2 et de degré 3 du dividende. Ici,

P=AoB=((X -2 =3(X -2 +1=(X - 2* - 3(X -2 +1=Qx X* - 8X° +21X" - 20X +5.

Ainsi, R = —-8X% +21X* — 20X + 5.

243d) Trouver le reste de la division d'un polynbéme par X* revient A trouver les coefficients constant, de degré 1,
de degré 2 et de degré 3 du dividende. Ici,

P=AoB =20+ X*—2X + 1 - 3(X° + X*—2X +1) - (X°*+ X* —2X +1)+1= Qx X' - 20X° + 11X" 42X ~ L

Ainsi, R = —20X° + 11X* 42X —~ 1,

On trouve @ = X* — 2X° —6X* — 26X — 65 et R = 108X — 110

245b). Ona P = Qx (X’ —2)+ R On évalue en V2. Ainsi, P(v2) = Q(v2) x (v2° ~ 2) + R(v2). Donc,
P(v/2) = R(v2) = —110 — 108V2.

24.82)
X?=92-23+41 =3-2V2. Or, V2 = X + 1. Done, X? = 3 — 2(X 4+ 1) = —2X + 1. Ainsi, vZ — 1 est racine de
X2.+2X — 1. On effectue ensuite la division euclidienne de P par X 242X —1. Ontrouve @ =X 4 4X3 4 X7 08X 4

et R = —92X + 24, Donc, P = @ x (X* +2X - 1) + R. On évalue enfin en v2 — 1. On obtient
P(v3—1) = Q3 — 1) x (V3 —1)? +2(v2 1) — 1) + R(V2 — 1}. Done, P(vV2~1) = R(v2— 1) = 116 - 92v2.

On commence par chercher un polynfme simple ayant +v2 — 1 pour racine. Posons X = V2 — 1. Alnsi,

246’0) On commence par chercher un polynfme simple ayant 141 pour racine. Posons X =1 +1. Alinsi,

X% =142+ (i) =2 Or, i= X — 1. Don, X? =2(X —1). Ainsi, i+ 1 est racine de X% 92X + 2. On effectue ensuite
la division euclidienne de P par X2 — 2X 4 2, On trouve Q@ = X* — 10X* — 42X — 117 et R = —206X + 254. Donc,
P =Qx(X*—2X +1)+ R On évalue enfin en i + 1. On obtient P(i+1) = Q(i+1) x {(i+1)" —2(i+1) +2)+ R(i+1).
Done, P(i + 1) = R(i + 1) = 48 — 206i.
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Fiche n° 25. Décomposition en éléments simples

1 1 7 1 3 X -1
25.18)..0ninnnnnn. X-3-o+—o—"t—— 6Db)...... —
2) ¥t xsitxgs| 6V X —1) AXF+D)  XEIX 1
2 1 3
2_1b __________ e 25.7&) ................................ 1—21n(3)
5-1 b) Yt Tax oD
1 2
2R T ) e —=1n{3}+ = In{2
25.1C)eiriinaninnn I R ) 2 18 3@
2AX ~m) 2(X 4w
2
252 a) o1 . 1 3 ) D §-41n(2)+21n(3}
e B}
(e—2}(X +e) (2—e)(X+2) T 5
TA) — -z Zn(2
25.2 b) 3 1+i  1-i 25.7.d) 15 50 Hghn@)
I 20X - 1) 44X -1 4X+1i) p
DT A R -
26.2¢).. |1- 5 - - :
s (V24 vz +v3) (VE+VIVI-X) 1 1
257 ) e Z1n(2) — = In(3)
25.3 a) N S SR . :
A X-2 X3 X-1 (x-1)2 T lz_1
258 8) ottt =lIn
? 2 11 3 3 2 |4z
253b).. | =+ = - + +
X Tx2Tagx -1 22X 12 AX+1) 1
25.8DB) s by
25.3 c) ! 1 14w ) T o)
[ ) T ’,ITZX 71'2(X-|-’ﬂ') ’,‘T(X+7r)2 1
T
258 C) e — a.rctan(—m)
25.3d)..... 3{‘2?2 + (Xii)z - X——(21+i) + {X—(i-{-i})? V2 V2
1 1 134 1—3i V3 2 1
25.4 &) ... @S RTs @ a6 Gu Rl 1§ gy 25.8d)....iiiii 5 arctan(\/gXJr\[g-)
1 2 1 B ) e
2BAb) . | b + | %8
2X ' B(X +2) 3(X-1)  (X-1) -
25.8 ). —zz—+2z+—éln|z+l|—-—12-ln|:z:——11+33§1a|:1:-2|
25.5 a) _1 i+1
Ba) e 20n+1) 2n 4 25.8 g) |z~ 2in(a? +2)~ fnje+ 1]+ %arctan(w%)
2 1 1
25,5 D). e ST 12z—-1 1. |[1—=z
n+2 n 3 25.8h) ............... $H232—1+2n‘1+$
2 1 12X
25.68) ... .ccnnnnn.
®) Xyl X rE  Xet1

251&) Pour commencer, effectuons la division euclidienne de X* 9 par X{X+1)(X +2)= X3 43X* 42X on
trouve X* — 2= (X% +3X% 4 2X)(X —3) +7X° +6X — 2. Ainsi,on a

x* Cx_gy TXCHEX -2
XX +1)(X+2) X(X +1){X+2)

On écrit ensuite la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle précédente :

7X?+6X -2 a b c

XXX+ X TX+1 X+2
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Pour caleuler a, on muttiplie la fraction par X, on Décrit sous forme irréductible, et on évalue en 0

Mix)(——w ce qui, &évalué en 0 donnea*m—z——Al
XX+DX 1) X+nxiz o ’ e

Pour calculer b, on multiplie la fraction par X + I, on 'écrit sous forme irréductible, et on évalue en —1 :

7X? +6X 2 7X?+6X —2 o 7T—-6-—-2
m‘j‘ (X “%“ 1) X(X+ 2) , €6 qul, evalue en —1, donne b = (—_‘i‘)—(m == ],
Enfin, pour ¢,
TX? 46X —2 7X?+6X -2 2-12-2 14
AT TN — 2 _ AT+ 6A 2 - avalud _ o 28220 M
X(X+1)(X—!—2)X(X+2) XX 11 , ce qui, évalué en —2, donne ¢ o251~ 2 7
Dot
XP6X -2 -1, 1 7
X(X+D){X+2) X " X+1 X+2
done 4
X5 -2 1 1 7
—_— e = X — 3 — = e+
X(X+1{X+2) 3 X+X+1+X+2

253 a) . Pour cette décomposition en éléments simples, pas de partie entidre. On écrit la décomposition théorique :

X +1 e b e d
(X—12(X-2)(Xx -3) X-1 (X-1)2? X-2 X-38

Par les méthodes du premier exercice, on détermine facilement ¢ = —3 et d = 1. De méme, en multipliant par (X — 1)2
et en évaluant en 1, on obtient b = 1. Ensuite, en évaluant en 0, on obtient

1 @ c d
gw_—1+b+j§+_—3:

donca41+§f—--%—2.Ainsi,

X+1 -3 1 2 1
X-DP(X-2)(X-3 X-2 X-3 X-1' (X-17
Y 4&) 1l suffit de remarquer que X — 1= (X — D)(X + 1){X — 4)(X +4) et de se ramener & la méthode des pdles
simples vue précédemnment !

254b) 1l faut remarquer que X* —3X? + 2X = (X — 1)*(X + 2) X, puis utiliser les méthodes des pdles multiples!

25 -5 a) Si Yon considére la fraction rationnelle —(m;(—(m, alors
I SRS SN SN
X-DX(x+1) X 20X+1) 2X-1)
Ainsi,
IR SRR S SNNUNE S SENN IR S S
(k—Dk(k+1) &k 2(k+1)  2k-1) 2(k+1) 2k 2%  2k-1)
Donc

- 1 1 1
kz; —1)k(k+1) ZQk—H) ﬁ_(ﬁﬁ_z(k—l))
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050 On e o

k* -5k —2 _1,.2 2 1 L 2 _( 1 2)
(k—Dk(k+1)(k+2) k k+1 k+2 k-1 k k+2 \k—1 k+1/
Par télescopage, on obfient que cette somme vaut ?W-Z— + E — —1—
COpage, On 0 q va T tn Ty

25.6 aj:j Déid, il n'y pas de partie entidre. Ensuite, ls forme de la décomposition en éléments simples est

a b cX +d
X+14"(X+1)2+X2+1'

En multipliant par (X + 1)* et en évaluant en —1, on obtient b= 1.
En évaluant en 0, on obtient
d=a+b+d,
donc a+d = 3.
En multipliant par X, en évaluant en x € R et en faisant tendre z vers +o0, on obtient

0=a-tec

donc ¢ = —a.

Enfin, en évaluant en 1, on obtient
6 e b c+d
s-3tat e

donc

3=2a-+b+2c+2d,
soit, comme a +c=0, et b= 1, on en déduit que 2d =3 — 1 =2, donc d = 1,
Donc e = 2, donc ¢ = —2. Donc

2X +4 o2 1 12X
(X+DHX2+1) X+1 (X412 X241

25.7'a) On effectue la décomposition en éléments simples de r——0—
25:7:8). P P (X - DX +1)

X1y b 1
(X - DX + 1) X+l X—1

Ainsi,

1/2 2 1/2
/ _._"‘:'Ldmzj 1_.1__|._1_de
__1/2(:1:—1)(m+1) —1/2 z+1  z-1
1/2

=14 [mln{$+1)+m(1_m)]_1/2

1) +a(2) en(3) -m() =120

1/2 1 i/2 1 1 /z g T
Ll = S S e 2 == 1) - =T
/D 2 1 dz /; LR dz [ 5 arctan( m)] ) 3 (arctan(1) — arctan(0)) 3

25.7f) i On effectue la décomposition en éléments simples de i1
Ona X* 1= (X -1)(X+ 1)(X*+1). Donc, on écrit
X e + b eX +d
X4-1 X-1 X+1 X2+1
Paf la méthode déja décrite, a = é, b= "}i En multipliant par x et en faisant * — 400, 0 = a4 b+ ¢, donc ¢ = —%.
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Enfin, en évaluant en 0, —a + b+ d = 0 done d = 0. Donc
X 1 i X X X

XX oD NIRRT HXEa1) | 2(XE—1)  2(X2+1)

Ainsi,
3 3
T 1 T T
_/2 m‘i—ldmkifz z? —1 _—:1:2+1d$

BRSSP SISO W IR

——2[2111(:1: 1) 2lu(w +1)L

~ 2 (n(8) ~ 1n(10) ~ 1a(3) + 1a(5))

1 1 1

= 4—1(3 In(2) — In(2) — In{5) -~ In(3) + In(5)) = 3 In(2) — i In(3)
' 258&) On écrit que = 1 - ! donc une primitive de = ! —
08 W ETT T X 1) AX 1) P Az —1) 2z+1)

1 242 1
2+ 22 +3 222422 +3 xz24+2x+3

xT

1
Oz, une primitive de @ = EI—Z%L% est z %111'.’1’:2 + 2z + 3|. De plus,

i 1 1 1

22w +3 @122 2, (=)
T\

z
—e—————— @51
2+ 2z + 3 o

.rs 1 1 e .
de primitive £ — — a.rctan(m + ) . Donc une primitive de la fonction z «

V2 V2

T %lnkcz + 2z + 3| — -'iwarcta.n(ﬁ_—-l—)

V2 V2
........................................................................... X4 ....................................................
25.8 f). La décomposition en éiéments simples de X-DX =X+ est
X* 1 1 16
== 2 —
X-TE X+~ e+ ax-n TIx-2

2
douc:nl—)»%+2m+%],njw+li~élnl:r——ll—l—%lnkxw%

Réponses et corrigés

161



Fiche n° 26. Calcul matriciel

1 -3 -1 26.2 1) cos(k@) —sin(k0)
6.0 8) . e 3 3 4 O e sin(kf} cos(kd)
9 -7 3
-2 -6 -5 26.2 5)e et :
26,1 D). 15 -1 11 i (n) -
18 —26 —1 noen
R ‘?12 ,nZ
261 C). . [17 (matrice 1 x 1);
26.2K) .. (HZ)
17 -2 n? ... p2
26,1 d) .ot 2 14 —4
-1 -7 2 26.21) ..o n*=1D
-1 26.38) ... 0iieieei i {2 x 39~ x 51|
26.1€) . e 3 ——
-1 26.3b). . itlgi—i( 1)
. 2\ "
26.1) i (-5 15 3)|  agsc). o x 3+ (1 _ (E) )
5 4
26,1 )\ttt ( ) _ -
45 26.3d) .eeniiiieiei ("’Jl>+(;jq)
5 3 -1 1
26.1h) .. ( ) yZ
) 43 1 2 D64 0) et 9i~i C i)
17 =2
26.11) i 749 -4 26.4 b (1= 85,1)(Bimr,541 + 83 5)
(—2 -"14 4 ) 6! ) -------------- +(1 - 6%,7?')(61:'." + 5i+1’J_1)
1 2 —e
26,2 8) et (é i) 26.5a) ... Mr—e (_2 " )
11 —1-2
26.2D) i (é ‘2’) 26.5b) ..o 3(1 1 +i)
1k 1 ] 2 -1
26.2C) i (0 1) 26.5C) e nniie e 3 ( 3 2 -1
—6 -2 2
4 5
26,2 d) et (0 9) L0 4 0
26.5 d) ..t 10 =2 =2
8 19 T2 -1 1
26,2 €)eee 0 o7 \
8 4 -2
1
k kwk P ) PO Zp-16 6 7
26.2 ). (2 3 2 ) 8 ( 0 -2 1
cos(26) —sin(26) 1 -2 2 2
26.2 g) ..................... (513(29 003(29 ) 26.5 f) ........................ "é* ( ﬁll —21 24
cos(36) —sin(36)
26.20). ..o (3111{39 cos(36) )
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4 -2 2 0 26,6 8) ...

1{8 -6 4 2

26.58) ..o sl 5 -3 1 . 4 -1 3
-5 3 —~1 =1 26.6 b) ........... ﬁ 2A - 2 A —22 -1
- A—1 0 1—-A

IfT 1 0 0 ~T—A+A 1-X 2-X

* 1
26.51) ... sl—1 o -1 o0 26.6d)..... e 1 0 1
6 0 1 -1 1—\? A—1 A-—1

: s (11 AN A
26.2 a) Un caleul direct donne A” = (0 1) X (O 1) = (0 1).

126.2 d). On caleule : B*= (2 1) b (2 1) = (4 5).

362%) On calculo

02 = (cos(f?) —sin(ﬂ}) » (cos(&) Wsin(ﬂ)) _ (cos({’i')2 —sin{6)*  —2cos(8) sin(8) ) I (cos(29) ——sin(?ﬂ))

sin{f}  cos(f) sin{f)  cos(8) 2sin(0) cos(6) -~ sin(8)® + cos(d)® sin(26)  cos(26)
2629,
A la main, on remarque que lorsque 'on effectue le produit D x D, chague coefficient résultera du produit d'une ligne
n - n

Deux possibilités de faire le caleul : « 4 la main », ou bien avec la formule théorique du produis.

de 1 par une colonne de 1, donc sera égal an: D x D= | | (n) L =nD.

En utilisant les coefficients, on peut écrire que

(D% = Z[D]ik[D]kg Z 1=n
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26.3a) On caleule :

- (i1 i
[A X B],;j = Zaikbk}- = Z (z; B I) 2k33 E

k=1 k=1

Mais si k > 4, (;;: }i) =0, done

=2x 3 x Tr =2x 3 x5

263 b) On calcule :

lej'ij — Z bikbk:j = Zziak-—i?’cgj—k - 21'3_1'71‘. ZQk — 2i+].3j-i(2n _ 1)
k=1 k=1 k=1

k=1 k=1 k=1 k=1

[AxCli; = ;a,kck, = Z (“ - 1)(ak,3+1 4 B ) = (’” ; 1) + (;: ;)

264 a.) Déja, la matrice A? est triangulaire inférieure (produit de deux matrices triangulaires inférieures). Soit j < 4
Alors

(A% = Z[A}ik[A]ka‘ = Z (;;:11) (}; : ;)

Feuzl k=1

- (6

(i — 1) (k—1)!
Z(k—i)'z——k)'(gml [k — 401

= (i 1)t (i — )
= ?\:j G- — i) (k—Ni—5—{k— )

(62

4]
W(é_l)i(i_j) en posant £ =k —j
F-1 g\t

—ai—if* 1
=2 (3—1)

164 Réponses et corrigés




i 264 b) Pour vérifier ses caiculs, il est conseillé de regarder des exemples!

101 0 1 01 0 0
6 2 0 1 0 2 0 1 0
n=4 , n=2>5 10 2 01
1 0 2 0
010 1 6 1 0 2 0
60 0 1 0 1
On caleule :
[C%)s; = Z CikChj = Z{5i.k+1 + i) {0k, 541 + Or,5-1)
k=1 k=1
= Z 8 k416,541 + Z Si k410551 + Z 8ip—10k, 541 + Z dik—18k,5-1.
k=1 k=1 k=l k=1

Si (4,5) ¢ {1,n}>. Donc
[C%ij = 8ic1 j41 + 2645 + Siea,5-1.

Ceci est confirmé par la structure ¢ tridiagonale espacée » .
Sinon, pour (%, 7} quelconque dans El,nﬂz, on trouve

[C%is = (1 = Gia)(Bimr g + 005} + (1 = 85,0 ) (85 + Gigr 5-1),

car & k41 == 0 == 8, g—1 pour tout k entre 1 et n.

On remarque que 27 — 2e = 2(w — e) # 0, donc A est inversible d’inverse 5 (ﬂl_ 3 (_22 —e) .

265 c) . Effectuons un pivot de Causs :

3/2 1 -1/2
-3 -1 1

L2 — Lg - 1/2[13

1 -1 01 0 0 1 -1 0} 0 0
0 2 0 1 0o)]— |0 2 10 1 O
3 -1 210 0 1 0 2 2(-3 0 1/Lz¢ L3—3L4
1 -1 011 60 ¢
— {0 1 1/200 1/2 0Ly« Ly/2
0 2 21-3 0 1
I 0 1/2 1 }/2 N Iy L1+ 1a
—s [0 1 1/2|0 1/2 ©
0 0 1 (-3 —1 1 La(mLafng
1 0 0
— (0 1 O
0

5/2 1 —1/2) L1+ 1Ly~ 1/2L3

1

{ 5 2 1
Donc B est inversible d'inverse = [ 3 2 -1

2\ -2 2
' 26.5d): 1l ne faut pas avoir peur du 7 et éerire que C=x| 1 8 0 ].On calcule alors (par pivot de Gauss) que
SN, 1 2 0

T 1 2 1 0 4 0 1 0 4 0
1 0 0} estinversible d'inverse =[0 —2 —21, donc C est inversible d'inverse — | 0 -2 -2

2 -1 1 ml\, 1 g
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266 a) Effectuons un pivot de Gauss :

A 1 11 0 0 -1 -1 2
~1 =1 2|10 1 00— [ A 1 1
A I 2

0 0t A1 2

6 0 1

6 1 0
I 0 QjLeeIn

-1 -1 2
— [ 0 1-Xx 142X
0 1-Xx 242X

0 1t 0
1 A 0L La+ 2L
g x 1 L3 4——L3+)\L1

Si A == 1, alors la matrice n’est pas inversible. Sinon,

-1 -1 2 161 0 -1 0 3/{t-X
0 1—-Xx 1+2x[1 X 0} — [0 1-Xx 142A

0 1—x 242X0 A 1 0 0 1

1 A 0 1-2A
i 0 1

YE—N 1/1-N) 0)L1<—L1+—"1-WL2

Ly ¢~ L3~ 1ILIn

SU0 0 O[4/1=X) Y(L=X -3/(1- N\ L L posLs
—+(0 1-x 0 2x+2 A M2/\—1)L2(__L2_(11+2/\)L3
o o 1 -1 0 1
10 0 —4/1-=2)  —If(1-A) 3/(1— ) L& ;Ll
— (0 1ool@ /-2 MNA-X (~-2a-1)/(1- A)) Ly ¢ s Ls
0 0 it -1 0 1

—4 -1 3
Dans ce cas, Pinverse de la matrice est «iw-}»wx 2A+2 A =22 -1
- A-1 0 I—A
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Fiche n° 27. Algebre linéaire

(9/11,2/11)

2L (22,4/5,11/5) 27:3 [ PEPPETTIROTS

27.1 e} inin... (—L1/2,1/2)|  273¢) ..o 1A )i, é ? i)

270 f) e (0,2,4,1)] 27.3d)...... 00 1

D P /232 erawy.. (; 15) 275 (;1 = [1))

27.28) ciiiniiea —

2T.2b) oo 27.4b). (79 010

27.2¢C) i 27.5Db) oo 0 0 0O
00 0

37:1¢)  Notons u=A(1,2)+ (12,13). Alors,

Ml =3 [A+riy =3
A+ 13y =4 Al =2

e S 2
Aingi, u = 11(1,2)—3— 11(12, 13).

dp—v =1 A+4-Bp =2 A+bBp =2
A+ B =2 & 4p—v =1 & (—vi4p =1
IN4b6ut+r =1 -Ou+v =5 4 = —4

Ainsi, u = —2(0,1,3) + j;~(4,5,6) + %(—1, 0,1).

Notons u = A(1, 0, ) + p(1, 1, 1) + v(—1,-1,3). Alors,

Adp—r =1 Adp—v =-1
p—v =0 & yp—v =0
Atp+3y =1 4dv =2

Ainsi, w = —(1,0,1) + %(1, 1,1) + %(—1,m1,3).
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27.16) Notons u= A+ uX +rX(X — 1) +6X (X ~ 1)(X —2).
En évaluant en 0, A = 0.

En évaluant en 1, pp = 2.

En évaluant en 2, 2u + 2v =8+ 4 =12 soit v = 4.

En identifiant les coefficients de X dans chacun des membres, 1 = 4.
Finalement, = 2X + 4X{X ~ 1} + X(X — 1)(X - 2).

_2_7_.' 3-?’) En effectuant les opérations éiémentaires Ly + Lo + Ly et Lz ¢ L3 + 2L,, on obtient (-—1 —1 0) .

3 2 1
En effecutant 'opération élémentaire I3 + Lz + 2Lz, on obtient (——1 -1 0) .
0 0 0

Ainsi, Rg{A) = 2.

B e - n

27,3 b): Sisind =0, ie. il existe n € Z tel que § = nw, alors la matrice est égale A (( é) (*{1)“) et elle est de
rang 2.

Sinon, on effectue I'opération dlémentaire Ly < sin(@)L1 — cos(f) L, pour obtenir la matrice (sin 0 c;s 9) qui est de

rang 2 car sin(8) # 0.

27.8 .c): . En effectuant Popération élémentaire Ly + L3 — L1, on obtient (0 2 4) .

1 2 1
En effectuant Popération élémentaire Lz ¢~ 2Ls 4 L2, on obtient (0 2 4) .
0 0 6

Ainsi, le rang de la matrice vaut 3.
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273d) En effectuant les opérations élémentaires Lo < Lz — 201, Ly < Ly — 4Ly et Lg ¢ L4 — L1, on obtient
T 2

g 3 -5 -4
0 6 -7 -—13
0 5 o -2
1 2 -1 3
s s ; . 0 -5 3 -4
Fn effectuant Popération élémentaire Cy ++ Ca, on obtient 0 -7 6 —13
0 o 5 -2
i 2 -1 3
o e1a . . 6 -5 3 —4
En effectuant Popération élémentaire Lz ¢ 5Ls — TLa, on obtient 0o 0 9 37

0 0 5 -2

Comrme les deux derniéres lignes sont lindairement indépendantes, le rang de la matrice vaut 4.

274 c) F(1,2) = (4, 1) et f(3,4) = (10, —1). De plus, la matrice de passage de la base 5 & la base canonique vaut

pof1 3\ _1f-t 3
T2 4 Tah 2 -1)p

Ainsi, P(41) - (—;%2) etp(i‘D - (“"2";%2) Done £(1,2) = ~ 2 (1,245 (3,4) et f(3,4) = m%(1,2)+%(3, 4.
Ainsi, Matg(f) = %("919 2§3>.

27.4d). Comme f(1,0,0) = (1,3,0) = (1,0,0)+3(0,1,0)+0(1,1,1), £{0,1,0) = (1,0,1) = 0-(1,0,0)—(0,1,0)+(1, 1, 1)

I 0 1
et 7{1,1,1) = (2,2,1) = (1,0,0) + (0, 1,0) + (1,1,1), alors Mats(f) = (3 -1 1) .
o 1 1

127.4¢). Comme f(1} =1, f(X) =X +2et FX®) = (X +2)® = X* +4X + 4, alors Matg(f) = (0 1 4).
o 00 t

275a) | Comme f(0,1,3) = (4,~1) = ~1(0,1) +4(1,0), £(4,5,6) = (15,~1) = —1(0,1) + 15(},0) et f(~1,0,1) =

(0, 1) = ~(0,1) + 0(1,0), alors Matg s (f) = (;1 “1“51 —01>
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Fiche n° 28. Equations différentielles

" Réponses:

BBL8) e 28.3d)........ceii.. 2 (2 — 3)e® + (31— 1)e2

28.1Db) T 6" — 1| 284 a) ... i T e”
3x —2
B O $H863 5| 284b)eeeiii, |z s 7e=® - 5o~ |
o T -2z
28,1 ) e et s 9ateg]  BBAC SR
DB.2 ) e 28.4d) .. (2 —x)e”
28.2 Db} 1:1:1—}1 2e*2~"/7+2] 28.4€) ot T+ (2 x)e?
280 8) ... i
28.2C) e, mH(%-{—'n’)e Sxk‘/g 8.5 a) |z +> cosa + 2sinz |
/2 \/5 1 . \/533
5 > 285Dh)...... Trre O W?WAESIHT
28.2d) e xH(lZ—i——e) ma-n® _ 20
7
285 Cl i T+ e “sin(x)
283 B) e e " T
- L g 1 .9
283 D) e zret| 288d)......... IH"'w( 5 5 x)
283 C) it T 2677 —e”

_:_28..:1_: a) Notons yo 'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de P'équation homogéne
y — 12y = 0 est {:7!2 - AeTT, A€ R}. Ainsi, il existe A € R el que yo 1 . — e?®,

Alors, yo{0) = 56 = A. Finalement, yo : & — 5662

281b) > Notons yo 'unique solution de ce probléme de Cauchy. L'ensemble des solutions de P'équation homogéne

y' —y = 0est {z = Xe”, A € R}. De plus, si p est une solution particuliére constante, alors 0 = p+1 soit p = —1. Ainsi,
il existe A € R tel que yo : & — Ae” — 1. Alors, yo(0) = 5= A — L. Finalement, yo : 2+ 6e® — 1.

28.1c) Notons g l'unigue solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de I'équation homogéne
y' — 3y =0Dest {:c ~+ A A e R}. De plus, si ¢ est une solution particuliére constante, alors ( = 3p -+ 5 soit p = —5/3.
Ainsi, il existe A € R tel que yo : £ — Ae®® — 5/3.

. 8¢°® — 5
Alors, yo(0) = 1 = X - 5/3. Finalement, yo : ¢ = ————.

281 d) Notons yp Yunique solution de ce probléme de Cauchy. L'ensembie des solutions de I’équation homogéne
itf -2y = 0 est {:r: 4 )\ezz, Ae ]R}. De plus, si p est une solution particulidre constante, alors 0 = 2u + 12 soit u = —0.
Ainsi, il existe A € R tel que yo : z — Ae”™® — 6.

Alors, yo(0) = 3 = A — 6. Finalement, yo : © > 96°° — 6.

282 a) Notons yo I"unique solution de ce probléme de Cauchy. L’équation est homogéne et son ensemble de solutions

est {:EF—} Ae"mls, Ag ]R}. Ainsi, 1l existe A € R tel que yo : z Ae™®/®

(6—:!:)/5.

Alors, yo(l) =e= Xe~ /%, Finalement, yo : ¢+ €
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282b) Notons yg Punique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de I"éguation homogéne

e/ 7, e R}. De plus, si ¢ est une solution particuliére constante, alors 04 2p = 2 soit = 1.

— 2 /T+2 4+ 1.

y’%—%yzOest {.’L‘w)«e
Ainsi, il existe A € R tel que yo @ & ++ PP A Alors, yo(7) = —~1 = Xe 2 + 1. Finalement, yo :  — —2e

82c) . Notons yp 'unique solution de ce probléme de Cauchy. L'ensemble des solutions de Yéquation homogéne

Y — By = 0 est {:c — )\e‘/gm, Ae ER}. De plus, si p est une solution particulidre constante, alors 0 — VB = B soit

6 Lo VB B
= — e, Ainsi, il existe A € R tel que yo : o+ e — —=.
B v/g + g Yo \/5
6 .. 6 N
Alors, yo{0) = 1= A — —. Finalement, yo : 2+ | —= 4+ 7 e ——
w(®) 75 v (\/3 ) V5

28.2(1) - Notons o I'unique solution de ce probléme de Cauchy. L'ensemble des sclutions de I'équation homoggne

2
3y —ny = 0 est {x — Ae"", XA € R}. De plus, si i est une solution particulitre constante, alors § = - 2e soit p = _2

™
2 2
Ainsi, i existe A € R tel que yp : z > Ae™" — ;e Alors, yo(r) = 12 = Ae" — f.

a2 2
Finalement, yo : @ (12 + 2ﬂ_—e)em w2
™

2833,) Soit 1o la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est 72 —3r+ 2 = 0 dont les
solutions sont 2 et 1 {car 2+ 1 = 3 et 2.1 = 2 donc on reconnait r? — (24 1)r + 2 - 1}. L’ensemble des solutions de
I’équation est donc {z — Ae® + ue™, (M p) € Cz}. Ainsi, il existe (A, g) € C* tel que yo : x +» Ae® pue®.

Alors, y{0) = X+ p = 1 et y'(0) = X + 2u = 2. Ce systéme se réduit en A+ p =1 et p = 1. Ainsi, yo 1 x> e™,

28.3 b) Soit yq la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est % — 3r 4 2 = 0 dont les
solutions sont 2 et 1 (car 2+ 1 = 3 et 2.1 == 2 donc on reconnait v — (2 + I)r + 2 - 1). L’ensemble des solutions de
I’équation est done {m — Ae” 4+ pe®, (A ) € Cz}. Ainsi, il existe (A, p) € € tel que yo : 2 +3 Xe” + pe®.

Alors, y(0) = A+ p =1 et 4'(0) = A+ 21 = 1. Ce systéme se réduit en A+ p =1 et g == 0. Ainsi, yo : z > €".

28.3 c) Soit yp la solution du probléme de Cauchy. L'équation caractéristique associée est 7 — 3r 4+ 2 = 0 dont les

solutions sont 2 et 1 (car 2+1=3 et 2.1 = 2 et on reconnait r> — (2-+ 1)r+2-1). L’ensemble des solutions de 'équation
est donc {:n - Ae” 4 pue®®, (A, p) € Cz}. Ainsi, il existe {), 1) € C* tel que yo : z — Ae” + pe®®,

b

Alors, y(0) = A+ p =1 et ¢'(0) = A + 2 = 3. Ce systéme se réduit en A-- p=1et p=2. Ainsi, yo : 2~ 2> —e”.
28.3d) : Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associde est r® — 3r -+ 2 = 0 dont les
solutions sont 2 et 1 (car 2+1 =3 et 21 = 2 et on reconnait 72 —(24+1)r+2-1). L'ensemble des solutions de I'équation
est donc {:r -+ Ae” 4 pe®®, () € (Cz}. Ainsi, il existe (A, z) € C* tel que 3o : & — Ae” + pe®®.

Alors, y(0) = A+ p = 1 et y'(0) = A+ 2u = 3i. Ce systéme se réduit en A+ == 1 et gy == 3i— L. Ainsi, yo : x —
(2 — 3i)e” 4 (3i — 1)e**.

284 _&) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L'équation caractéristique associée est r? —1 = 0 dont les solutions

T

tel que yo : x — Ae” + pe”".
Alors, y(0) = A4+ p=1et y(0) = A — g = 1. En additionnant et soustrayant ces relations, on obtient A = 1 et p = 0.
Ainsi, yo : @ — e”.

2841)) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L'équation caractéristique associée est r? 4+ 3r +2 = 0 dont

les solutions sont —1 et —2 (car =1 —2 = —3 et (—2) - (—1} = 2 et on reconnalt v — (—2 — D)r + (—2) - (-1)).
L'ensemble des solutions de I"équation est donc {:r AT 4 pe (M) € (IJ?‘}. Ainsi, il existe (A, p) € C* tel que
—2z

Yo 1T Ae T b ue
Alors, y(0) = M p = 2 et 4 (0) = —A—2u = 3. Le systéme se réduit en A4 p = 2 et —p = 5. Ainsi, yo 1 7 Te ™ —Be %%,
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284 c) ¢ Soit 4o la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associte est r2+4r—2 = 0. Le discrirmninant,
du trindme vaut 9 et ses racines sont —2 et 1. L’ensemble des solutions de 1’équation est donc

{:J: - Ae® + peT ) (A p) € Cz}.

Adnsi, il existe (A, u) € C? tel que yo : > Ae” + pe” 7.

1.
Alors, y(0) = A = 1 et y'(0) = A—2u = 2. Le systéme se réduit en A+ = 1let —3p = 1. Ainsi, yo : x> %ew -3 2=

la racine double est I. L'ensemble des solutions de I’équation est donc {a: = (A4 px)e®, (A p) € Cz}. Ainsi, il exdiste
(A, 1) € C? tel que yo : = v+ (A + pz)e”.

Alors, 5(0) = X = 2 et 4/ (0) = A + p= 1. Ainsi, yo : z > (2 — z)e”.

2849) Soit 1 la sohution du probléme de Cauchy. L'équation caractéristique associée est 4+ 4r+4=0dont la
racine double est —2. L’ensemble des solutions de 'équation est donc {:n - (A p)e™, (A p) € Cz}. Ainsi, il existe
(A ) € €2 tel que ya : T (A + pz)e "

Alors, y(D) = (A+ple Z=lety' (1} =(-2A + p— 2u)e™? = —3. Le systéme s'éerit A+ p = e et 22 4 p = 3e®. Il se
réduit en A+ p = e et A = 2e°. Ainsi, yo 1z {2~ z)e? 2=,

2853) © Soit yg P'unique solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r2 41 =10 dont les
solutions sont i et —i. Ainsi, Pensemble des solutions & valeurs réelles de 1'équation homoggne est

{w*—+ Acosz + psinz, (A, p) € !Rz}.

Il existe donc (A, p) € R? tel que yo :  ++ Acosz + psinz.
Alors, 70(0) = 1 = A et y5(0) = 2 = p. Ainsi, yo :  — cosz + 2sinz.
285b) Soit yo I'unique solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r*4+r+1=0. Les

Zim '\/§

. : iz . . . . 2n 1 .. T oA
résultats sur les racines de I'unité assurent que les solutions de cette équation sont j = e3 = 3 + 1w-2- et j. Ainsi,
ensemble des solutions & valeurs réelles de 'équation homogéne est

{:rH e %% ()\cos \/25:1: + psin £23;13>, (A e Rz}.

I} existe done {X, p) € R® tel que yo : z e~/ ()\ cos —2—3: 4 psin =

2
Alors, wo(0) = 1 = et yo(Q) = -1 = —% + @,u,. Ainsi, yo : 2 - e (cos — — —=gin

28.5(:) Soit yo Punique solution du probléme de Cauchy. L'équation caractéristique associée est rl42r4+2=0
Le discriminant réduit du trindme vaut —1 et ses racines sont —1 — i et —1 + i. Ainsi, Uensemble des solutions &
valeurs réelles de 'équation homogéne est {:1: = e “(Acos(z) + psin(z)), (A, p) € Rz}. 1l existe donc (A, ) € R? tel que
yo 1 & e “(Acos(z) + psin(z)).

Alors, yo{0) = 0 = A et y5(0) = 1 = A+ p. Ainsi, yo : # — ™ " sin(z).

28.5d)
sont 1 — 2i et 1 + 2i. Ainsi, Pensemble des solutions de équation homogéne est {a: —+ e” (Aemw + ,u.e"ﬁm), (A u) € Cz}.
1l existe donc (A, u) € C* tel que yo : & — &° ()\eZim + ,ue_m"").

L’équation caractéristique associée est 2 —2r+5 = 0. Le discriminant réduit du trinéme vaut —4 et ses racines

Alors, yo(0) = i= A+ p et yo{0) = —i = (A -+ p) + (20X — 2ip). Le systéme réduit s'écrit A +p =1 et 4iA = 2 21. Ainsi,
) wf =141 9, 141 g

yg.wwe(mw———z e +—2 e .

En utilisant les formules d'Euler, cette solution peut également s’écrire yo @ > 4% {cos(2x) — sin(2x)).
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Fiche n° 29. Séries numériques

2—+/2 29.3b).... 29.4¢)......... In(2) T
1

2914)....... 20.30).... 29.4d)............ E 4
2% 3° = A 206
- 7
29.28) . 290.34d)...... e 1
) [e] ) TN 29.58). . ......... Z| 2064 ... 2¢*
29.2 b)........ e —3 % (e—1)°
—2 — 5,2 e
225V 295 h) ...,
29.3 ¢) o ) o1

I
k=<0 L-3
29.1(:) La série est géométrique de raison % €] —1,1[, donc elle converge. De plus, on a
f ( 1 )k 1 V3 2
) = — =
k=0 V2 s VZ-1 2-V2
=1 1
29.1:d). La série est géométrique de raison = € | — 1,1[, denc elle converge. De plus, Z (5) =TT Dong,
k=0 T3
o0 10
D1 R =13 - 31
DETDIE TP S T
k=10 k=0 k=0 3

Axntre solution : avec le changement d’indice j =%k — 10, 0n a

I - L T S | 1 31
ZgﬁmZW“mZ§~§faxfﬁ~§xgﬁ-
k=10 J=0 =0

S k tee g Foo ok 0 1

292 b) On reconnait la série exponentielle Z %, et ona Z %- = ¢, done Z %—1— =e - % - % =e® -3
k k=0 fou2

292 :c)_:' On a CavE Y i et on reconnail donc une série exponentielle,
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2
ety . . . A n " .
29:3'2): Il s’agit d’une série de Riemann convergente, et vous savez peut-8tre que sa somme est e en général, si

o0

1
@ > 1, on ne connait pas la valeur exacte de la somme E Ta
kel

293 b) 1 g'agit d’une série de Riemann divergente.

La série harmonique diverge!

11 s’agit d’une série géométrigque de raison % et 7| = [, done la série converge. Pe plus
() h
7’c I 7 CP1-i 497

k=3

Enfin, en multipliant par ’expression conjuguée, on trouve

i‘" 49+ 1-7
TR=1 7 492472 T 350

..............................................................................................................................................................

29 3 e) On reconnadt une série géométrigue de raison qui est de module L L €]—1,1]. Ainsi,
....... 1 _ i‘\/i 12 + ﬁz 3
la série converge. De plus,
SRR
k=4 (1 - i\/i)k (1 - i\/i)é m=d I- i\/§
! 1 (1 +iv32 )4i\/§ —1
(1 - lf) 1- 1— 1\/_ 3 1"/5

:(1+1x/m) V24+i
3 Va3

. 4 .
En développant, on obtient (1+ i\/§)4 = 7T 4i\/§, donc (1 +31\/§) = =7 :3141\/5 et

’i’" 1 -T—4VE VE4i_ -2-5iv2

e (1— i\/ﬁ)k - 81 va o 54

29.43}). Soit n € N* fixé. On remarque que Z LS Z(— - w—) =1—-—— — L
: — E* 4k kE k41

. b) Soit n € N* fixé. On remarque que

imm;w__zf;(z_i+;)m1(;_;+l_z) .
C k3 +8k2+2%  24\k k41 k42 T 2\n+2 ntl 2/ n-rtoo

e ]

29.40) Soit n = 2 fixé. On remarque que
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294(1) Soit n 2 0 fixé. On remarque que pour tout k,

a.rcta.n( I(i 'EkZ-){_"; }((F;c J; 11))) = arctan{k + 2} — arctan(k + 1).

- (k+2) - (k+1)\ _ B _ B L
Done, Z arctan (—M TEEDEL ) T ;(arctan(k +2) — arctan(k + 1)) = arctan(n + 2} — arctan(i) A

— 1
29.5'a), Ona corialTE done la série est géométrique de raison = €] — 1, 1{ : elle converge. De plus,
f (1)k 14
) ==z
rt 4 1—5 3
+oo +oo
1 1 1 1 1
Done, ) E " ETE T
B o ~ 1 1
29b) Onae FV=e?!=ex o Or la série géométrique de raison < € ] — 1, 1] converge.
SR 1Nk 1 e =2 g e e 8
— — —(k=1) .. a8 _ _
De plus, ;(E) = 1_% = e_l,douc kz_;e —e;ek . me(e—l 1) = 5o 1

+o0 +oc
Autre solution : le changement d’indice j = k — 1 donne Ze_{k_l) = Z e’ = Z (e“l)J = _r -
k=1 ) =0 =

29,5 ¢

}. La série diverge grossiérement.

295d) . On reconnait une série géométrique dérivée, de raison = € ] — 1, 1], donc convergente, dont la somme vaut

Pt - 1
2963) : Onaka™®= %ka—_l; la série Zkzkﬂ est une série géométrique dérivée, de raison % €]—1,1[, et est
k
=, 1 1
donc convergente. Sa somme est Z k T Et—l—)_z =4
k=1 2

e 1
29,8 b).: La série converge comme somme d'une série géométrique de raison 3 €] —1,1] et d’une série géométrique

dérivée de méme raison, et

+ox +oa +oo

1 k i 1 1 1 g 3 i1
DOk NE=d mtd mow oot it T
=1 Jomz] k=0 3 3
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Fiche n° 30. Structures euclidiennes

30,1 ) L

2] g0da) (1,2v3(X — %))
30.1¢) i 125111(1) + cos(1) — 1 I
301 d) %(e2 ~1) 304D) .o (V3X, "221%3"?"()(2 a %X +1))

BOBA) . it -1 2 -1
-1 -1 2

B0.28) e {2 1 1)

({1 02

1 1
BB 8) .o eeee e v B0B D). 5\y g .
303 D). L 19 62
5vV3 | B0.50) it |6 -7 6
2 6 9

e s 1
30.1°a)° On calcule : {f1, fo} = f 2In(1 + t) dt. Pour cela, on a le choix : premiére possibilité faire une intégration

4]
par parties, seconde possibilité utiliser une primitive connue de In (sur R}.) qui est £ — ¢£Int —{ et on a alors besoin de
faire un changement de variable. Si on applique la seconde technique, on trouve

1
30.1 ¢} On calcule : / cos{£}(1 + ¢} dt. Par intégration par parties, on a
o

fl cos(t)(1 + t)dt = [sin(t)(l + t)]: _ /'1 sin(t) d¢ = 2sin(1) + cos(1) — 1.

1 1
On calcule : / etetdt = f e l(e2 —1).
o 0 2

On calcule tr(ATB) = 11. On pouvait aussi faire la somme des produits des coefficients de A et de B, puisque

{A,B) = Z aizbi;
1gd,7<n
si A et B sont deux matrices carrées de taille n.
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302c) © Le calcul est inutile, il s’agit du produit scalaire entre une matrice symétrique et une matrice antisymétrique.

Ces deux matrices somt orthogonales donc le produit scalaire est nul.

Pour calculer la distance demandée, on va faire le calcul du projeté orthogonal pveci(r,x) (X 2) de X2 sur

30.30)

Vect(1, X). Soit {a,b) € R*. On a
(X?—(a+bX), =0 {am——l/ﬁ
S

G.+bX2p ect(1,X X2 —
vearts X (X? = (a+bX), X)=0 b=

1 1
Alors la. distance cherchée est HX 2_ (X e m) “ = —
' 6 6v5

303b) Pour calculer la distance demandée, on va faire le caleul du projeté orthogonal pyecy(r,xs)(X) de X sur

Vect(l,Xs). Soit (2,6) ¢ R®. On a

(X —(a+bX%, 1) =0 a=4/15
a+bX3 mpVect(l,Xs)(X} — 3 3 /
{X ~{a+bX"), X7)=0 b=14/15
Alors la distance cherchée est ’X - (liS + »}%X 3) | = %

3030) _. Pour calculer la distance demandde, on va faire le calcul du projeté orthogonal pyeax,x2)(1+X 2y de 14+ X7

sur Vect(X, X?). Soit (a,b) € R*. On a
(14 X% — (aX +bX%), X) =0 a—4
aX +bX? = py, 2y(1 4+ X?) =
Vect( X, X )( ) (1+X2 B (a,X+ sz), Xz) =0 b= w7/3
Alors la distance cherchée est [|1 + X2 — (4){ - ng) | = %

30.4b) Appliquer le processus de Gram-Schmidt.

(: 4+ 7 + k). Donc la matrice dans la b.o.n B de la projection

395 :8;) ._: Une base orthonormale de P est u = ﬁ
orthogonale sur P* est AAT ol A est la matrice de u dans la base B {(car u est une b.o.n de Yespace sur lequel on
projette et B est une b.o.n de Pespace). Done la matrice dans la b.o.n B de la projection orthogonale sur Pt oest

3\1 11

: 30‘5 b) Une base orthonormale de D est v = —%(@ + 2k} donc la matrice de la projection orthogonale sur D dans la

1 1 1 1
1 1 1 }.Lamatrice cherchée est Iz — M.

T 0 2
base B est AA' ot A est la matrice de v dans la base B i.e. 3 (O 0 0).
2 0 4

3 5(:) La symétrie o de I’énoncé vérifie o = id — 27 ot = est la projection orthogonale sur la droite dirigée par le
1 2 -1
3 9 -3

vecteur 2 4+ 37 — k. Or la matrice P de n dans la base B est T ( ) . Donc la matrice cherchée est Is — 2P.
-1 -3 1
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Fiche n° 31. Groupes symétriques

31.1a)..

31.1b)..

)
31.1¢).. (6 4 3 25 1) 31.26) ... (12753)

wia (30830 e [EEEEmEE] o0
T 31.8D).. (13106 9GNE|  g15¢)..............

81-1¢) (1 6 5 4 2 3) 3L.3c)........ [17(24358)| 8159,
- (1 2 3 1 : 6) 313 d)..eeennnn.... (12)(34)] 316a). ...
: 6 3215 4 S1.3¢).0r 126235 3LBD)
S e (ZEICE B S

311 a): Pour déterminer ia permutation ,o"1 , il suffit de lire de bas en haut la matrice représentant la permutation p.

4 1 3 2 6 5

Ajnsi, la quatridme colonne donne p~ (1) = 4, la premidre p(2) =1, ete. Au total p = (1 2.3 45 6).

311(:) Par définition, o(1) = 4 et o(4) = 6, ainsi o°(1) = o(6(1)) = o(4) = 6. On procéde de méme pour les autres

1 2 3 4 5 6
6 4 3 2 5 1)

311{1) Par définition, (1) = 4 et p(4) = 1, ainsi po(1) = p(e(1)) = p(4) = 1. On procéde de méme pour les autres
123 45 6)

images et au total o = (

1 2 6 5 3 4)

images et au total po = (

3113) On procdde comme pour po pour obtenir op = (i 2 g i 2 g) Notons que po # op, ce qui n’est en
rien surprenant.

311f) Daprés b), 07 (1) = 2 et, d’aprés e), op(2) = 6, ainsi opo” (1) = 6. On procdéde de méme pour les autres

images et au total gpo ™! = (1 2 3 45 5)_

6 3 21 6 4
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2312 'Z(_:_)__ﬁ:_ On procéde comme & la question précédente.

31 2 d) Notons ¢ = (a b ¢). On a o(a) = b et o(b) = ¢, d'odt *(a) = c. On obtient de méme o”(c) = b et & (b) = a.

Au totai (abc)? = (ach).

Remarquons que (a b ¢)® = (a b ¢)™", ce qui était prévisible dans la mesure ot le 3-cycle {a b ¢} vérifie (a b ¢)® = id.

31 2 e) Notons o0 = (245 1). On a o(2) = 4, o(4) = 5 et ¢(5) = 1, ains ¢°(2) = 1. On obtient de la méme fagon
o3 (1) =5, c3(5) = 4 et 0(4) = 2. Au total, (24 51)° = (2 15 4).

3 -1
On pourrait aussi remarquer que o est un 4-cycle, ainsi ¢° = ¢~ et on a donc

(2451)° =245 1) ' =(1542)=(2154).

31 2 f) Puisque (1 52 3 7) est un 5-cycle,ona (1523 TV = (152377, avec 7 le reste de la division euclidienne
de 42 par 5, & savoir 2. Ainsi (15237 ={152377=(12753).

313 a.) Notons ¢ la permutation considérée et partons de Vélément 1. Ona o(1) =7, o(7) =4 et 0(4) == 1, d'ot un
premier cycle (1 7 4). On prociéde de méme & partir d’un élément de {1,...,10} \ {1,4, 7}, par exemple 2, pour lequel
on a o(2) = 6, g{6) = 8, ¢(8) == 10 et 6(10) = 2, d’olt un second cycle (2 6 § 10). On continue & partir d'un éiément de
{1,...,10}\ {1,2,4,6,7,8,10}, par exemple 3, pour lequel on a 5(3) = 9, o(9) == 5 et ¢(5) = 3, d'olt un troisiéme cycle
{3 9 5). La réunion des supports de ces trois cycles étant {1,...,10}, la décomposition est terminée :

123 4567 8 910
(7 6 9 1 3 8 4 10 5 )(174)(26810)(395)
Rappelons que

(174){26810)(395) =(174)(395)(26810)=(26810)(3 9 5)(1 7 4) = eic.

Bref, les cycles & supports disjoints commutent entre eux.
313 b) Notons ¢ la permutation considérée et procédons comme 3 la question précédente. On a o(1) = 3, o3} = 10,

o(10) = 6, o(6) = 4 et o(4) = 1, d’0lt un premier cycle (1 3 10 6 4). Ensuite o(2) = 2 et le cycle {2) est donc omis. On a
enfin #(5) =7 et o(7} = 5, d'oit la transposition (5 7}, et o(8) = 9 et 5(9) = 8, d’od la transposition (8 9). Kin résumé

o 6) = (1310 6 4)(5 7)(8 9).

31 3 c) . Notonsp = (1352),0 = (2417) et 7 = (58). Ona por(l) = po(l) = p(7) = 7 et por{7) = po(7) = p(2) = 1,
d’oll une premiére transposition (1 7). Par ailleurs, por(2) = po(2) = p(4) = 4 et on obtient de méme por(4) = 3,
por{3) = 5, por(5) = B et por(8) = 2, d’oii le eycle (2 4 3 5 8). Enfin por(6) = 6 et le cycle {6} est donc omis. En résumé

(1352)(2417)(58)=(17)(24358).

On procéde comme & la question c.

31.43.} Commencons par décomposer la permutation en un produit de cycle & supports disjoints :

123 456
cr—(2 PR 5):(124)(56).

Ainsi %7 = (1 2 )"(5 6)*7 = (1 2 4)°(5 6)* = (1 4 2)(5 6), dans la mesure ob les permutations (1 2 4) et (5 6)
corarutent et sont respectivement un 3-cycle et un 2-cycle (47 = 2 [3] et 47 = 1 [2]).
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31.4 ) On procéde comme 4 la question précédente :
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315 c) Puisque la signature est un morphisme de groupe & valeurs dans {::1}, une permutation et son inverse ont

méme signature, ainsi e((l 532 4)"1) =£((1 53 24)) =1, d’aprés la question précédente.

.s(G z g ‘11 g g 1 180 g 120)):5((1 7426 810)(395)) = (—1)* (-1 =1 = -1
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Fiche n° 32. Déterminants

32.1¢). i 32.28) .00 V2 + 13 32.5a).... |a:3 4yt 42— BIyz;

321 d) 32.38) . iiiiiiiiiniiiians O] s25m).00i. —61n°(a)
32.2a) 32.3b) .., —40

o 1 (7 5 3\ 227
3220) Le déterminant vaut 3 X (g) —g (‘;) 336"

Le déterminant vaut 3 919.

aaah)

triangulaire supérieure. Son déterminant vaut —2 x 5 x 4 = —40.

Deux permutations de colonnes, Ca < Cp puis C3 ¢+ Cz, raménent ce déterminant & celui d'une matrice

On remarque que la deuxiéme colonne Cz vaut — % €. Ainsi, le déterminant est nul.

182.4 c) . Le déterminant vaut T
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On reconnait une matrice circulante. Son déterminant vaus z° + 4° + 2° — 3zyz.

325(;) Le déterminant de cette matrice de Vandermonde vaut (y — z)(z — y}(z — ).

'32._5__'{1)'-: Les opérations sur les colonnes Cy + (s — C; et O3 + (3 — C; raménent au calcul du déterminant de la

T 1 2
matrice fz+1 1 2], lui-méme nul.
z-4+2 1 2
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Fiche n° 33. Fonctions de deux variables

R 3 ) U {(z.) eR®, z—-1<y<z+1}
B3, D) ettt e [10, +00[ x [0, +o0f|
3 ) IO {(z,y) € R?, y 2 0N\{(0,0)}
BB Q) ettt e e e
af af 4
7 N - e —_— =
33.2 a) e (z,y) =2z +yet 8y(:r:,y) by +x
33.2b) g(m,y) = 2y cos(2zy — y) et g(m,y) = (2% — 1) cos(2zy - y}
Oz dy
0 (5 ) = Of 1y = (22, —
B3 0 e o (z,y) = (2zy, 2z) et By (z,¥) = {z*, —2%)
af _ 2 af B 1
33.2d). s a(m, y) = T Gr T g2 et BE(E’ Yy = Y@ TP
o, . &, .
B33 ) s a(m,y} = —gin{z — y) et 6—y(m,y) = sin(z —y)
333D) . ggm(:n, y) = cos{e™) — zysin(e™) e™ et %(w,y} = —z% sin(e"Y) 6™
B_f = yg¥l g = ¥
b T 2 O P B (z,9) =yx¥ ™" et By (z,y)=z"Inz
27,2 2 3
vy =) 2"y :
33.3d) ... %(z,y) = { (z* + 72)2 si (z,y) #(0,0) et g_f(w’y) . { @% ¥ 12)° si (z,y) # (0,0)
0 sinon Y 0 sinon
B304 )« e e e
4t 2t
BB B oo 26 te
P—T;
B304 C) ettt e | —72cos(at) - 46sin(4t) |
B(f o) _1offudtv v—u _10ffutv v—u
B3.5a) it 5 (u,v) = 53m\ "5 g\ 2 2
8{f o) _18ffutv v—u 18ffut+v v—u
B3.58) . G (u,v) = 53a\ 5 2 + 56 By 5 o
B35 b) e W(r, 6) = cos Hg—i{r cosf,rsinf) + sin Gg—i(r cos 8,7 sin 6)
B35 D). -amg‘%%ﬂ(r, #) = —rsin 9%’;—2(7" cos®,rsinf) -+ rcos 8%(? cosf, 7 sin 6}
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332 b) Calculons %g(m, ). Soit y € R, La premidre application partielle fy : ¢ — sin(2ty — ) est dérivable sur R, et

fy : £+ 2ycos(2ty — y). On obtient g—i(m,y} = fy(z) = 2y cos(2zy — y) en évaluant en t = x.

AP 2
33.3d) Calculons g—i On fixe a = (x,y) € R%. Sia # (0,0) alors la premiére application partielle en a est t — ﬂ—w.

2. 2, 2
<t ty” - 2t -
vt (2 4y -ty , d'ot 6f( ) = y——u en évaluent en t = x. Reste & traiter le cas ol

Sa dérivée est ¢t —

Rk RN
a = (0,0). On calcule & la main le taux d’accrmssemeut
-0
vwew, HB0-700) 0y
z—0 x x8
Donc f(0,0) =1 f(z,0) - (9,0) =lim Q=20
g H z—0

334 a). On pourrait simplement dériver w: t s 4(sint)” + 3(cost)?, mais ce n’est pas I'idée du chapitre. La régle de
la. chaine donne : g—f—:(u(t), v(t)) (t + (u( ), v(t))%%(t) = 8sintcos{ -+ 6 cost{—sint} = 2sinfcost = sin(2t).

33.5a)  La régle de la chaine donne a(f—ﬂ:w(u, v) = 6—£((p(u )) e ( ENES —(tp( v}) (u v}, avec les notations
w4

P {U’r ’U) =
ondes. En physique, on note abusivement = = (1 et y = 2.

et pafu, v} = 2_c Remarque : c'est le cha.ngement de variables utilisé pour résoudre 1’équation des
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