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Exercice 1. [Trigonematrie, C]. Calculer 5 = Z cosz(l).
k=0

Exercice 2. [Equation différentislle],

1. Déterminer une sotution particuliére sur R de 'équation différentielle (£) :
¥ (@) + 2¢' (@) + y(@) = f(=)
dans les trois cas suivants : f{z) = e~ %, flz) =% et flz) =2+ 1.

2. Résoudre sur R 'equation différentielle (E) : y"(z) 4 2¢'(z) + y{z) =che +z + 1.

Exercice 3. [Analyse réellel. Les questions suivantes sont indépendanies.

2/(@) ~ fz +B)— flz~h)

1. Soit f € C2(R,R}. Calculer élmﬂ

B2
S 2

2. Calculer [ = / 3 m‘z dz et J :/ V4 — x?dx.
g o8~z 0

1 1
3. Sait f € €%{[0,1],R). Comparer (f Fla) de)? ot f J(2)® de.
0 o

Exercice 4. [Intégration] . Inégalité de Gronwall.

Soient ¢ € RY, et u et v deux fonctions continues de RY dans R telles que :

vo € RY, ulz) < c+ fm u(t)v(z) dt.
0

T
1. Soit f{z) = c—l—f u(t)o(t) dt, z € RT.
0
1. a. Justifier que f est dérivable sur BT et que pour tout & € Rt, f(z) < d(z)f{z).

b
1. b. En déduire que g : z+— f(x) exp(—f v{t) dt) est décroissante sur R+,
¢

<
2, Prouver finalement que : ¥z € RY, u(z) < cexp(f0 o(t) 4t).

Exercice 5. [Polynémes] . Les deus questions sont indépendanites.
1. Soit n & N*. Montrer que le polyndme Pr{X) = Z Ty acdmet n racines complexes distinctes.
k=0

2. Soit £ € R[X], unitaire, de degré d € N*. Montrer que P est scindé dans R[X] si et seutement, si Vz € C, |P(z)| 2 {Im 214,

Exercice 6. [Intégration].
Soit £ & C1([0,1],R) tefle que £{0) = 0.

. T
1. Soit & € [0, 1]. Montrer que f(2)? < n:f £y de.
)

1 1 i
2. En déduire que f flz) de < 5 f fl(z)? de.
1} v]

Exercice 7, [Fquations différentielles].
1. Résoudre sur | — 1, 1] Péquation différentielle : (1 — x?)y(z) — zy(z) = 1 dincopnue y : ] — 1, 1[— R, dérivable.
2. Résoudre sur R Péguation différentielle : ¥ (z) + v’ (z} + y(z) = e d'inconnue y : R — R, deux fois dérivable.

Exercice 8, [Suite].

n
Soit 2 € R, On pose, pour tout n € K, Sp(z) = E e, Montrer que la suite (Sa(%))nen est bornée si et seulement si @ ¢ 2r7.
P

Exercice 9, [Suites].

Donner des contre-exempies prouvant que les assertions suivantes porfant sur des suites réelies sont ... toutes fausses !

-



a) en encadrant S, avec deux intégrales, b) en faisant intervenir une somme de Rismann
|

Exercice 16. [Polyndmes, sommes de Rié_!mann}.

1. Soit » > 2. Ferire X | comme produit de facteurs irréductibles de C[X] puis comme produit de facteurs irréductibles de R{X].
n—1
2. Soit r > 1. Simplifier g In(1—2r cds{’flr-) +7?) & I'aide dé 1.
0
k=1

o :
3. Boit v > 1. Soit I = f In(1 ~ 2rcosz -+ %) dz. Caleuler T & l'aide de 2,
0

Exercice 17, [Polynfmes].

Soit P € R[X], de degré n supérieur ou égal & 2, scindé & racines simples dans R[X]. Prouver que P/ est scindé 3 racines simples.

Exercice 18. [Equations différentielles].

Résoudre sur |0, +oof : a2y” — ay’ — 4y = 4a?. Indication : on pourra poser z{t) = y(e*).

Exercice 19. [Théoréme de Rollel.
Soit f € C3([a, b], R) telle que f(a) = f(b) = 0.
On fixe z €)a,b]. On pase g=(t) = f(t) — —‘;{t —a)(t — b) ot A {dépendant de z) est tel que gz(z) = 0.
z—a)(z—>b
( )2( ) f” (C}

o 10 < M2

1. Préciser la valeur de A, Prouver, 4 'aide du théoréme de Ralle, Pexistence d’un réel ¢ {dépendant de z) tel que f{z) =

b—a

2. Soit M = tem[mé] IF7(£)|. Verifier que ¥z € [g,b), |[f(z)] £ M W. En déduire que {f (e} < M

Exercice 20. [Complexes].

|
1. Soit {u, v, w) € C2. Prouver que 2ju| < fu+v|+ v+ w| +|w + ul.
4
2. Soit {21, 22, 23, 21) € C*. Prouver que Z |2] < Z Jz; + =51
k=1 1<€i<j <4

Exercice 21. [Complexes].

1. Soit a = e 5. Simplifier 1+ + o? + a® 4+ af.
2. Er déduire la valeur de 1 4 2cos %" + 2cos 5575.

3. Calculer cos ‘_Zgr_.

Exercice 22. (Equation différentislle].
Résoudre sur R Péquation différentielie (E) : y™ +3' — 2y = cosa, d'inconnue y € C*(R, R).

Exercice 23. [Moyennes arithmétique et géométrique].
Soit x1, - , &, des réels strictement positifs, On pose : m = %(ml +tan) et G= YEy - Ta.
1. Montrer que pour tout = > 0, iInz < lnm + #(m — m).

2. En déduire G < m. Indication : considérer 1. avec ¥ = z, k € [1,n], el sommer.

Exercice 24. [Intégration].

1 3 1
Soit f € C2([0, 1], R} telle que £{0) = f(1) = 0. Prouver que {f f(@)? de)? < f F(2)* de f F{(x)? da.
0 0 0

Exercice 25. [Limite].
3n 1

Calcul li -
acuernﬁjrﬂmgk

Exercice 26, [Une inégalité de convexitél.
Soit f € C%(R,R) telle que Vz € &, f(z) > 0. Soit & € R.
Montrer que pour touf £ € R, F(t) > f{a) + F/(a)(t — a). Interpréter graphiquement cette inégalité.



Exercice 36. [Algdbra lindaire]. Soit F un espace vectoriel de dimension 3 et f un endomorphisme nilpotent d’indice 2.
1. Justifier que Im f ¢ Ker f. Déterminer dim Ker f et dim Im f.

0 0 d
2, Montrer qu’il existe Une base de F dans laquelle la matrice de fest: A= [0 0 1
0 0 0

‘ | 21 (z+ 1)t -1
Exercice 37. [Variables aldatoires]. 1. Scient x € N et x € R. Démontrer que E w( )m’”‘l =
- — k+1\k n+1

2. Soient p €]90,1[ et X une varigble aléatoire suivant la loi binomiale 8(n, p). Calculer Uespérance de la variable aléatoire ¥ =

Exercice 38, [Algébre lindaire]. Soit F un espace vectoriel. Soient f et g € L(E) tels que fogo f= fet go fog=yg.
Prouver que £ =Ker f®Im g.

Exercice 39, [Algébre linéaire]. Soit F = {{z,y,7) € R®/z 4+ y-+ 2 = 0} et G = Vect({1,1,1}).
Justifier que F et (¢ sont deux sous-espaces supplémentaires de B3 et déterminer a matrice dans la base canonique de &3 de la projection
vectorielle p sur I, de direction G.



