Séries numériques.

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C et suivant le contexte, | . | la valeur absolue ou le module.

1 Généralités.

1.1 Série associée a une suite. Convergence. Somme. Divergence.

Soit (1n)pen une suite de K. On appelle série de terme général un ou encore série associée A la suite u la suite (Un)nen de terme général :

kL
Up =ug -4 Uy = Zuk” n €N,
k=0
Soit n € N. Uy, est appelée somme partielle d'indice n (ou n®*™° somme partielle) de la série associée & w.

Notation. La série de terme général u,, n > 0, est notée Z Uy«

n>0
L'étude de la nature de la série Z Uy, est donc I'étude de la convergence (éventhelle) de la suite (Un)nen-
n>0 '
8i la suite (Uy)nep a une limite dans K, on dit que la série Z iy, converge. Dans ce cas, la limite de la suite (Un)nen est alors appelée
20
+o00 +oo +o0

la somme de la série Z un eb est notée Z Uy 0 Z U OU encore Z Up e

720 n=0 k=0 p=0

Dans le cas contraire, on dit que la série Z U diverge.
n=0
Remargue. On peut avoir & considérer une suite {uy,) dont le terme général un n’est défini qu'a partir d*un certain indice np > 1. Dans ce
n

cas, la suite des sommes partielles associée & cette suite u est définie par : Vi > ng, Us = Z: uj, et la série, notée Z Un, associée & u
k=ng n=ng
est, par définition, la suite des sommes partielles {Un)nznp-

Proposition 1. On ne change pas le nature d'une série si on en modifie un nombre fini de termes.

Démonstration. Soit (Un)ney une suite de K. Considérons p € N* et ny, -+, fip p entiers distinets. Soient a1,--- , ap € K. Considérons la
suite v définie par :
n & {nl) e an:p}a'”n =unetVi g {1:‘ i :P}A'Uni = 4.

T ya
Or a, pour tout n > max(ni, -+ ,Np), Un = Un et donc Vp — Uy = Z{vk — up) = Z(ai — un;). Par conséquent, si la série Z Un
k=0 =1 n>0

P
converge, de somme U, lig_l Ve=U+ E (@i — tq; ) et donc E Un converge. De méme si la série E Un converge, de somme V| ia série
n—+0od
i=l nz0 n>0

P
Z 1y, converge, de somme V' — Z(ai — Un,) o
n>0 gzl

1.2 Premiers Exemples.

1. La série » L conve eet-ie ! 1. Bn effet, Vk € N*, up = + — ——— ot Vn € N*, [ i(l : p—
. L. 5erie ————at VEIgL A — = 1. . = = - R, i T
2+ n{n 1 1) B L+ 1) AV AP S ntl
Dot lim U, =1
n—-+too
2. La strie 3 (—1)" diverge. Bn offet, dn a ¥n € N, Upn = 1 et Uznt1 = 0. Donc (Un) diverge car les deux suites (Uzn) et (Uzns1),
n>0
extraites de (I;,}, convergent vers deux limites distinctes (I et 0 respectivement).
1
3. Série harmonique. La série Z - diverge.
n>1
Raisonnons par 'absurde. Sugposons que {U,) converge vers un réel UJ. La suite extraite (Uan) converge alors vers U et la suite de terme
; 1 1
général Ugy, - U vers 0. Or ceci est impossible car la suite (Uay, — Uy ) est minorée par % ren effet, Y € N¥, Uy, — Uy == -w:i_ml— +.t o >
: n 3

1 1 .
o (= —2-) Donc {Uy,) diverge. Plus précisement, rll'él Upn = +oo car la suite (Us) est une suite strictement croissante (puisque ¥n € N*,
n—30o

Ung1 —Un= 'r?—lT-'T > 0} qui, d’aprés ce qui précede, est divergente.



1.7 Espace vectoriel des séries convergentes.

Proposition 4. Soient Z un et Z Uy, déus séries convergentes. Soit A € K. Alors :

n20 n>0
) 00 +oo
1, La série Z(un + vy) converge gt Z{““ +up) = Z Up + Z Un.
n>0 n=0 =0 n=0
+oa “+oo
2. La série Z Aup converge et Z Mgy == A Z Up,.
a0 n=>0 n=0
00 +oa
Démonstration. 1. Notons pour simplifier U = Z up et Vo= Z vy, Posons pout tout n € N @ wy = un + vn.
k=0 k=0
Soient Un, Vo, et Wy, les sommes partielles d’indice n des séries Z Uiy Z un et Z Wy, Comme Vn € N, Wp = Uy +V,, lim W, =
i 1t b00
n>0 n20 720
lim Unp+ Hm Va=U4+Vdoul
[ ] n—s+oco
Vocabulaire, La série Z(un -+ o) est appelée la série somme ou la somme dep deux séried Z Uy B Z Uh,.
n=0 ' n20 n>0
n n
2. Démonstration analogue 4 la précédente en remarquant que ¥n € N, Z Aup = A }: - [

k=0 k=0

Remarque 2. Soit Z U, une série divergenie. Soit o € K*, Alors la série Z oun, diverge.
n20 n>0

11 est clair que 'on a Uy = é oty La proposition 4. 2 (appliquée avec A = % et o, & la place de uy,) pous dit que si la série Z ¥y
nz0

&talt convergente, la série Z un serait convergente ce qui contredit notre hypothése.
n>0

Remarque 3. Soit KN le Kev des suites u, indexdes par N et G valeurs dans K. Notons I le sous-ensemble de KN formé des suites u
telles que la série Z Un converge. La proposition précédente signifie donc que T est un sous-espace vectoriel de KN,
>0

Proposition 5. Soient Z Upn une série convergente et E Un une série divergente. Alors la série Z(un + un) diverge.
70 w20 n>0

Démonstration. Raisonnons par 1'absurde. Supposcns que la série Z(un + vn) converge. D'aprés la proposition précédente, Z(mun)
n20 n>0

converge. Comme ¥n € N, vy, = (tn -+ vn) + (—ua), on déduit & nouveau de la proposition précédente que la série E Uy, CONVErge COmme
n20
série somme de deux séries convergentes. Contradiction. O

Remarque 4. Il n'y a pas d'énoncé précisant de fagon générale lo nature de Zz(uﬂ + un} quand les deux séries Z tn et Z Un
n>0 n>0 nz0

divergent. Pour vous en convaincre, éiudier les deuz ezemples suivants :

a.VnelN, up=1etvy=~L b¥neN, up=1elu, =1.

2 Séries géométriques et séries de Riemann.

Les deux exemples suivants sont fondamentaux.

2.1 Série géométrique Ez“, zeC.

n>0
oo
Proposition 6. Soit z € C. Lo série géoméirique Z z" converge si el seulement sé |z] < 1 et si|2| < 1, Z 2= T .
-z
n>0 n=0



Lemme 1. J0it (un)ner telle qgue Vo € N, up > 0.
a. La suite (Un)nzo est croissante.

b. La série Z Uy, converge &i et seulement si la suste (Un)nen est majorée.

n>0
40
c. 9% lo série z un converge, alors Yn €N, U, < Z Uk -
n=0 k=0

Démonstration. a. En effet, pour tout 7 € N, U1 — Up = tni1 b upg1 € RT par hypothése.
b. La suite (Un)new étant croissante d’aprés a., elle converge dorc si et seulement si elle est majorée.

|
¢. La convergence de la série Z uy, signifie que la suite (Un)p>o converge. Et comme la suite (Un)n>0 est croissante d'aprés a., elle est

n>G
40
majorée par sa limite, qui n'est autre que la somme (de série) z U O
k=0

.-n
Remarque B. Soil (up)nen une suite de réels positifs telle que Z U, diverge. Alers lim Z Uy, = +00.
n20 R s

En effet, la suite (Un) est croissante et, par hypothése, divergente. Done lirj_l Un =400
n—10oc

3.2 Principe de comparaison.

Proposition 8. Soit N € N. Soient (Un)nen e (Vn)nen deus suites réelles telles que Vn 2 N,0 < tp < ¥
a. St la série Z v, converge, alors la série Z Un convErge.

n>G n20
b, Si la série Z uy, diverge, alors la série Z U, diverge.

n>0 n20
Démeonstration. On peut supposer que ¥n € N, 0 < 4y, < up, quitte & remplacer si IV € N*, les termes d'indices 0, -+ , N des suites w et v
par 0 car, d’aprés la propositipn 1, ces éventuelles modifications ne changent pas la nature des séries Z Un b Z 2. Remarquons alors

R0 n>0
que pour tout n € N, U, < V.
[+ )

a. Notons V' = Evk. Par le lemme 1, c. on a, pour tout n € N, V, <V et donc U, < Vi, < V. La suite (Uy) est donc majorée par V et
k==0
ia série Z Up, corwerée par le lemme 1. b.
w20
b. Si Pon suppose que la série Z 1y, diverge et que ia série Z o, converge, le résultat a. précédent nous donne la convergence de Z Un
n>0 n>0 n>0
ce qui est absurde.

O

Exemples d’application.

1. Soit (Un)nen une suile réelle positive telle que la série Z tiy, converge. Alors lo série Z u.i converge.
20 n=0
Rappelons que toute suite réelle convergente est majorée.
La suite (un) est donc majorée car, d'aprés la proposition 2, la suite {un) converge vers 0.
Soit M e Bt tel queVrn € N, up < M. AloisVn € N, 0 < v < Muy car up > 0. Comme Z Uy converge, Z Muy, converge et, par
n>0 n>0

|
comparaison de termes généraux positifs (Proposition 8.a), la série E 11.,21 COnVEerge.
' n>0
. 1 1 1
2. Nature de la série Z o Rappelons que VY > 0, Inz < z. Dong, pour tout entier n > 2, — > —,
I1

e Inn

3

1 1
Or la série de Riemann Z — diverge, donc par comparaison de termes généraux positifs {Proposition 8.b), la série Z o diverge. Cette
nz1 poo lnn
série est en fait un exemple de série de Bertrand (voir plu§ loin).

8. Nature de lo série Z Ona,pourtout n € N, n 427 > 2" > Det donc 0 <

1 1
< (5)"’ Or la série géométrique Z(E)”

poul <
Sent? ntan =
converge, car sa raison -12— €] — 1, 1]. Done, par comparaison de termes généraux positifs (Proposition 8. a} , la série E g converge.
. n20 +
1
Remarquons que 'on a aussi Vn € N*, n+ 2" > n > 0 et donc T < —. Mais cette derniére inégalité ne permet pas d'utiliser la
n n

- - : 1 .
Proposition 8. a. car la série de Riemann g — diverge.
k)
n>1



8.b.), lasérie »  un diverge,

nz0
O

Remarque 6. Dans Vénoncé de la proposition 10, 4 suffit en fait de supposer que 'une des deuz suites (un) ou (vi) est positive. Bn
effet, si par czemple (vn) est positjve, lo suite (itn) est nécessairement positive & partir d’un cerfain indice © i existe N € N tel que

Yr> N, 0< Evngun.

La Proposition 10 se généralise aux suites négatives {& partir d’un certain rang) :

Proposition 11. [Régle de 1’aquivalent de signe conmstant.] Soient (un)n>o une suile réelle el (Vn)nzo une suite réelle négative

telle que un, ~  vp. Les deux séries E Uy et E vn sont de méme nature.
—
nes nz0 =0

Démonstrution. Ona —uy ,1 —upn. La remarque 6 et la proposition 10 impliquent que la suite —4 est positive & partir d’un certain
! 00
indice et que 3. —un et 3" —wy sont de méme nature. Les deux séries ) un €6 3 Un sont donc aussi de méme nature sachant que la série
3 wuy (resp. 3 —Un) est de méme nature que la série 3 u;, (resp. 3. un). O
Ezemple. Soit (un)p>p une suite réelle telle que un > —e™ ™. Alors la série Z un 68t convergente.
. Tt - O
n>0
Posons vp = —e~ ™, n € N. On a Vn € N, v, < 0. La série 3, v, est une série géométrique convergente, de raison e ! €]0, 1{. Donc, d'aprés
la Propositicn 11, Z 4y, converge. On aurait aussi pu raisonner avec la série ¥ —un.
n>0
Exemples d'application,
1 . —(141 1 _lnn
1. La série Z s est divergente, Posons, pour tout n € N*, up =n 0+3) = HE .
n>1 77"
H * . inn . ~lor 1
Remarquons tout d’abord ¢ue, pour tout n € N*, uy > 0. Comme lim - =0,0ona Hm e n =letdoncu, ~ = Orla
n-3 400 1 —++400 n—400 N

1 1
série de Riemann E — diverge, done E uy diverge par la régle de 'équivalent positif (Propesition 10 utilisée ici avec v, = —).
n n
n>1 nzl

1 1
2. Btude de lo nature de la série > (1— cos{—)), a &€ RY. Posons up =1 —cos{—) € R, n e N*.
n;; nt ne ‘
Si a = 0, la suite u est constante car ¥n € N¥, thn = 1—cos1 # 0. Comme Eirﬂ auy = 1 —cosl # 0, la série de terme général u, diverge
b e alv o)
done grossiérement.
22

, 1
Supposons maintenant a > 0. Rappelons que 1 —cosz ~ —. Comme lim — =0, uy
-0 2 n—-+40a

nari oo Omda Dong, par la régie de Péquivalent

i 1 1
positif, E uy, converge si et seulement si E —5 converge, c'est-a-dire converge si a > — et diverge si @ €0, 5]
n>1 nzln 2
. 1 1 1 1
3. Nature de la série E - In{n) ln(1 + =). Posons 4, = = In{n) In(1 + =), n € N*.
n n n
n>1

in i 1 1

La suite u est & termes positifs et u,  ~ I car In{i+=) ~ =, Orlasérie de Bertrand E 27 converge (@ =2 > let § = —1),
n—stco n' n—too 1 1 2

LLE

In
donc la série un converge par la régle de I'équivalent positif (Proposition 10 utilisée ici avec v, = i
P i

n>l

3.5 Critére (régle) de D’Alembert (comparaison a une série géométrigue).

Proposition 12, Soit (un),.cn telle que Vr € N, uy, > 0. Alors -
. . Un41 .
0. Si lim 2 pe 0,1, la séric > .
m - [0,1, la série Un converge

n—-+oa
n>0
u )
b S lm =Ly €]1,+op], alors  lim  un = +oo et la série E Uy diverge (grossiérement).
n—+oo Uy n—+oo :
720
U n
Démonstration. a. Soit ¢ €)¢, 1. Comme lim —*L — ¢ il existe N € N tel que ¥n > N, ~"tL < g
T

—foa Un Un
Bn particulier, on a uny41 < qun, Uy1z < quyel S Pupy, YN S qUNI2 S ?Bup et plus généralement
V>N, 0<uy ¢ Nuy.
Or la série de terme général g~ Nupy = (g7 Vuy). ¢ est une série géométrique de raison ¢ €] — 1, 1] donc une série convergente. Dong,

par comparaison de termes généraux positifs (Proposition 8. a}, la série Z Un COTIVErge.
n>0



mn)8 1 . 1
(i) Supposons § < 0. Alors ¥n > 3, ! = (inn) > ., Or Z -~ diverge, donc Z ——— diverge par comparaiscn de termes
n{lan)? ” n o 4&in 7, (lnn)f
généraux positifs (Proposition 8. b).
1
{#4) Supposons B > 0. Posons, pour tout réel z € {2, +oof, flz) = W

On vérifie facilement que la fonction f est une fcnchmn continue, positive, (strictement) décrmssante sur [2,+ool.

Donc d'aprés la Proposition 13, la série nz (1 Y converge si et sepilement si lle g W dt ¢ Rt
. T 1 T % = o 1
Sifg=1, /2 m dt = f _t dt = [In{lnt)}3 = In{lnx) — In(in 2) donc hr_{xm , t(lnt) = oo,
8i B €]0, 21[U]1, +ool, f e i = fm ¢ g {(m)l—ﬁ]“ = ((lnz)'~# — (In2)!~¥)
t(lnt)ﬁ 2 (Int)P 1-g 1271 —ﬁ )
z 1 L | _ (In 2)1-#
D 0, = t si 1, & R*.
onc si 8 €] 1[,m S S, HmnF dt=+ooetsif> L ) WD) A1 €
Par conséquent, Z n(ln ),6 converge < 3 > 1.
4 Convergence absolue.
Rappelons que K désigne R ou C et suivant le contexte, |- | la valeiir absolue ou le module.

Définition 1. Soit (Un)nen une suite de K. On dit que la série Z Uy converge absolument (ou est absolument convergenie) si la série

. nz90
{8 termes positifs} Z |tn] converge.
n>0
e’in eiﬂ‘ 1 1
Ezemple, La série complexe S_J — converge absolument car ¥n € N”, |_T| = — et la série de Riemann E , =7 Converge.
n ™ ! n
nzl nzl

Proposition 14. Setent Z un et E'un deus séries absolument convergentes. Soit o € K. Alors la série Z(aun + v ) est aussi
n20 n>0 n>0
absclument convergente.

Démonstration. Hemarquons que pour tout n € N, |ous +va| < laflun| +jval. Or la série z(§a|iun§ + |vn]) converge comme somme de
azh
deux séries convergentes (cf. Proposition 4). Le principe de comparaison de termes positifs (Proposition 8. a.) permet alors de conclure. [

Théoréme 1. [La convergence absolue implique la convergence.)
Soit (Un)nen une suite de K. Si la série Z Un converge absolument, alors la séric E un converge el on a

n20 n>0
I Z un] < Z fun
n=0
Démonstration. a. Supposons tout d'abord que ¥n € N, u, € R. Introduisons ;) = max(un,0) et 45 = max(—uy, 0).
S5t up € iﬁl , u;’; = up et u, = 0 alors que si un € IR R uﬁ = 0 et up, = —up. Par conséquent, pour tout n € N, uy = u;'; — U ef

lun| = wt + . Comme ulf e Rt et uy € IEE"‘, on a donc, pour tout n € N, 0 < uil < fua) et 0 € u < |un]. Or, par hypothése, la

série Z [ttr| converge, donc les séries Z ul et E u, convergent par comparaison de termes positifs (Proposition 8. a.) Enfin, la série
n>0 n>0 >0

Z un converge comune différence des delix séries convergentes Z ul et Z u,, (cf. Proposition 4).

n>0 n20 n>d

b. Supposons maintenant que Vn € N, un € . Rappelons que Vz € C, |Re {2)] < |2] et |Im {2)| £ |z].

On a donc Vn € N, |Re (un)l < |ug| et |1n{ (#n)| £ |tn]. Or, par hypothése, la série Z |in| converge, donc les séries Z |Re (un)| et

n>0 n>0
Z JEm {2n)] convergent par comparaison de termes positifs, Autrement dit, les séries de réels Z Re (un) et Z Im (un) comvergent
n>0 n=>0 n=0
absolument. D'aprés la partie précéderte a. de celie démonstration, les séries (de réels) Z Re (un) et E Im {un) convergent. Par
a>d n>0
+oa oo
conséquent, la série Z up, converge {cf. sous-section 1.4). Rappelons que l'on a alors Z Uy = E Re (un) +14 Z Im (un).
120 n=0 n=0 n=0
N N
¢. De plus, pour tout N € K, | Z Up| < Z [tsr | (*}. L'inégalité cherchée s'obtient, par passage & la limite, en faisant tendre N vers +-oo dans
n=e e N +oo - N +o0
Pinégalité (%) précédente car, par définition d’une somme de série convergente, hm Z Up = z Up, et llm Z [un| = Z [un]. O
=0 =0 n=0



98me uas Revenons au cas général en conservant les ndtations U, Vn, U, V et W, introduites dans 1'é¢tude du 1% cas.
Notons de plus, pour tout n € N,

n 7 n ™
An =Y lukl, Bn=3 [okl, wn =2 |ukllon—il et Cn =D |wil.
k=0 ‘ k=0 k=0 k=0

Par hypothése, les séries (3 termes positifs) ¥ [un| et 3 |vn| sont convergentes. Donc, d’aprés le 1°7 cas, la suite {Cr) converge (i.e. la sérig

Wy, cOnve t Hm Cr= lim An- lim Ba.
3" wy converge) e pim Cp= lim An- lim B
Comme pour tout » € N, Ji,| € wy et que la série ¥ wy converge, la. série 3, |wn] converge par comparaison de termes positifs. Autrement
dit, la série ) wx, converge absolument.

Notons enfin, pour tout n € N, Ay = {{p,q) € {&,--- ,n}*/p+g>n}.Onsa

|Un Vi = Wal =| Z Uplq — Z upvg| = | Z uptq| < Z: lupllvg| = AnBn — Cn
(p,1) €40,...,n}? p,q €N, pt+asn (0,Q)Edn (p1)€Ln
Par conséquent, lim (UnVip ~ Wir) =0ect donc lim W, =UV. [}
I 12400 400

Application : la fonction exponentielle.
z" i 2 gm
1. Soit z € R. Vérifier que la série Z — converge absolument. On pose, pour tout ¢ € &, E(z) = —
n20 =0 V'
Préciser la valeur de E{0).
2. Prouver que ¥{z,y) € B2, E(z +v) = E{z)E(y).

+oc
E(h)y — E(0 h{™ h
h (n4+2} ~ 1|4
En déduire que E est dérivable en 0 et préciser £'(0).
4, Déduire de 2. et 3. que F est dérivable sur R et que Vz € R, E'{z) = E(x). Conclusion ?

3. Soit h €] — 1, 1[\{0}. Prouver que |

n=1

5 Séries alternées.

5.1 Définition.

Définition 3. Soit ng € N. La série réelle Z upn est dite alternde si ¥n > no, Unlnt1 < 0 ou encore si lo sutte ({1} un)n>r, estde
nrng
signe constant. On a alors : ¥n > ng, Un = {(=1)"|up| ou ¥r > ng, un = (—1)*|u,l.

Nota Bene. Par convention, (—1)0 = 1.

(-1 1

, & € R, ost une série alternée car ¥n € N*, uptny) = — o < 0. Plus simplement, les termes
{n{n+ 1))

Exemple. La série Z
'n.él
d’indices impaiis (resp. pairs) sont strictement négatifs (resp. positils).

5.2 Critére des séries alternées.

Théoréme 3. [Critére des séries alterndes.] Soif Z 1y une série alternde telle que la suite ([upllnon, soit décroissante et
nZTg
lim g = 0. Alors lo série Z Uy COnvErge.

n—+oo
n2ng

Nota Bene, Cette condition suffisante de convergence est ausst appelée critére spécial des séries alterndes ou critére de Leibniz.

Démonstration, Nous pouvons supposer ng = 0 dans cette preuve, car la série Z uy est aussi la série Z Untng-
2o n>0
KAl N
Notons comme d'habitude U, = Z ug, n € N, et supposons que ug € R, c’est-4-dire que ¥n € N, up = (—1)"|un| (Fautre cas ot up < 0
k=0
est analogue}. Les termes d'indice pairs {resp. impairs) sont alors positifs {resp. négatifs). Remarquons d&ja que Vn € N, Ugp 1 < U, car
: \res)

Uzng1 — Uzn = uan41 < 0.
Montrons que les deux suites (Uap) et {Uzn41) sont adjacentes. On a :

Uyint1) = Usn = Uznaa — Usn = tan41 + tnta = Juznia] — [Uzat1] < 0
car ta suite (Jun|)nzo est décroissante. Donc la suite (Uz,) est décroissante. De méme, la suite (Uzpta) est croissante :

Dointiy+1 — Dant1l = Uznga — Uzng1 = tzngz - dznts = |uantz| - juznys| > 0.

11



1)k n—1 Y
1y o8t bien défini pour tout n € N* : vy est la somme de la série convergente Z un et pour tout n > 2, vy = Z (- kz) Z ( kz) est
n>1 k=1 k=1
le reste d’ordre i — 1 de cetée méme série convergente. D’aprés la Proposition 15. b. v1 est du signe de u; = —1 fdonc v; est négatif.
Posons, pour tout n > 1, I, = Zuk. Onally =1, Up = -1+ ;1— = ——% et Uz = Uy — % = —%. D’aprés ia Proposition 15. a, on a
k=1

Uy < w1 < U ce qui est exactement 'encadrement demandé.

2. La Proposition 15. ¢. permet d'affirmer que ¥n € N*, v, < ;{5 Ainsi, par comparaison de termes généraux positifs, la série Z Jun|
n>i

converge. En d'autres termes, la série E vy converge absolument, donc converge.
i
n>1

5.4 Utilisation d’un développement asymptotique du terme général.

1. Une série alternée convergente ne vérifiant pas les hypothéses dic critére des séries altemeer

1
Considérons la série Z ——:{-(—)EE Notons u,, son terme général. Pour tout 2 > 2, n+{—1)* > n—1 > 1 donc u, est bien définie et la série
1
Z 1, est une série alternée car ¥n > 2, un = (—1)"|uy|. Comme Iun| et =, _1%1_’1;1 un = 0. Mais le critére des séries alternées n’est pas
oo T n

nz2
1 1

a1t (-l pg(~Ln

et donc, pour tout entier n pair, [un41] > |un|. Pour déterminer la nature de cette série, on efectue un

applicable caz la suite (Jun|} n'est pas décroissante & partir d’un certain indice. En effet, |[unt1}— [tn] =

2= — 1

(n+1+ (-1 )+ (-1)")
développement asymptotique de un lorque 7 tend vers Vinfini. Rappelons que (1 + )" ! =1 — % + oy {x). On a alors :

=y = 1}“ G MR o D i =" 1" cor 1 L
= -+ = 1— fa) P —_ e — Fo) J—
n(1+£‘_1£} { n ) n ( iy + 0teol n )) . 'n.2+ +oc(n2)
n
Posonsg a, = LGE) g bp = -y 40 "'lg . La série 3 0, est une série alternée convergente d’aprds le crifére des séries alternées car
n L3 113 '
1y, o. De plus, cothme b~ —-%, la série 3 b, converge pat la régle de "équivalent de signe constant. Par conséquent, la série
Lid Arfoo T

3 un converge comine somme de deux séries convergentes.
Nota Bene, Cette exemple montre que le critére des séries alternées n’est qi'une ¢ondition suffisante de convergence.
2. Un ezemnple montrant que la régle de Uéguivalent ne s’applique pas si Péquivalent du terme Qénéml est alterné.

T

), » = 2, et étudions la nature de la série 3, uy. Effectuons comme dans Pexemple précédent un développement

Posons uy = In(1 4 —

2 : -1 1
asymptotique de 4, lorque n tend vers 'infini. Rappslons & cet effet que In{i-+az) = z— %— +0,(z?). Onaalors: u, = { \/_) —5 +o0 +m( )
' n 213
Posons ay, == L"% et b — mmzml;{ 410(%). La série 3 ar, est une série alternée convergente d’aprés le critére des séries alternées car {ﬁ) \, o
De plus, comme by, o Aﬁ, la série 3" br, diverge par la régie de ’équivalent de signe constant. Par conséquent, la série 3" u, diverge
Tt = 0Q

comme somme d'uné série convergente et d’une série divergente.
Cet exemple nous permet de noter deux erreurs de ralsonnement classiques (& éviterl) :
(-™ . . e i - ] N o
a.Onau, ~ ~——— ef lon sait que la série > est une série (alternée) convergente. 11 est tentant d'en déduire que la série
n—+toc /1 vn
n
5~ un converge mais ¢’est évidemment faux puisque l'on sait que la série 37 u, diverge : les deux séries » uyn et 3 Klv}_rl— ne sont pas de
méme nature. Attention donc A une utilisation abusive de la régle de 'égquivalent : 'équivalent du terme général d’une série doit &tre de
de sipne constant !

1
b. On a |ux] Mo T Or la suite (71;{) est décroissante donc (7) la suite {}uy|) décroit : cette derniére affirmation est fausse car si la
n—+oo /1

suite (|ur|} décroissait, la série ) u, convergerait per le crilére des séries alternées {ce qui est faux ).
Exercices.

Exercice 1. Les deux questions sont indépendanies.
. _nfr1 .
1. Soit up =& "FT | n € N. Déterminer un équivalent de uy, et préciser la nature de la sirie Z Unp,-
n>0

(A}_)n n2 .
===, 7 € N. Btudier la convergence absolue et la convergence de la série Un.
Ve F1 g Yo 2;0 "
Exercice 2. Soit {a,)} une suite & termes positifs. Soit (un} définie par :
a.
up >0,V €N, 1 = Un + —.
o

2. Boit v =

n
Montrer que la suite (un) converge si et seulement si Ia série > an converge.

. . —i.,2
Exercice 3. Montrer que la série complexe E (1 — ——)™ converge absolument.
n
n>1i

Exercice 4. Nature de la série Z(COB(

13



Aux futurs étudiantes et étudiants de PC,

1l faut avant tout vous reposer aprés cette année de PCSI bien remplie, mais aussi penser & préparer raisonnablement 'année
de PC pendant ces vacances 'd’été. 11 serait bon de commencer & reviser au moins trois semaines avant la rentrée.

Comme nous allons commencer par des révisions sur les suites, puis approfondir le cours sur les séries, je vous invite 4 retra-
vailler attentivement le cours et les exercices de Mme Ploquin sur les suites, les séries, Pintégration sur un segment
et les développements limités. Vous trouverez ci-dessous une généralisation du théoréme de Césaro et trois énoncés de devoirs
(corrigés} sur les suites gque vous pouvesz étudier pour vous entrainer et faire le point sur vos connaissances.

J'ai joint également ie cours {trés important) sur les séries que nous étudierons en septembre 2025 et je vous propose enfin de
travailler divers exercices de révisions (avec corrigés).

Bonnes vacances & tous.
D. Guibourg.

I. Une généralisation du théoréme de Cesaro. Applications.

Soient £ € R et {un)nen+ une suite réelle telle que lil_‘f-‘l Uy, = £. Soit (o )nen+ une suite de réels strickement positifs telle que
T— 100
Hm (ay + -+ an) = +o0.
n—+too

Q11 -+ Gnln
a1+t an

On considére la suite (vn)new+ définie par : Vo € N*, v, =

1. Eiude de la convergence de la suite (vp)nen+-

1. a. Soit € > 0. Soit N € N* tel que ¥n > N, |un — €| < g—

- arlu — £+ tonjuy —f | e
V ﬁ N n_g < 2"
érifier que ¥n > N, v | < a1 -+ i, +2

1. b. En déduire que lim v, = £.

n—++o00

1. c¢. Application. Soit n € N*. Simplifier E k et déduire de 1. que lirf w1t 2us :;2 ot = g
=100
k=1

2. Soient (ax)nen= et (bn)nens deux suites de réels strictement positifs telles que an ~ bn.
n—1+0C

Pourtout n € N*,onnote : A, =a1+ -+ an et By =b1 4+ + bn.
On suppose que liI_*{-l B, = 400, Déduire de 1. que A, ~ [BOn.

40

3. Deux applications de la question précédente.
T
i i
3. a. Déterminer un équivalent simple, quand n tend vers +oo, de In(n + 1} — In(n), et déduire de 2. que Z T oy In{n).
=T 00
k=1
3. b. Déterminer un équivalent simple, quand n tend vers 4o, de ¥/n+ 1 — ¥n, et déduire de 2. un équivalent simple, quand
”
1
n tend vers +co, de Z ——
F=zl

Eoyl
s



T

puisque nEr_I{LDO% =0et {1+ x)% =1+ 3z + 0o(z), et enfin iu‘gw By, = ﬂErfoo’c}; k_lsz_ = +4-00 (série de Riemann divergente
n

vers +o0o car d’exposant < 1). Comme, per telescophge, An = Zak = Z(\/q Er1—VE)=vn+i-1 o ¥n, d’aprés

ol AN - -
- —_ ~ Aﬂ ~ 3 n., dlol —_— ~ 3 3 .
T3 kz:: L2 notoo ' mostoo ¥/, d'on ; k3 n—too Vn

II. Trois devoirs corrigés pour s’entrainer.

Devoir n° 1.

Exercice 1. Soit {un)ren une suite de réels positifs telle que :

Un + Unt1

Yn € N, Un 2 < 3

1. On pose : My, = max(un,uﬂ+1) n € N. Prouver que la suite (M, )ner converge.
On note £ = hm M.
2. a. Soit € > 0 Justlﬁer l'existence de N € N tel que pour tout n > N, 2 < M, <8+
2. b. Prouver en raisonnant par Pabsurde que pour tout n > N, un > £ — 4e,
3. Prouver que lirf Uy == £
n—1+od

Exercice 2.
A. Rappels sur les sommes de Riemann.
Soit f une fonction continue de [0,1] dans R. I a été admis, dans le chapitre intégration du cours de mathématiques de PCSI,

que :

lim zf( = [ s (1)

n—too N

Le but de cette partie A. est de démontrer ’égalité (1) sous une hypothése plus forte sur f.

1. Soient C' un réel positif et f une application C-lipschitzienne de [0, 1] dans R.
a. (Re)démontrer gue f est continue sur {0, 1].

b, Vérifier que
ff{w dwm—Zf )“Z/ (flz)— k))dm

t 1 k C
CE 1 U _ < — .
c. En déduire que |f0 flz)de - kg_l f(n)[ on et prouver {1)

d. Dans cette question, f est une foriction de classe C* de [0, 1] dans R. Prouver (1).
E. Application. Soit f une fonction continue de [0,1] dans R, On considére, pour tout n € N¥,

ﬁ1+ Ly

1. a. | f| est-elle bornée sur (0,117

1. b. Prouver qu'il eiiste N € N* tel que ¥n > N, ¥k € {1,...,n}; 2|f(£)i< 1.
2. Vérifier que Vz € [-1,4], 2 —2® <In{1+ =) < =.

3. Montrer que la suite {u,) converge vers une limite que I'on précisera.
Indication : considérer In{u,) avec n > N et utiliser (1).

Exercice 3. Solent f une blgectlon de N dans N et {Un)nen une suite de réels positifs.

On pose, pour tout n € N, 8, = Zuk et T, = Zuf(ﬁﬂ)
ko0 p=0
Omn suppose que la suite {Sp)nen converge et I'on note S sa limite.
1. Prouver que la suite (T}, )nex est croissante ot convergente. On note T sa limite.
2. Prouver que 7' < S.
3. a. On note, pour tout 1 € N, g; 'unique antécédent de ¢ par f.
Vérifier que 8n < Tnaxtag, .. am)-
3. b. Prouver finalement que T'= §.

Corrigé du devoir n° 1,




3. Soft n » N. Comme Yk € {1,...,n}, 1%j‘(lc-) € {—%, %}, on a d’aprés la question précédente :
. i

1.k i,k 1,k 1,k
—FY = AN <L+ —f(C) < - f()

n

et en sommant :

%Z : Tan Z{f S ln(“n) < 'le E f(%) (*)
bz k=1
D'aprés (1), zlm Zf( = f f(z) dee. Comme f? est continue sur [0, 1] on & aussi daprés (1), hm (f{ ))
0 E

/: (f(2))* dz et par consequent hm = —Z(f( W= 0. f (f(z)?

Les deux suites encadrantes dans Vinégalité (*) ci-dessus convergent donc vers [, 01 f(z) dz. Le théoréme des gendarmes nous dit

que la suite (In{u,}) converge également vers fg z) dz. Par continuité de la forction exponentielle, on a done
lim u, = el fl=)d=,
n— oo n

1k ’ .
Remargue. L'encadrement 0 < — E ( f(;?l—))2 < —Ai—- et le théoréme des gendarmes permettent d'obtenir plus simplement que
T
k=1

nEI-I]Eloo oy Z{ f (sans faire appel au résultat {1} sur les sommes de Riemann).

Exercice 3. Ld suite (5.} est croissante car pour tout n € N, Syq1 — S = uny1 = 0 eb comme par hypothése (S,) converge
(vers §), on a donc pour tout n € N, S, < 5 (#x),

1. La suite {73) est croissante car pour tout n € N, Thyp1 — T = Upn41) = 0. De plus, comme f est bijective, les entiers
F(0), -+, f{n} sont distincts et comme la suité © est positive, on a done pour tout n € N,

To =tp) + oo+ Upin) S Uo - Uma(7 (), F(n)) = Smax(£(0),0,£(m)) (¥ %)
Par exemple, st f(0) =4, f(1)=2et f(2) =1, T = us +u2 + w1 < vo + v1 -+ uz +uz +us = 5.
IY’aprés (x%) et (x+), on a alors, pour tout n € N, T}, < S. La suite (croissante) (T») est donc majorée (par §). Par conséquent,

la suite {T5,) converge.

2. On a montré dans la question précédente que ¥n € N, T, < S. En faisant tendre n vers oo dads cette inégalité, on obtient
T < § ("passage & la limite dans une inégalité entre deux suites convergentes").

3. a. Essayons tout d’abord de comprendre l'inégalité cherchée & l'aide d'un exemple. Supposons que les antécédents par f des
entiers 0, 1 et 2 soient respectivement 5, 3 et 7, c'est-a-dire que f(B) = 0, f(3) = 1 et f(7) = 2. Alors, comme la suite w est
positive, on a

Sz =t + Ut +da = Ugs) F g FHUpm S up@) o g =Ty
car les entiers f(5), f(3) et F(7) sont trois des huit entiers distinets £{0),---, f(7}.

De maniére générale avec une bijection f quelconque de N dans N, comme la suite u est positive, on a
= w0+ o Un = Ug(ag) + o FUsan) S Us) F 00+ Usmax(ao,san)) = Tmax(ug, s an) (8 ¥ 44)

car les {n+ 1) entiers distincts f(eo), -+, f(an) font partie de la liste F(0},--- , f(max{ae,- - ,@n)) d’entiers distincts,
3. b. Comme la suite (croissante} (7%} converge (vers T'), on a, pour tout n € N, T, <T. Done, d'aprés (s ), ¥n e N, 5, < T
et par passage a la limite, on obtient § <T. D'olt § =T d'aprés 2.

Remarque. Reformulons le résultat obtenu dans cet exercice en utilisant le mot série. On vient en fait de prouver que si la série
+00 +o0

4 termes positifs 3 u, converge, alors, f étant une bijection de N dans N, la série 3 ugn) converge et Zuk = Zu 7k
k=0 k=0

Devoir n® 2.

n n i
oty 1" = max(a,b).

Exercice 1. Soient a et b deux réels strictement positifs. Prouver que iilil (
kL S .

Exercice 2. On note, pour tout n ¢ N*, un, = Z = et v = Uy — Inn.
Jozx1

. 1
1. a. En utilisant la décroissance sur RT™ de Vapplication z +— = , prouver que
T

k1 k
szz,f dr 1o 7 de
K T k—1 T

Eo



;fﬁ — L < 0. Donc d’aprés le cours d'intégration, vni1 — v < 0, c'est-a-dire v,43 < vy, La suite (vn) est par conséquent une
suite décroissante, De plus, d’aprés 1. b, pour tout n = 2,

Up =ty —In 2 1-m2+In{n+1)~lnn>1—-mn2

car in est croissante sur BT et on a aussi vy = 1 > 1 - In2. Ainsi la suite {(Un)ner~ est minorée par 1 —in2.

La suite (vn), décroissante et minorée, converge donc par théoréme.

2. c. D’aprés 1. b. on &, pour tout n > 2,1 —In2 < v, < 1. En passant 4 la limite dans cet encadrement (on peut maintenant
"passer 4 la limite” car on a établi en 2. b la convergence de la suite (v )}, on obtient I'encadrement souhaité, & savoir 1 —1n2 <
y<1, '

Exercice 3.

On montre facilement par récurrence que les suités (a,) et (b,) sont des suites de réels strictement positifs.

’ b b, — 1 .
1. Pour tout n € N, bhiq — 0og1 = Gntibn — aog: = @ng1(bn — Gas1) = (%ﬂ)(m} = (b2 — ¢2). Donc la suite
{62 — a?)new est bien une suite géométrique de raison ;11-

i 1
2. D'aprés 1. pour tout n € N, b2 —a’; = (Z)"(bg —af) = (Z)”[b2 —a”).

Donc pour tout n € N, b2 > o2 ce qui implique que
Vi €N, a, < ba.

D’ot, pour tout n € N, ane1 = % > Gry, €6 bpg1 = VVOna10n < by cAr Gpy1 = % < by, Ainsi la suite (a.) (vesp. (be)}

est strictement croissante (resp. décroissante}. Comme la suite (a,) est majorée par b car ¥n € N, a, < by < b, elle converge
vers une limite 4 > 0. Idem (b, ) converge vers une limite B > 0 car la suite (b,) est minorée par a. Or d’aprés ce qui précéde,

B A= T (-af)= lim ()"0~ e?) =0,

7Lt} 00 --4-§~00 4

Donc A = B et les suites {an)nen eb (br)nen sont bien adjacentes.
1+ cos(2z)

3. a. Calculons tout d’abord a: et b1. Rappelons que Vo € R, cos” x =
a-+b 1+ cos(e)

Comme a = beos{a), a1 = 5 =h 5

b = Vaibp = Vvba = /b2 cosz(%) = bcos(%)

= bcos2(%) et

car cos{ £} € [0, 1] puisque g— e o, g}

Prouvons maintenant par récurrence que la propriésé P, suivanie est vraie pour tout n € N* :
Pa 1 << a.nwbcos Hcos et bﬂwbHcos

Initialisation. Le calcul précédent des termes ay et b; montre que P1 est vraie.
Hérédité. Supposons que la propriété 7, soit vraie pour un certain entier n € N*. Montrons Pay1.
En effet, en utilisant Py, on obtient que :

on + bn -i—b = o 1%005 (5%) o o s o o
o] = e H I — L —bHcos —k 0032{2n+1) = HCOS{E&‘) : cos(ﬁ)
k=1 k1

\..............v.-.-....../
bn

et, d’aprés le calcul précédent de an+1, on obtient également que :

n+1
bat1 = Vont1bn = 1,"b o8 (2 +1 = by, cO8( o +1 bHcos » cos( 2n+1 bH cos
k=1

Par conséquent, P est vrale pour tout n € N*.
3. b. Rappelohs que Vz € R, coszsing = %sin(&r). Montrons par récurrence que la propriété @, suivante est vraie pour tout
entier n € N* :

. sin o
Q, :<<bn-sm2—n z o

Initialisation. D’aprés 3. a., on a effectivement by.sin § = bcos($)sin § = & sin(a).

>>



Exercice 3. Soient @ € B* tel que |a| < 1 et £ € R. Soit (an)nen une suite de réels telle que Eh}} an =L
n—40o0

On considére la suite (un)nen définie par : ¥n € N, u, = Ea“fpa.p

p=0

1. On suppose tout d'abord £ = 0. Scit N € N tel que Vn 2 N, lan| < %(1 —lal).

1. a, Vérifier que ¥n > N, |un| < Z‘l Je™ + g_
p=0
1. b. En déduire que lim un =10.
Tt 00

2. On suppose maintenant que { € R*.
£

En considérant la suite (b,) définie par : bn = an — £, n € N, déduire de 1. b. que §ir_}_1 Un = T

3. On considére la suite (v, )nen définle par la donnée de wp € R et la relation de récurrence :

Unpl = OQUn + 8n, T EN,

n—1
N pele
3. a. Prouver que ¥Yn € N*, v, = a"w + E a™ T  Pa.
=0

3. b. Préciser lim vy.
L o]

Corrigé du devoir n° 3. |

T

1 : .
Exercice 1. Posons, pour tout entier n supérieur ou égal & 2, p, = H(l - };5) Transformons et simplifions pn :
k=2

k2m1 E—1(k+1 E+1 1 n4+1 1 1
P = H( ( ) H I_,[ ___.n z§+_‘

2 2n
k=2 k=2 n

1
Done hm L Pr= o Remarque la. sutte (py) est déeroissantd, minorde par 0, donc... convergente.

Exercme 2.

1.2 Soitn € N. On a: tny1 — vns1 = 3 (2Un + vn — (un + 2vn)) = 4 (tn — Un).
La suite (un — Un)nen est donc une su1te géométrique de raison 3 & d’on, pour tout n € N,

tn = 90 = (3”20 — ) = (5)"(a - V)

En particulier, pour tout n € N, Uy < Up car a < b,

1. b. Soit n € N. D’aprés 1. a., oD 8§ Un1 — Un = (v —un) > 0 et vny1 ~ vy = {un — vn) < 0. La suite (up)nen (resp.
{tn)nen) est done strictement croissante (resp. décroissante).

1. ¢, Les suites (un)new €b (vn)nen sont adjacentes car par 1. b. {unlnecn est croissante, (Un}ren est décroissante et par 1. a.

. EIEOO(U” -y ) = n_limw(g)"{b —a} = 0. Done, d’aprés une propriété des suites adjacentes, ces deux suites convergent vers une
méme limite réelle.

Veriante de rédaction : La suite (un)nen converge par le théoréme de convergence monotone : elle est croissante et majorée par
vy, d’aprés 1. a. et 1. b. car ¥n € N, 1, < v < vo. De méme, la suite (v, )nen converge, car elle est décroissante et minorée
par up. Notons I/ = lim wu, et V= lim v,. En faisand tendre n vers +o0o0 dans 1'égalité u,q1 = %(ZUn -+ vn ), vérifiée pour

n—+oo n—400
tout n € N, on obtient I/ = V.
2. Remarquons que pour tout 1 € N, Uns1 + Ung1 = %(Q'un A4 Un +Un + 205} = Uy + U La suite (w4 Un)nen est donc une
suite constante, de constante ug + vp. Cette suite constante converge donc... vers sa constante ug -+ vp mais aussi, d'aprés ce qui
précéde, vers 2¢ ou £ est la limite commune des suites ¢ et v. Par unicité de la limite d’une suite convergente, on a done :
ug +ve _ a+b

t=—3 2

Exercice 3.

1. a. Soit n > N. Comme u, = Za" Pa, + Z o™ Pa, ona:
p=N43

luni<>:la "*’!api-% (L—fa) > lel™ " (2)

=0 p=N+1



