Sup PCSI 2024-2025

TD 24 Probabilités

Ex 0 UNIVERS Déterminer les univers et calculer leur cardinal. Puis dans chacune des expériences aléatoires
suivantes, calculer la probabilité de A,de B,de ANB,de AUB ,de A

1.

On lance 10 fois une piece non pipée . A : « obtenir plus de face que de pile » , B : « obtenir un nombre pair de
pile »

On tire successivement et avec remise deux boules indiscernables au toucher dans une urne en contenant 10
numérotés de 1 a 10. A : « Au moins une des deux est paire » , B : « la somme des numéros des deux boules est
impaire ».

On tire successivement et sans remise deux boules indiscernables au toucher dans une urne en contenant 10
numérotés de 1 a 10. A : « Au moins une des deux est paire » , B : « la somme des numéros des deux boules est
impaire » .

On tire simultanément deux boules dans une urne en contenant 10 numérotésde 1a 10. A : « Au moins une des
deux est paire » , B : « la somme des numéros des deux boules est impaire » .

On tire simultanément trois cartes dans un jeu de 32 . A : «la main est rouge» , B : « tirer uniquement des as ».

Ex 1 Lecours....

1. On lance deux fois un dé cubique . Soit A I'événement « la somme des deux chiffres obtenus est paire » et B
I’événement « la somme des deux chiffres obtenus est impaire et inférieure a 8 » . Déterminer un événement
C de sorte que (4, B, C) soit un systéeme complet d’évéenements .
2. Onlance trois fois un dé . Quel est I'’événement contraire de « les trois chiffres obtenus sont strictement
supérieura3 »?
3. Ondispose d’un dé équilibré a 8 faces numérotées de 1 a 8 .0On lance le dé . Voici trois événements :
4. A « on obtient 'un des chiffres 1,2,3 ou 4 », B : « on obtient I'un des chiffres 1,4,5 0u 6 » et C :« on obtient
I’un des chiffres 1,6,7 ou 8 » .
a) ComparerP(ANBNC) et P(A)P(B)P(C).
b) Les événements A, B et C sont-ils mutuellement indépendants ?
Ex 2
1. Soit P et Q deux probabilités sur un méme univers fini Q telles que : VA c 2, P(A) < Q(4).
Montrer que P = Q.
2. On considére une expérience aléatoire dont I'univers est Q = {w;, w,, w3} . Existe —t-il un réel a et une
probabilité P tel que : P(w,) = Z%Z,P(wz) = —%,P(w3) = %
3. Soit A et B deux événements d’une espace probabilisé fini (2, P) tels que P(A) = 0,9 et P(B) = 0,8.
a) Montreque P(ANB) =0,7.
b) Un exemple : on choisit au hasard un entier dans I'ensemble {1,2,..,10}. Proposer deux événements de
Aet Btelsque P(A) =09,P(B)=08et P(ANB) =0,7.
c) Cas général: Soient Ay, ..., A,des évenements. Montrer que P(4; N..N A,) = P(A)+..+P(4,) — (n—1).
4. Soit A et B sont deux évenements d’un espace probabilisé fini .
a) Montrerque:P(ANB)—P(A)P(B)=P(ANnB)P(ANB)—P(ANB)P(ANB).
b) Montrer que : V(x,y) € R?, (x >0,y=20x+y<1=>xy< %)
c) Endéduire que: |P(ANB)—P(A)P(B)| < i.
5. A et B sont deux évenements d’un espace probabilisé fini et C est I'événement ou bien A se réalise ou bien B se
réalise mais pas les deux en méme temps . Montrer que P(C) = P(A) + P(B) — 2P(AN B).
6. Soit A, B et C trois événements mutuellement indépendants tels que P(4) = 0,8,P(B) = 0,5et P(C) =

0,2 . Déterminer P(AU B U C).

Ex 3 DJOKO A Rolland Garros, on a calculé le taux de réussite au service d’un des meilleurs joueurs .
Le premier service est réussi 76 fois sur 100 et le second 59 fois sur 100. Quelle est la probabilité pour que ce joueur
fasse une double faute ?



Ex 4 VITAMINE C Dans un lycée , 30% des éléves boivent un jus d’orange au petit déjeuner mais malgré cela 6% de
ces buveurs de jus d’orange ressentent une fatigue en milieu de matinée . De plus , parmi la totalité des éleves qui
ressentent une fatigue , 80% n’ont pas bu de jus d’orange . Quelle est la probabilité pour qu’un éléve ne buvant pas
de jus ressente une fatigue ?

Ex 5 JEU TV Dans un jeu télévisé , un candidat doit choisir d’ouvrir une porte parmi trois . L'une des portes cache une
voiture , les deux autres un cadeau sans intérét .

Le candidat choisi I'une des portes, et avant I'ouverture, le présentateur ( qui sait ce qui se cache derriére chaque
porte) ouvre 'une des deux autres portes cachant évidemment un cadeau sans valeur et demande au candidat s'il
souhaite changer de porte. Le candidat a -t-il intérét de changer ?

Ex 6 BRICOLAGE Un bricoleur range tous les soirs au hasard ces n outils 0y, ..., 0,, dans n tiroirs Ty, ... , Ty.
1. Quelles est la probabilité pour qu’un tiroir donné T; reste vide ?

2. Quelle est la probabilité pour que deux tiroirs donnés restent vides ?

3. Quelle est la probabilité pour que k tiroirs donnés restent vides ?

Ex 7 « QCM »Lors d’une interrogation , un étudiant se trouve face a une question dont m réponses sont proposées
mais une seule est correcte . Soit I'étudiant connait la réponse, soit il répond au hasard parmi les m réponses
données . La probabilité que I'étudiant connaisse la réponse est p €]0,1] .

Sachant que I'étudiant a répondu correctement a la question posée, quelle est la probabilité qu’il connaissait la
réponse ?

Ex 8 ASSURANCE Une compagnie d’assurance automobile a classé ses assurés en trois classes d’ages . Voici un
tableau donnant ces classes d’ages ainsi que la proportion de chaque classe dans le portefeuille de I'assureur et la
probabilité qu’'un membre de chaque classe déclare un accident au cours de I'année .

Classe Proportion Probabilité
Moins de 25 ans 0,25 0,12
De 25a 50 ans 0,53 0,06
Plus de 50 ans 0,22 0,09

1. Un assuré est tiré au hasard dans le portefeuille de I'assureur ? Quelle est la probabilité pour qu’il ait déclaré un
accident cette année ?

2. Quelle est la probabilité qu’un assuré ayant déclaré au moins un accident dans I'année soit agé d’au plus de 25
ans ?

3. Quelle la probabilité qu’un assuré de plus de 25 ans déclare au moins un accident dans I'année ?

4. Quelle est la probabilité pour qu’un assuré n’ayant déclaré aucun accident soit agé de 25 a 50 ans ?

Ex 9 JEU DE CARTES On dispose d’un jeu de 32 cartes .

A) On tire simultanément trois cartes .

Quelle est la probabilité d’obtenir trois rois ?

Quelle est la probabilité d’obtenir trois coeurs?

Quelle est la probabilité d’obtenir au moins un carreau ?

Quelle est la probabilité de n’obtenir aucun pique ?

Quelle est la probabilité d’obtenir trois cartes de familles différentes ?

Quelle est la probabilité d’obtenir trois as sachant que I'une des cartes est un as ?
Quelle est la probabilité pour que la somme des valeurs des trois cartes soit 21 sachant que I'une des cartes est
une dame ?

B) Mémes questions mais en tirant et remettant chaque carte avant de tirer la suivante .
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Ex 10 URNE 1
Une urne contient 10 boules numérotées de 1 a 10 : 1 noire , 3 blanches et 6 rouges .
A. Ontire trois fois de suite avec remise . Quelle est la probabilité d’obtenir :

1) trois nombres dans un ordre strictement croissant ?

2) trois nombres dans un ordre croissant ?



3) untirage tricolore ?
4) exactement une noire et au moins une rouge ?
5) trois boules de la méme couleur
B. On tire simultanément et au hasard trois boules. Répondre a nouveau aux questions .

Ex 11 URNE 2 Une urne contient une boule rouge et une boule noire . On effectue n tirages avec remise . On définit
les événements suivants :
A,:"on obtient, au cours des n tirages, des boules de deux couleurs"
B,:"on obtient, au cours des n tirages, au plus une boule rouge"
a) Calculer P(A,)et P(By)
b) Etudier I'indépendance des événements 4,, et B, pour n = 2,puisn = 3 puisn = 4.

Ex 12 URNE 3 Une urne contient n boules numérotées de 1 a n.
1) Soitp € {1,..,n}. On préléve en une fois p boules de 'urne .
Soit k € {p,..,n}. Calculer la probabilité que le plus grand numéro de la poignée soit .
En déduire que : ZLP (I; _ i) = (;l)
2) On tire successivement et sans remise p boules de I'urne . déterminer la probabilité pour que la derniére
boule tirée ait un numéro supérieur a toutes les autres déja tirées .

Ex 13 URNE 4 On dispose de trois urnes U, U, et U3 dont chacune contient 2 boules noires et 3 blanches . On tire
une boule de Uy, une autre de U, , puis on les place dans Us;. On tire alors une boule dans Us. Quelle est la

probabilité d’obtenir trois boules noires ? Quelle est la probabilité d’obtenir une boule blanche au dernier tirage ?

Ex 14 URNE 5 Une urne contient n boules blanches (n > 5) et 10 boules noires . On tire au hasard 10 boules .
1. Calculer la probabilité p,, de tirer exactement 5 boules noires.
Pni1 n?+2n+1
5, == .
n<+7n—44
3. Etudier les variations de la suite p et préciser les valeurs de n pour lesquelles p,, est maximale.

2. Montrer que :Vn =

Ex 15 Urnes 6 On dispose de N urnes , numérotéesde 1 a N . L'urne k contient k billes blanches et N — k billes
noires . On choisit une urne au hasard, sans connaitre son numéro, et on tire avec remise n fois de suite une bille
dans cette urne .
1) Quelle est la probabilité que le tirage suivant donne encore une bille blanche sachant qu’au cours des n
premiers tirages, seules des billes blanches ont été tirées ?
2) Calculer la limite de cette probabilité quand N tend vers l'infini .

Ex 16 ROBOT Soit p et g deux entiers naturels donnés.
Un robot se déplace sur un quadrillage, part du point 0(0,0) pour rejoindre le point A(p, @) en se déplagant vers la
droite ou vers le haut.
1. Combieny a -t-il de chemins possibles ?
2. Quelle est la probabilité que le robot, qui choisit au hasard I'un des chemins, emprunte un chemin avec un
seul changement de direction ?

Ex 17 ELECTROMENAGER Un appareil électroménager obéit aux régles de fonctionnement suivantes :
a) S'ilfonctionne aladaten — 1 (n € N %), il a une probabilité a de fonctionner a la daten .
b) S’ilesten pannealadaten — 1 (n € N %), il a une probabilité b de ne pas fonctionner a la date n
oU a et b sont des réels de ]0,1] .
On suppose que I'appareil est en état de marche a la date 0 . p,, est la probabilité de I’évenement
M,,: « 'appareil est en état de marche a la date n ». Déterminer p,, en fonction de n, a et b puis calculer sa
limite .



Ex 18 NEUTRON Une particule se déplace a chaque seconde d’'un sommet a un autre d’un triangle noté ABC en
suivant la regle suivante :
a) Si,alinstantn ,elle se trouve en A, alinstantn + 1, elle a une probabilité de 0,75 de se trouver en B et
une probabilité de 0,25 de se trouveren C .
b) Si,alinstantn, elle se trouve en B, al'instantn + 1, elle a une prob7bilité de 0,75 de se trouver en A et
une probabilité de 0,25 de se trouveren C .
c) Si,alinstantn, elle setrouveenC,al'instantn + 1, elle se trouveen B .
On note a,, , b, , ¢, les probabilités qu’a I'instant n la particule se trouve en A,BouC.
1. Etablir une relation de récurrence entre a,, .1 , by41,Cns1 €t Ay, by, Cpy

An+1 an
2. En déduire I'existence d’une matrice carrée d’ordre 3 telle que : | bn+1 | = M| by |.

Cn+1 Cn

1 0 0
3. Démontrer que M est semblablea D = (0 -1/4 0 )
0 0 —3/4
4. Endéduire a, ,b, ,c, enfonction de
5. A quel sommet a-t-on le plus de chance de trouver la particule dans quelques millénaires ?

Ex 19 GENETIQUE On étudie la fréquence d’apparition d’une paire de genes dans une population donnée. La géne
prend deux formes : A et B et le couple de génes peut donc étre ,AB et BB .
Dans la premiére génération ,
la paire AA a pour fréquence d’apparition x ,
la paire AB a pour fréquence d’apparition 2y,
la paire BB a pour fréquence d’apparition z tel que x,y,z réels positifset x + 2y +z = 1.
Chaque parent contribue pour moitié au patrimoine génétique de son enfant en fournissant un gene sélectionné au
hasard dans la paire qu'’il posséde.
1) Déterminer les fréquences d’apparition des paires de génes pour la seconde génération .
2) Déterminer les fréquences d’apparition des paires de génes pour la troisieme génération . Que constate —t-
on?

EX 20 CLEFS Un gardien de phare doit ouvrir une porte avec un trousseau de n clefs dont une seule convient. Il
essaie les clefs les unes apres les autres. Calculer, pour tout k € [1,n],la probabilité que la porte s’ouvre a la kiéme
tentative exactement (pas avant!).

EX 21 Combien de personnes doit contenir ma population pour que la probabilité que cette population contienne 2
personnes nées le méme jour soit égalea % ?

Ex 22 Une urne contient n boules rouges et n boules blanches indiscernables au toucher. On tire simultanément n
boules de I'urne.
1.Soit k € [0,n] et Aj I’ événement : «obtenir exactement k boules rouges» . Calculer P(Ay).

2. En déduire que X1, (Z) Z= (ZT:l)

EX 23 FORMULE DE POINCARE Soit (£2, P)espace probabilisé fini et A4, 4,, ..., A,,des événements .
Montrer que : P(A; UA, U ..U Ay) = X3 (=D ! Y1 cocipen P(Ai, 0.0 A4y)



