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Ensembles-Applications

Dénombrement.
I Ensembles-Applications (beaucoup de rappels)

Définitions 1: Un ensemble E est une collection d’objets. Les objets qui le constituent sont les éléments de E. Si x est un
élément de , on note x € E (se lit x élément de E ou x appartient a E), sinon on note x & E. On note @ |' ensemble vide.
Soit E et F deux ensembles.

e E = F signifie que E et F ont exactement les mémes élémentsi.e x EE & x € F.

e E'U F, laréunion de Eet F ,est 'ensemble constitué des élémentsde E etde Fi.e. xEFUF &S x €E oux €F.

e E'N F, lintersection de E et F, est 'ensemble des éléments communsa EetFie. xEENF & x€FE etx€F.

e E et F sont disjoints lorsque ENF = Q.

¢ A c E signifie que tout élément de A est élément de E et se lit A est inclus dans E. On dit alors que A est une partie ou un
sous-ensemble de E.On note .~ (E) ’ensemble de toutes les parties de E. NB: .~ (E) contient @ et E.

On définit alors le complémentaire de A dans E, noté A ou C#, par: C£ ={x € E/x ¢ A}.

On définit aussi la fonction indicatrice de A, notée y,ou 1, et définie par :Vx € E, l,(x) = {(1) i;;‘ Z j .

*E X F ={(x,y)/x €EE ety € F} est le produit cartésien de E et F.

*Soit p un entier naturel non nul. E? est I'ensemble des p-uplets d’éléments de E .

eUne famille d’éléments de E indexée par I est une application F deldans E . F (i) est noté x; et F= (x;);es -
Lorsque I = N, la famille (x;);¢; est une suite d’éléments de E.

Remarques 2:

l. E=Fo©ECFetFCcE & (xeEox€EF)
double inclusion E etF ont les mémes éléments

2. ECFENF=ESEUF=F.

3. SiA et B sont deux parties de E alors A\B = AN CE=A n B . En probabilité, on choisira d’écrire I'intersection car la
notation A\B sera utilisée pour les probabilités conditionnelles (4 sachant B).

4. SiAetB sontdeuxpartiesdeE alorsANB=0 < Ac CE o AcB.

Propriété 3: Soit A, B et C trois ensembles.

1. Laréunion et I'intersection sont commutatives et associatives.

2. AUBNC)=(AUB)N(AUC) et An(BUC)=(ANB)U(ANC).
3. siAet B sontdeuxpartiesde E,ANB=AUB etAUB = AN B.

Démo :
lL.xeAUBUC)eoxeAouxeEBUCS x€EAoux€EBouxeC o x€EAUBouxeC e xe(AUB)UC.Donc,AU(BUC) =
(AU B)UC.Idem avecn.

2x€(AUB)N(AUC) e x€AUBetx€AUC® (x€Aoux€ B)et(x€Aoux€C()

© (xedetxe A)ou(xeAetxe€C)ou (xEBetx€ A)ou(x€EBetxeC)eox€AouxeEBNC
X€EA

©x€AU(BNC)OK.
Deméme, x E(ANB)UMANC)e x€EANBetx€ANC & (x€Aetx€ B)ou(x€Aetx€ ()
© x€EAet(x€BouxelC)oxeldetxeBUC
©xeAN(BUC)OK.
4, x€eAnNBoex¢AnBoxeA\BouxeB\AouxgAUB o (x€detxé¢B)ou(xgAetx€EB)ou(x¢Aetx¢B) o
(x€AdetxgBlou(x¢Aetxg&B)ou (xgAetx€B)ou(x¢Aetx¢B) o x€EBoux€Ad ©x€B UA
x&B X¢A
5. xEAUBox¢AUBox¢AdetxgBoxeldetxe€B © x¢ AnB.

Définition 4: Soit A, A,, ...., A, des parties d’un ensemble E.

r A ={x€E/Fi€{],..,n};x € A;},laréunion des 4; , contient tous les éléments de tous les 4;.

A, ={x €E/Vie{],..,n}x €A} l'intersection des 4;, contient tous les éléments communs a tous les 4;.
La famille (A4, 45, ...., A;,) est une partition de E lorsque
les ensembles 4; tels que i € {1, ..., n} sont deux a deux disjoints (i # j = 4; N Aj=0)

E est la réunion de tous les A; ie UL, 4; = E.
Cas particuliers : Si A est une partie de E alors (4, ff) est une partition de E.




Prop 4 bis Soit A4, A, ...., 4, des parties d’'un ensemble E et F est une partie de E

1. FU(NE4) =N, FUA4; et FN (UL 4;) =UL FnA4;.

2. ?:1 A, = n?:llql et n?:lAl = n?:lzl-

3. Si(A44,4,,....,A,) est une partition de E et F est une partie de E alors (A; N F,A, NF, ...., A, N F) est une partition de F.

Définition rappel 5 : eUne application de E dans F est une relation f qui a chaque objet de E associe exactement un objet dans
F .0On note FZ ou F(E, F) 'ensemble des applications de E dans . Si f est une application de E dans F et x € E , on
note f(x) I'objet de F associé a x par fety = f(x) est 'image de x par f et x est un antécédentde y par f.Ona:a =b =
f(a) = f(b) ...La réciproque n'est vraie que si f est injective .
Soit f une application de E dans F , A une partie de E et B une partie de F.
fA) ={f(x)/x€A} cFetf(B)={x€E/f(x) EB}CE.
NB:1) f(E) est donc I'ensemble de toutes les images par f.
2)f ~Y(B) existe méme si f n’est pas bijective (ie quand f~1 n' existe pas). Mais si f ! existe alors f~(B) = f~1(B).
f est injective si et ssi tout élément de F a au plus un antécédent par f .

si et ssi pour tout élément de F , I'équation f(x) = y admet au plus une solution .

si et ssi tous éléments distincts de E ont des images par f distinctes .

si et ssi tous éléments de E ayant la méme image par f sont nécessairement égaux.
f est surjective si et ssi tout élément de F a au moins un antécédent par f

si et ssi pour tout élément de F , I'équation f(x) = y admet au moins une solution .

sietssif(E)=F
f est bijective si et ssi tout élément de F a exactement un antécédent par f .

si et ssi pour tout élément de F , I'équation f(x) = y admet exactement une solution .

si et ssi f est injective et surjective.

si et ssi il existe une application g de F dans E telleque f o g = idret go f = idg
Dans ce cas, f~1(= g) est la bijection réciproque de f définie par: f(x) =y © x = f1(y).

Vy € F, f~1(y) = l'unique antécédent de y par f = l'unique solution de l'équation"f (x) = y"
1 est aussi I'unique application de F dans E vérifiant f ™1 o f = idg et f o f~1 = id.

Propriété 6: La composée d’injections (resp. surjections, resp. bijections) est injective (resp. surjective, resp. bijective). Le cas
échéant, (fog) 1 =g tof L
Si f o g est injective alors g est injective. Si f o g est surjective alors fest surjective.

Démo:Soit f:E > Fet g:F - G.
1) Supposons f et g injectives et montrons que g ° f est injective. Soit (x,y) € E?/g o f(x) = g o f(y). Montrons que x = y. Alors
g(f () = g(f ). Donc, f(x) et f(y) ont la méme image par g. Comme g est injective, nécessairement, f(x) = f(y). Alors x et
y ont la méme image par f. Donc nécessairement x = y.
2) Supposons f et g surjectives et montrons que g o f est surjective.

gofE)=9(f®) = g = G

car f surjective car g surjective
3) Supposons f et g bijectives et montrons que g o f est bijectiveet (go f)™t = f 1o g1,
f et g sont injectives et surjectives donc, g o f est injective et surjective donc bijective.
Deplus, (ftog ™ o(gef) =f"ro(gteog)of =floidpof=f""of=idgetdeméme(gof)o(f~tog™) =ids Jen
déduisque (gof) 1 =f"log™
4) Supposons g o f est injective. Montrons que fest injective. Soit (x,y) € E2/f(x) = f(y). Alors g(f(x)) = g(f(»))i.e.g o f(x) =
ge° f(y).Comme g o f estinjective, nécessairement x = y.
5) Supposons g o f est surjective. Montrons que g est surjective. Soit z € G. Montrons que nz est a un antécédent par g.
g ° f estsurjective donc, z a un antécédent x par g o f.Donc z =g o f(x) = g(f(x)). Alors y = f(x) est un antécédent de z par g.

Définition 7: Soit E un ensemble . R est une relation d’équivalence sur E lorsque : ® met en relation des éléments de E deux
par deux (x ® y signifie que x et y sont en relation par Q) et vérifie: x R y

Vx € E,x R x .(tout élément de E est toujours en relation avec lui méme ) R est dite réflexive

V(x,y) €EE*,x Ry =y R x (ondit alors que x et y sont en relation ). & symétrique

V(x,v,z) EE3,(x Ry ety Rz = x Rz),(sixesten relation avec y et y avec z alors x est en relation avec z) R transitive
Soit x € E.La classe de x est noté cl(x) ou X des élements de E en relation avec x par R i.e.Xx = {y € E/xRy}

Exemples 7bis:
1. E = M,(R) et R est la relation « est équivalente par colonne a ...» ou « est semblablea ..» .

Soit A € M,,(K) et u l'endomorphisme de K" canoniquement asoccié a A. Alors A = {M /3B base de K™, M = mat u)
2. E =TZetQRestlarelation « est congrumodulo6a..».1 = {1+ 6n/n €7}

Théo8 : Soit E un ensemble et R une relation d’équivalence sur E . L'ensemble des classes d’équivalence est une partition de E.




Il. Ensembles finis

Définition9 : Un ensemble non vide E est fini (e) s’il (ou elle) contient un nombre fini d’éléments. Le cardinal de E est alors le
nombre d’éléments de E et est noté card (E). Et par convention, 'ensemble vide est de cardinal nul.

Attention : dans un ensemble, les éléments ne sont pas ordonnés et si deux éléments sont égaux, on en notera qu’un seul et il ne
sera compté qu’une seule fois . Par contre dans une famille ou une suite ou un n-uplet, les éléments sont indéxés et ordonnés et
deux éléments indéxés différemment mais prenant la méme valeur comptent pour deux éléments.

Exemple : Si E = {1;1;3; -4} = {1;3; —4} alors cardE = 3. Si F=((1,1,1)),(2,1,0),(2,1,0),(1,1,1)) alors card F =4.

NB 10: Soit un ensemble fini E de cardinal p. Les éléments de E peuvent étre nommés et pour cela, le plus souvent on
numeérote ces éléments et on note E = {xl,xz, e xp} et cette notation signifie sauf indication contraire que les x; dans
I'accolade sont distincts. Numéroter les p éléments de E revient a construire une bijection de {1,2, ..., p} dans E qui a chaque
entier de 1 a p fait correspondre un élément de E. On peut d’ailleurs caractériser les ensembles finis par :

Un ensemble non vide E est fini de cardinal p sietssi il existe une bijection de {1,2, ....,p} dans E.

Théoreme 11: Soit A une partie d’un ensemble fini E. Alors A est fini et card(A) < card(E) et (A =E © cardA = cardE)

Démo : A étant inclus dans E, donc nécessairement A ne peut contenir plus d’éléments que E et par conséquent A est fini et card (4) <

card(E). De plus, cardA = cardE e A et E ont exactement les mémes éléments.
car ACE

Théoreme 12 : Si E et F sont deux ensembles finis d’intersection vide (disjoints) alors E U F est un ensemble fini et
card(EVUF) = card(E) + card(F).

Démo : Soit E = {xl,xz, ...,xp} et F ={yy,y,, .., yn}oup = card(E) et n = card(F) .Alors,EUF ={x1,x2, s Xp, V1, V2 ...,yn}. Comme
ENF =0,aucun x; n'est égal aun y;. Donc card(E U F ) = p + n = card(E) + card (F).

Généralisation 13 : Si E;, E,, ..., E,, sont des ensembles deux a deux disjoints alors card U, E; = ).i-, cardE;.
Démo : Soit Hy,: " Si Ey, Es, ..., E, sont des ensembles deux a deux disjoints alors card U~ E; = Y-, cardE;."

Init° : H, est vraie d’aprés le théo12.

Propag® : Soit n € N/n > 2. Je suppose que Hjest vraie. Soit Ey, E, ..., E, 41 des ensembles deux a deux disjoints.

Posons E = E; UE,,...UE, et F = E,, .Alors par associativité de la réunion, E U F = U} E;. Et par hypothése de récurrence,
UL, E; est finie et cardE = card Ul-, E; = Y[, cardE;. Deplus, ENF = (U1 E) N Epyq = Ul (Ei N Epyq) = UL, 0 = 0.
Autrement dit, E et F sont disjoints. Donc, d’apreés le théoréme 12, card(E U F ) = card(E) + card(F); autrement dit,

card UL E; = ¥\, cardE; + cardE, ., = Y1 cardE;. OK |

CCL:Vn = 2,H, est vraie.

Proposition 14 : Soit A et B deux sous-ensembles d’un ensemble fini E .

1) cardA = cardE — cardA .

2) card(B\A) = cardB — card(A N B).

3) Silafamille (A4, 4,, ...., Ay) est une partition de E alors cardE = Y,i-, cardA;.

Démo: 1) A et Avérifient ANA=@et AUA = E. Donc, card(E) = card(4 U 4) = cardA+ cardA. De méme,
théo 12
B\A et A N B vérifient (B\A) N (AN B) = @ et (B\A) U (AN B) = B. Donc, card(B) = card(B\A) + card(A N B).
théo 12
2) Soit (44, 45, ...., Ay) une partition de E. Alors, Uj=; 4; = E et Ay, Ay, ..., A, sont des ensembles deux a deux disjoints.
Par conséquent, cardE = card U—; 4; = Y, card4;.
généralisation 13

Théoréme 15 : Soit E et F deux ensembles. card(E) + card(F) = card(E U F) + card(E N F).

Démo : ( E\F,F\E,E N F) est une partition de E U F. Donc, card(E U F) = card(E\F) + card(F\E) + card(E N F)
prop 14.3
card(EUF) = card(E) — card(ENF) + card(F) —card(ENF) 4+ card(ENF) = card(E) + card(F) — card(E N F).OK !
prop 14.b)

| Conséquence 16: E et F sont disjoints © card(E) + card(F) = card(EUF) .

Démo: E et F sontdisjoints © ENF =0 & card(ENF) =0 e card(E) + card(F) = card(E UF).
théo 15

| Théoréme 17 Soit E et F deux ensembles finis. card(E X F) = (cardE) X (cardF).

Démo : Soit E = {x;, x,, ...,xp} et F ={y1,y3, ..., yn}oup = card(E) et n = card(F).

Alors E X F = {(x;,y;)/i € [1,pl et j € [1,n]}. Soit A; = {(x;, y;)/ j € [1,n]}. Alors i # i’ = x; # x;y = A; # Ay. Donc, les sous-ensembles
Ay, Ay, ..., Ay de E X F sont deux a deux disjoints. De plus, Uj-; 4; = E X F J’en conclus que

(A1, Ay, ..., Ap) est une partition de E' X F .Par conséquent, card(E X F) = Zle cardA; = Zlen =np = card(E) X card(F).



Généralisation 18 : Soitq € N*.Si E;, Ej, ..., E; sont des ensembles finis alors E; X E; X ....X Ej est fini et

card(E,
Cas parti

X E;, X ...X E,) = card(E;) x card(E,) X ....x card(E,).
culier : card(E?) = card(E)1.

Démo Soit Hy: " Si Eq, Ey, ..., E4 sont des ensembles finis alors E; X E; X ....X E est fini et card(E1 X Ey X ...X Eq) =
cardE;) x card(Ez) X ....X card(Eg)."

init: Hy et H, sont vraies.

Propag : Soit ¢ € N*.Je suppose que H, est vraie.Soit Ey, E5, ...., Eq4, des ensembles finis alors par hypothése de récurrence

E1 X E; X ...X Eq est fini et CUer(E1 X Ey X ...X Eq) = card(E,) X card(E;) X ....X card(Eg). De plus, on peut considérer que

Ey X Ey X .. X Eqiq = (Ey X E; X ....X Eg) X Eg4q. Donc d’apres le théoréme 17, (Eq X E; X ....X Eg) X Eq,q est

fini et card((Ey X E3 X ....X Eg) X Eqy1)= card(Ey X E3 X ....X Eq) X cardEq,=card(E;) X card(E;) X ....X card(Eq) X card(Eg41).
CCL:Vq € N*,Hq est vraie.

Applications entre ensembles finis.

Proposition 19 : Soit E et F deux ensembles finis et f une application de E dans F .

oo BN E

SiE

Si f est injective et E est fini alors card (E) < card(F).
f estinjective sietssi card(f (E)) = card(E).

Si f est surjective et F est fini alors card (E) = card(F).
f est surjective sietssi card(f(E)) = card(F).

ou F est de cardinal fini et f est bijective de E sur F alors card(E) = card(F).

Démo :

1) Supposons f injective. Alorsi # i’ = x; # x;7 = f(x;) # f(x;") . Par conséquent , card {f(xl),f(xz), ...,f(xp)} =card(E)=p.
Or  H = {f(x1), f(x2), ..., f (x,)} est une partie de F donc p = card(H) < card(F) = n.

2) Supposons f surjective. Alors f(E) =< f(x1), f(x2), ..., f(xp) { = F .Donc, card(f (E)) = card(F) = n.

pas forcément distincts

Mais, card{f (x), f (x2), ..., f (xp) }< p. Donc, card(F) = n < p = card(E).

Théoréme 20 : Soit E et F deux ensembles finis tels que card(E) = card(F) et f une application de E dans F.

Alors, f injective & f surjective & f bijective.

Démo : f injectivee card {f (x,), f(x2), ..., f (%)} = p = card(E)

f injective s card {f Ce1), F(x2), oo, f ()} = card(F) e f(E) = F © fsurjective.
car card(E)=card(F) F(E) f(E)ss—ensemble de F
Par conséquent, f injective & f surjective & f bijective.

IV.

Nombre de g —uplets. Nombre d’applications.

Théoréme 21 : Soit ¢ € N*. Si E est un ensemble fini tel que card(E) = p alors E9, 'ensemble des g-uplets d’éléments de E,
est un ensemble fini et card (E?) = (cardE)? .
Autrement dit, p? = card(E)? est le nombre de g-uplets d’éléments de E.

Démo : il suffit d’appliquer la géné 18. en prenant E = E; = E, = -+ = E, un ensemble fini, alors E7 est fini et ard(E?) = (cardE)? .
Autre démo : par un arbre de dénombrement. E = {xl, X3y ey xp} .On cherche combien il existe d’objets de la forme

(xil,xiz, . .,xiq

p éléments de E ; pour le choix de x;,, on a donc p possibilités parmi les p éléments de E...... Pour le choix de Xi,ona doncp

ou les i, sont des entiers de [1, p] pas forcément distincts. Pour le choix de x; , on a donc p possibilités parmi les

N—

possibilités parmi les p éléments de E.

x1
=
/ e Pour chaque composante, on a p choix.

A chaque nouvelle étape, le nombre de bras est donc multiplié par p.

— iffé
\ x1 () pXpX..Xp=p? estdoncle nombre de g-uplets différents dont les
_— composantes sont choisies parmi les p éléments de E.




étape 1 étape 2 (...)
[Nt e N
pchoixdela p choixde la
premiere  deuxieme
composante composante

Théoreme 22 : Soit E et F deux ensembles finis de cardinaux respectifs p et n .
L’ensemble FZ ou . #(E, F) des applications de E dans F est un ensemble fini et card.” (E, F)=(cardF)°*¢E) = nP,

Démo : Chaque application de E dans F est entiérement définie par le choix des images f(xq), f (x2), ..., f (xp) parmi les vecteurs de F.On

FP >FE
(E-F ou les iy, sont des entiers de [1, n] pas forcément distincts.
yil’yiz""yip) = f Xk > Vi,

Alors, A est bijective de FP sur FE. Donc, card(FF) = card(FP)

peut considérer A: <(

card(F)P = card(F)°erd®),

g
0

théo 21
Définition 23 : Pour tous entiers naturels p et g,
—1)..(p—q+1)=—L— sig<
onpose: A} = {p(p )op—a+D) o-ap t1=P_ q! (p) A} est I'arrangement de g éléments choisis parmi p.
0 siq>p q

Proposition 24 : Soit p et q deux entiers naturels. Alors,
Ag est le nombre de g-uplets de composantes toutes distinctes choisies parmi p éléments.

Si E est constitué de ces p éléments, alors un tel g-uplet d’éléments distincts de E est appelé un arrangement de g éléments de
E (ou un g-arrangement).

Démo : Notons N le nombre de g-uplets de composantes toutes distinctes choisies parmi les éléments de E.

si g > p alors il n’existe pas q éléments de E distincts donc il n’existe aucun g-uplets de composantes toutes distinctes choisies parmi les
élémentsde E. Ici N = 0.

Si < p, faisons un arbre de dénombrement. On cherche donc combien il existe d’objets de la forme (xil,xiz, . .,xl-q) ou les iy, sont des entiers
de [1,p] et tous distincts. Pour le choix de x; , on a donc p possibilités parmi les p éléments de E ; pour le choix de x;,, onadoncp — 1
possibilités parmiles p — 1 éléments de E distincts de x;, ...... Pour le choix de Xi,, 0N a donc p — (g — 1) possibilités parmiles p — (q —

1) éléments de E distincts de x; , x;,, o X

x(p-1)
x|< A chaque nouvelle étape, on a un choix de moins qu’a I'étape précédente .
:] ... X1 interdit, ..... x2 interdit, , . x3 interdit .., , ..... xp interdit puisque les
- composantes doivent étre toutes distinctes.
4 . p!
& N= p X(p—-DXx.x(p—(q-1)) = est donc le nombre de g-
/ o, N - (p—q)!
- choix choix choix
. pour pour pour
et . () *u iz ¥ig-1
' ‘_i x2 uplets différents dont les composantes sont toutes distinctes et sont choisies
x1 . 1z
\ 0 parmi les p éléments de E.
,_—A
"‘i

/N

XIEE__
TN

x2

étape 1 étape 2 (...)

~—— ~—
pchoixdela p-1choixdela

premiére deuxieme

composante ~ composante

Ainsi, N = AZ est le nombre de g-uplets de composantes toutes distinctes choisis parmi les éléments de E.

Proposition 25: Soit n et p deux entiers naturels. .
Alors, Aﬁ est le nombre d’applications injectives d’un ensemble fini a p éléments dans un ensemble fini a n éléments. .

Démo : Soit E et F deux ensembles tels que card(E) = p et card(F) = n.

Sip > nalors la prop. 19 assure qu’il n’existe pas d’application injective de E sur F.

Si p < n, alors chaque application injective de E dans F est entierement définie par le choix des images toutes distinctes

f(x1), f(x2), ..., f (xp) parmi les vecteurs de F. Notons G I'ensemble des applications injectives de E dans F et H I'ensemble des p-uplets

H-G

Vi Vi Vi )Hf:( E-F ))oUIesiksontdes
ot e X P Vi,

entiers de [1, n] tous distincts .Alors, A est bijective de H sur G. Donc, card(G) = card(H) = AP .

P
théo précédent

d’éléments de F dont les composantes sont toutes distinctes. On peut considérer A: ((

Ainsi, Aﬁ est le nombre d’applications injectives de E dans F.

Proposition 26: Soit E un ensemble fini de cardinal p . Le nombre de bijections de E dans lui-méme est p! .
p! est aussi le nombre de bijections d’un ensemble de cardinal p dans un ensemble de cardinal p.

Une telle bijection de E sur E est aussi appelée permutation de E .

p! est le nombre de fagon différente d’ordonner p éléments donnés .




Démo : D’apres la prop.20, une bijection de E dans E est une application de E dans E injective. Or, la prop. précédente assure que AZ =p!
est le nombre d’applications injectives de E dans E. Ainsi, p! est le nombre d’applications bijectives de E sur E.

V. Parties d’'un ensemble fini

. . P\ _ |5—— sin<p - . . n_ (P
Rappel 27 : Pour tous entiers naturels n et p, = ni(p-n)! (coefficient binomial ) et A7 = n! .
n 0 sin>p n

Proposition 28 : Soit p et q deux entiers naturels.

(Z) est le nombre de parties a g éléments dans un ensemble a p éléments.

(5) est le nombre de fagon de choisir g éléments parmi p.

Démo : Soit E un ensemble de cardinal p.

Si g > p alors il n’existe aucune partie de E a q éléments.

Si g = 0 alors il n’existe qu’une seule partie de E a 0 éléments : c’est 'ensemble vide.

Si 0 < g < p alors chaque g-uplet d’éléments distincts de E est entierement définie par le choix de q éléments distincts de E et par le choix de
la place de ces g éléments dans le g-uplet. Soit H I'ensemble des g-uplets d’éléments de E dont les composantes sont toutes distinctes.
Premiére démo :

Prenons une partie A de E a q éléments. Notons Q4 I'ensemble des g-uplets dont les composantes sont distinctes et sont les éléments de A.
card(Q, ) = q!. De plus, si A et B sont deux parties de E distincts et de cardinal q alors les g-uplets formés a partir des éléments de A seront

tous distincts des g-uplets formés a partir des éléments de B. Autrement dit Q4 N Qg = @. Ainsi (Q4) ace estune partition de H.)’en
card(A)=q
déduis que

AZ =card(H) = Z card(Qy) = Z q'=q! Z 1 | = q! X (nombre de parties de E a q éléments).
ACE ACE ACE
card(A)=q card(A)=q card(A)=q
Lo ., N 114 _ 1 ,q _ p
Ainsi, nombre de parties de E a q éléments = q!AP = (q)
Autre démo :
Notons U I'ensemble des sous-ensembles de E a q éléments, V 'ensemble des permutations de [1,q] .
UxV->H
Soit Vi | ({ i, Xiye 0 Xy 1 f) 2 (xif
— z 4

avec i;<i,<-<ig

=10y Xt gy xif_l(q)) . Par exemple, prenons q = 3, A = {x;,x3,%;} (iciiy = 2,i, =3 etiz=7)et

- 2

f: <2 - 1> (%) permutation de [1,3]. Alors V(4, f) = (Xiz,le'xlg) = (x3, X3, X7).
3~ 3

(¥)2 indique la place de x; dans le triplet image ,[1 indique la place de x; dans le triplet et 3 indique la place de x;_ dans le triplet.

Alors, V est une bijection de U X V sur H. Donc, card(H) = card(U X V) = card(U) x card(V). Ainsi, card(U) = %AZ = (Z)

=41 =q!
p ’ p
CCL : dans tous les cas, (q) est le nombre de parties de E contenant exactement g éléments. (q) est donc le nombre de fagon de faire des

paquets de g éléments parmi p éléments.

Exemple 29 : Un jeu de tarot contient 78 cartes, lorsqu’ony joue a 3 joueurs, chaque joueurs a en début de partie 24 cartes. lly a (;2) mains

possibles au début du jeu.

Définition 30 : Si E un ensemble fini de cardinal p alors une partie de E a g éléments est encore appelée une combinaison de g

éléments de E (ou une g-combinaison) . Il y a donc (z) g-combinaisons dans E.

Théoreme 31: Soit E un ensemble fini tg_card(E) = p.
Le nombre de sous-ensembles (parties) de E est 2P,

Autrement dit, card .~ (E) = 2°74E)

Démo : Soit A;l'ensemble des parties de E a g éléments. Alors (4g, 4y, ..., Ag) est une partition EVJ(E). J’en déduis que :

q

P P
card. 7 (E) = Z card(4;) = qz:(; (Z) = Z (Z) 191P79 = (1 4+ 1)P = 2P,

k=0 q=0

Exemple 32: Soit = {1,2,3,4} . Alors,

7 (E) ={0,{1},{2},{3}, {4},{1,23,{1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,4},{3,4},{1,2,3}, {2,3,4},{1,3,4}, {1,2,4}, {1,2,3,4}}
card P (E) = 2* = 16 OK!

NB33: E et .7’ (E) ne contiennent pas du tout les mémes objets. . 7(E) est un ensemble de sous-ensembles de E.




