Sup PCSI 2024-2025 Mathématiques

Corrigé DS 7

Dans ce probleme E désigne un R - espace vectoriel de dimension finie n € N*.

On note & (E) ’ensemble des endomorphismes de E et = idz ’endomorphisme identité de E .

On considére f un endomorphisme de E vérifiant : f2 = %(f +1).

1. f peut-il é&tre une homothétie ? (un homothétie de E est une application linéaire de la forme Aidg telle que 4 € R).
2. Cas général.

2.a Prouver que 'endomorphisme f est un automorphisme et exprimer son inverse f‘1 comme combinaison linéaire
de letf.

2.b Justifier que Ker(f —I) et Ker(f + %1) sont deux ss-e-v de E stables par f.
2.c Montrer que Ker(f —I) @ Ker (f 4 %I) =E.
2.d Calouler (f — ) o (f +31).

2.e Endéduire que Ker(f — 1) = Im (f + %I) (on montre de la méme maniere que Ker (f + %1) =Im(f —I)).
On suppose désormais que f et I sont linéairementindépendants.
3.itérésde f .
3.a Exprimer f3et f* comme combinaison linéaire de f et I .
3.b Etablir que, pour tout entier naturel n , il existe un couple ( a,, b, ) de réels et un seultel que : f™* = a,,f + b,I. Exprimer
an4q et byyq enfonction de a,, et b,,.
3.c Former une relation entre a,;, ,a,+1 €t a, .
3.d En déduire les expressions de a,, et b,, enfonction de n pourn € N.
3.e Vérifier que nlirzlw a, = g et nlirllw b, = é
4.0nposep =§f+§letq=1—p.
4.a Justifier que p est la projection vectorielle sur Ker(f — I) et parallelement a Im(f — I).
4.b Montrer que vect(f,I) = vect(p, q).
4.c Exprimer f"commecombinaison linéaire de p et g.
5. On suppose dans cette question que E est de dimension finie.

Montrer qu’il existe une base B de E telle que matgf est diagonale dont la diagonale est constituée de —i et1.
1. Soitd € Ret g = Adidg.

9% =3 (g +idp) & Pidg = (Aidy +idg) © (B2 —31—idg =0 ) @ P —5A—2=0(A-1)(A+3) =0 A=1oul=
1

-
Donc f peut étre ’lhomothétie vectorielle de rapport 1 ou celle de rapport —%.
2. f?2= %(f+1) donc f2 —;f = %1 donc 2f o f — f oidg = idg. Alors, f o (2f —idg) = idg = (2f —idg) © f.J’en déduis que f
car f
linéaire
est un automorphisme de E et f 1 = 2f — idj.
3. Soitd € R.Six € Ker(f — Aid) alors f(x) = Ax est colinéaire a Uélément X de Ker(f — Aid) et comme Ker(f — Aid) est stable
apr combinaison linéaire, f(x) € Ker(f — Aid). Donc, Ker(f — 2id) est stable par f.
4. Soitx € E.Je cherchey € Ker(f —id) etz € Ker(f + %id) telsquex =y + Z.
Analyse : Supposons que de tels vecteurs y et Z existent.
X=y+z car f
- . . - - R linéaire R . .
Aors § Y EKer(f=id)ief) =Y .poncf® 2= fG)+f(D =37
Z € Ker (f +%id) ie.f(z) = -1z

2

N 2, -
y-37=f(® Car IR L N ot 7 oxi - |
Alors, _2 7 70.Donc, (x0){ . 5 4. ___-Ainsi, side tels vecteurs y et z existent, alors ils sont uniques et
ytz=x y=3;Gx+ f(x)
valent (xx).

Synthése : On pose y et Z tels que (*%).
Alors,j+ 2= (2+3)i=%.
2

De plus, () = §(§f(f) + fz(a?)) =23f@+1F@ +9) =2(f@ +31%) =y.Donc, j € Ker(f — id).
Enfin, £(2) = 2(f() — £2(®) =2(f@ - 2@ + D) =2 (3@ - 1) = -1Z Donc, z € Ker (f +1id).
Ainsi, y et Z conviennent et d’aprés 'analyse, sont les seuls qui conviennent.

J’en déduis que Ker(f — id) et Ker(f + %id) sont supplémentaires dans E.
1 1 1 1 1 ~ 1
5. (f=Do(f+21)=f2+2f-f-21=f>-2f—21=0.Deméme, (f+31)o(f =) =0



6. Jendéduisque: Im (f +%1) c Ker(f =D etim(f —1) c Ker (f +%1).

g ) = ¥ N+t =33%puist=2(Fr +12) = F(22)+1(%%) = Nz 1
Soitx € Ker(f —I).Alors, f(x) = X. Alors f(x) + SX =JXpuisX =3 (f(x) + zx) = f(3x) + 2(3x) = (f + 21) (3x) € Im(f + 21).
Donc, Ker(f — I) € Im (f +21) et finalement, Ker(f — I) = Im (f +31). De méme, Im(f — I) = Ker (f +21).

Rque : si E est de dimension finie alors d’apres le théoreme du rang, dimKer (f + %1) + dimlm (f + %1) = dim(E); et, comme
Ker(f —id) et Ker(f + iid) sont supplémentaires dans E, dimKer(f — id) + dimKer (f + %id) = dimE et nous retrouvons
. 1\ _ . 1,
dimlm (f + 51) = dimKer (f + Eld).
Ainsi, Im (f +31) = Ker(f = I).
3.itérésde f .
Bafdi=fofl=fo (f+D=sf2+ f=1(F+D+5f=7Gf+1I)
otft=fof =foiBf +D =3 2+ f =n(F+D+5f =1(7f +3D)
3.b Existence : posons H(n) : il existe un couple ( ay, b, ) deréels etun seultelque: f™ = a, f + b,I.
Alors f° = id; = 0.f + 1.1. Donc ay = 0 et by = 1 conviennent.
Soit n un entier naturel tel qu’il existe un couple ( a,, b, ) de réels etun seultelque: f™ = a,f + b,I.
Alors 11 = fapf + byl) = anf? + bof = a, (% (F + 1)) tbaf = (b +2an) f + 21, POSONS sy = by +2ay et buyy = Lay.
Alors ( @p41, byt ) estun couple de réels vérifiant : f** = a1 f + bpyql.
J’en conclus par le théoréme de récurrence simple que pour tout entier naturel n, il existe un couple ( a,, b, ) de réels tel que f™ =
anf + byl.

car f et I sont
linéarement

indépendants
~

Unicité:af + bl =af +pl = (a—a)f + (b—B)I =0 = b—B=0eta—a=0.
J’en conclus que pour tout entier naturel n, il existe un unique couple ( a,, b, ) de réels tel que f™ = a,f + b,l.

1 1
ag=0etby=1etvneN,a,,;1 = b, +5anet bpi1 = 2 n.
1 1 1
3.cvneN,ayp =bpiq + 20n+1 =5 n + 5 Angy.
1 1 1 -1 . . P
3.d Posons (e.c):1? — =3 (r—1) (r + E) =0.Doncry=1letr, = - Alors, il existe deux réels u et v tels que :

2) 1/(1

—1\" v 2 2 .. . n=1
Vn,an=u+v(7) .Alorstao=u+vet1=u—5doncuz;etvz—E.Alnsu‘v’n,anZE—E(E) .

1 12 1/1\*1 1 1/1\"72 . 1\*1 . 2 . 1
3.eAlors,Vvn € N,b, 1 =-a, ==|=— —(—) = ———(—) . Alors, comme lim (—) =0, lim a, == et lim b, ==
2 213 31\2 3 31\2 n—+oo \2 n-+oo 3 n-+oo 3

On pose p =§f+§letq =]—-p.
4.a p étant une combinaison linéaire d’endomorphisme de E, p est un endomorphisme de E. De plus,
2
p? = Gf + é]) = %(élf2 +4f +1) = %(Zf +2I+4f+1) = %(Zf + 1) = p. Ven conclus que p est la projection vectorielle sur
Im(p) et parallelement a Ker (p).

Im(p) = {;f(ic’) +%£/5& = E} - {(f +%1) <§> Jz€ E} - {(f +%1) (D)/ie E} - Im<f+%l> = Ker(f — D).
Ker(p) = {9? € E/éf(a?) +%£ - 6} - {9? €E/f@ +%£ - o} = Ker (f+%1> = Im(f — D).
p =§f+§l € vect(l, f)

5 5 .Donc, vect(p,q) < vect(f,I) (car vect(f,I) est stable par combinaison linéaire).
q=1-p=—3f+31€vect(l,f).

4.b (5)

I =p+q €vect(p,q)

1 . Donc, vect(f,I) c vect(p,q).
f=1@p-q) € vect@,q) (7.1) < vect(p.q)

Réciproquement, en résolvant (S), j’obtiens : {

Ainsi, vect(f,I) = vect(p, q).
4.c Soitn € N*.Comme p et g commutent ( car pq = Oyz) = qp), la formule du bindme de Newton assure que :

=@ -0 = 2 (Ero(@ (") = & (Shoo(() 24" (~ 1) g )

1 - - ! -
=3 @D ) = ZEWTHEDY 5 m @+ D),
car pqg=0 car p*=p
donc pkqn-k=0 donc Vk=z1,pk=p

5.Comme Ker(f —I) @ Ker (f + %1) = E et dimE estfinie, considérons une base B de E concaténation d’une base B; = (4;);=1., de

Ker(f —I) etd' une base B, = (7,);=1.4 de Ker (f + il) ou p et g sont deux entiers naturels tels que p + q = dim(E).

Alors Vu, € By, f(w,) =u, etVvv, € B, f(v,) = —;ﬁ'. J’en déduis que la matrice de f dans B estdiag| 1,1, ...,1, —%, —%, . ,—%
p fois q fois

Soitn € N\{0,1} et E = Ry, [X] et @, définie sur E par: ®4(P) = (3= X2) P’ + aXP.



1. Déterminer les valeurs de a pour lesquelles @, est un endomorphisme de E. Désormais a est choisi de sorte que @, est un
endomorphimse de E' .

a B
Soit k € [—n,n]. Déterminer des entiers a et 8 de sorte que : P, = (X + %) (X = %) vérifie @, (Py) = kPy.
Montrer que la famille B = (P_p,, P_41, --» P—1, Po,, Py, -, P,) est une base de R, [X].
Déterminer la matrice D de ®,dans B.

SoitA € R. Montrerque: 3P € E/P # 0 et ®,(P) = AP sietssi A€ [-n,n].
Montrer que @, n’est pas ni injective , ni surjective.

Justifier que D est semblable a une matrice dont tous les coefficients diagonaux sont égaux.

N R

Construire a aide de ®,un endomorphisme de E dont la matrice dans une base bien choisie est diagonale avec uniquement les
réels 0,1,4,9,..,4n” sur la diagonale.

1. ®y(aP + Q) = G —X?) (@P + BQ)’ + aX(aP + Q) = (2 - X2) (aP’ + Q") + aX(aP + BQ)

=a G - XZ) P'+ aaXP + G - XZ) Q'+ paXxQ = a®,(P) + pD,(Q). Donc @, est linéaire pour toute valeur de a.

Soit P € Ry, [X] tel que P = uX?" + vX? 1 + T(X) avec u, v,réels et T € Ryp,_,[X] .

Alors, @, (P) = G —X?)P' +aXP = G - xz) (2nux?m=1 4+ (2n — X2 + T'(X)) + aX(@X?" + vX2=1 £ T(X))

(2n—-1)
4

1 1
= —2nuX?"*1 — 2n — DvX?" - X?T'(X) + (EnuXZ"'1 + vX?n2 4 ZT’(X)) + auX?™*1! + qvX?™ + aXT(X)

= (a — 2n)uX?™*! + Q(X) avec Q € R,,[X]. Donc VP € Ry, [X], ®,(P) € Ryn[X] © VU ER,(a — 2n)u =0 & a = 2n.

Ici, ®, € “ (R, [X]) & a = 2n.

« i
2. Soitk € [-n,n]. Soit a et § réelset P, = (X + %) (X - %) .

@a(P) = (2= x?)[a (x + D7 (- g (x+ 2" (x - ;)’“] wanx (x+3)" (x -2
a a-1 B a

et o) ) o) o) e ) ) B o (-3 G
panx(x+2) (X_g)ﬂ
a—1 1

end) " 3) ol g) oo (o) el i) e 3)e-3)
B e e e e e ]
=(X+%)a_ (X—%)B_ [—aX3+a%X2—ﬁX3 B= X2+ﬁX+ﬁ8+4X a;+2nX3—2n%X]

1 a—-1 ﬁ

>) (x--) [(Zn a— X+ @—p)5 g (4+Z—§>X+(ﬁ—a)]

=(x+
Alors, @, (Py) = kPy
= (7 ) o e (s 0= (3 () )
4:)(X+§)a_1(X—§)B_1[(211—0:—,8)X3+(a—ﬁ)lX2+(§+%—E)X+(B—a)%—k(X+§)(X——)] 0.

o @n-a-px3+@-pix2+(E+i-Yx+-wi-k(x+3)(x-3)=0.

(:)(2n—a—ﬁ)X3+(%—§—k)Xz (§+Z—E)X+(/)’—a)g+1=0

a_B_ k=
o 2 , k=0 @{a;[?:Zn {a+/i’=2n‘:){a=n+k
a n a _ o L
z'+'z'—'z =0 7 3 k=0 a ﬂ =2k ﬂ n—k
k
l(ﬁ—a)§+;=0

a B
Ainsi, (@, f) = (n + k,n — k) est lunique couple tel que P, = (X F %) (X = i) vérifie @, (Py) = kPy.De plus,

\tk n\n—k
deg((X+E) (X_E) )=n+k+n—k=2nDoncP, € R,,[X].

3. Vk e[-n,n], P, € Ry,[X] et card(Py)g=—n.n = 2n+ 1 = dimR,,[X]. L reste & prouver que la famille est libre.
Soit A_,, A_py1, - Andesréelstelsque: A_, Py + APy + -+ 1,8, = 0.

2n-1

Alors, A_ (X — %)Zn + A (X - %)Zn_l (x+ %)1 ot Ao (X - ;)1 (x+3) +a,(x+ %)Zn =0.

. 1 1., . 1\2n ) 1)2"
En évaluant en- puisen—-,j obtiens: 1, (Z) =0donc A, =0 puisi_, (— Z) =0doncl_, =
2n-1

AOTS, 2_pa1Popys + Aoy Puoy = 0 ke Ay (X — %)2"_1 (x+ %)1 ot Ay (X = %)1 (x+3)  =o



5.

Donc (X + %) (X - %)[/1_,”1 (X - %)zn_l + ot Ay (X + %)zn_l] = 0.Comme (X + %) (X - %) n’est pas le polynéme nul,
. 1\2n-1 1\2n-1
nécessairement, A_, 11 (X - E) +o A (X + E)

An—1 =0.Alors, A_p1o2P_pin + -+ A_2P,_» = 0 c’est-a-dire:

e (6= (04 e (-2 (102)

. N 1 1,
= 0.En évaluanta nouveau en= puisen —=,j’obtiens: 1_, ;1 =
2 2

- () (= (97 422 <0

On itére le procédé n fois . Apres avoir ainsi, prouvé que A_, = A, =A_p41 = Apg =+ =A_1 = 41 =0, jobtiens: 1;P, = 0.Comme

n n
Py = (X - %) (X + %) # 0, nécessairement 4, = 0. Ainsi, la famille (P)x=—_n.n est libre et finalement est une base de R,,[X].

I( Gy (Pp) = —nP,
Og(P_p1) = (—n+ DP_ppq
vk € [-n;n], ®,(P,) = kP i.e. : .Donc D = matg®, = diag(—m; —n +1;....,n— 1;n).
@y (P) =nh,
Soit 1 € R.

APEE/P #0 et O, ,(P) = AP
sietssi AP EE/P #0 et P € Ker( @, — 2id)

sietssi ®, — Aid n’est pas injective ) ) o
) ) . L car E est de dimension finie .
sietssi ®, — Adid n’est pas bijective

sietssi D — Al n’est pasinversible
sietssidet(D — A) =0
sietssi[If_,(k—1) =0
sietssite{—n—n+1;...,.n—1;n}.

6. Enparticulier3P € E/P # 0 et ®,(P) = 0.P = 0. Donc Ker(®,) contient un vecteur non nul. Donc, ®,n’est pas injective.
Comme @, est un endomorphisme dans un K — e — v de dim finie, ®,n’est pas surjective.
7. ®,(X°) =2nX et Vk € [1;2n], P, (X*) = G— XZ) kXK1 4 2nX** = 2n — k)X*H + EXk'l. Donc, la matrice M de ®,dans
0 1 0
(211 0 2
3
B, =(1,X,X?% .., X*)estM = 0 20”'12 02 40 . Donc comme M et D sont deux matrices d’un méme
: n-
IR
0 01 0
endomorphisme, D et M sont semblables.
8. matg®? = D? = diag(n?,(n — 1)?,...9,4,,1,0,1,4,9, ...,n%). Donc ®Z est un endomorphisme de E dont la matrice dans la base B
est diagonale avec uniquement les réels 0,1,4,9, .. ,4n? sur la diagonale.
Qcm

1)

Soit E un R-e-v de dimension 3 rapporté a la base B = (a, b, c) .

Soientu=—a+b+2c, v=a+cetw=2a—b—c et F=vect(u,v,w).

-0 o0 0T O

3)

4)

5)

La famille (u, v,w) est libre mais pas génératrice de F. g F={aa+pb+yc/af,yréelseta+3—y =0}
La famille (u, v,w) est génératrice de F. h. dimF =2
La famille (u, v, w) est une base de F. i. dimF=3
La famille (u, v) est libre. jo dimF=1
La famille (w, v) est une base de F. k. E=F
F={(xy,2)/x+3y—z=0} . FcE.
. . . _ P 3 (x+y—2z=0
Soit £ un K-e-v de dimension 3de base B = (a,b,c) . Soit F = { xa + yb + zc/(x,y,z) € K ,{ Xx+2y=0 }.
dimF = 2 d. wvect(b,c) estun supplémentaire de F dans E.
((-2,1,—-1)) estune base de F. e. Ilexisteu €L(E,R*) telque F = Ker (u).

G ={xa+yb+zc/(x,y,z) € K3, x = y}estun
supplémentaire de F dans E.

SoitA = (_1 O),B = (1 2),C = (1 1) ,D = ( 0 1) des vecteurs de M,(R).rg(4,B,C,D) =

2 1 3 4 2 2 -2 1
a. 1 d. 4
b. 2 e. 5
c. 3 f. 0
rg((x » 2),3cos, sin, 4cos?, 7sin?) =....
a. 0 d. 3
b. 1 e. 4
c. 2 f. 5
n € N. Parmi les familles suivantes, lesquelles sont libres :
(1-2X,X?—4X+1,3,3X — 7X°) c. (1,(xme®), (xme?),(xme), .., (x-e™)

((1,23,4),(-1,021),(1,1,2,2),(0,1,-2,1))



6)

7)

8)

9)

10)

11)

12)

13)

14)

(3ch, 2sh, —7exp)

(X + D= D" )com K [@wu1y,..0,0011,..,1),(0,000.1,..1), ..., ( 0,0,..,0 ,1,1
((Dnen, @"nen, BMnens - (P™Inen) oUp € N Znuplets 2n~—2 zéros
<(—1 0) ) (1 2) ) ( 0 1) ) (1 1)) L ((Dnen, (1 + Dpen, (1 + 2)pen)-

2 1 3 4 -2 1 2 2

BE-1)X-2),-4X(X —2),5X(X — 1))
(142X +3X24+4X3,—-1+2X2+X3,1+X+2X?+
2X3,X —2X%2 + X3)

010
(1,N,N2)ouN=<o 0 1)

0 0 O
Soit f: R? - R une application linéaire telle que f((O,l)) =10et f((l,O)) = 2. Alors f((7,9)) =
a. b2 d. 12
b. 104 e. 112
c. 20 f. 88
Soit f: R% - R¢[X] une application linéaire telle que dim(Ker(f)) = 4. Lerangde f est:
a. 1 d. 4
b. 2 e. 5
c. 3 f. 6
Parmi les applications suivantes, lesquelles sont linéaires :
fiR? > R?, f((x1, %)) = (2x1,3x, + 1) f. f:CY([01LR) > RZ f() = (f, (®)dt, p(0) + ¢'(1))
7
fiR?2 = R f((x,y)) = (x + yV2,4x =3V 6y — nx) g f:R[X]~R f(P)=B(0) folﬁ(t)dt
— T
pann@ - w1 (¢ 4)=(, 0 5270 R @ = (0 (D0 )
f:R - R? f(x) = (x,x%) i.  f:RIX] = RN, f(P) = (P(n))nen -

fiR? > Ry[X], f((a, b)) = (a —3b)X + (2a + b)
Soit f: Rs[X] = R® une application linéaire telle que dimKer(f) = 2. f est:

ni injective , ni surjective. c. injective, mais pas surjective

bijective d. surjective, mais pas injective

Soit f: R” - R3 une application linéaire surjective. Le rang de f est ....

a. 5 d. 2 g. 6

b. 4 e. 1 h. 7

c. 3 f. O i. 8

Soit f: R® - R* une application linéaire et u, v, w, t des vecteurs de R3. La famille (f (w), f (v), f(w), f(£)) est -elle libre ?
Oui si f estinjective. b. Non. C. Oui. d. Onne saitpas.

Soitu = (1,2),v = (1,—1) et w = (5,1). Pour quelle valeur du paramétre a , existe-t-il une application linéaire f telle que f(u) =
(=15, f(w)=(1,—4) et f(w) =(1,a+1).Réponse:a =.......

a. -1 d. -8
b. 0 e. 2
c. -2 f. 3
Soit f: R3 - R3 une application lingaire telle que :f((x, Y, z)) = (3x + 4y,7x + 122,12y + z). Laquelle des matrices suivantes est
la matrice de f par rapport & la base canonique de R3?
3 0 4 3 7 0 3x +4y 3 4 0
< 7 12 12> b. <4 0 12) C. <7x + 122) d. (7 0 12)
12 1 0 0 12 1 12y +z 0 12 1
e. f estinjective et non surjective g. f n’estniinjective, nisurjective.
f.  f estsurjective et non injective. h. f estunautomorphisme.
Soit f € ¥ (C", M, (C)) ou C™*, M,,(C) sontdes C — e — v.
Ker(f) estun ss-e-vde M, (C) e. Im(f)estunss-e-vde M,(C)
(f1,0,..,0),f(0,1,0,...,0), ...,, (0,0, ...,0,1)) est une base f. rg(f)<n
de Im(f). g. toute matrice de M, (C) a un antécédent par f.
dim (Ker(f)) <n h. lamatrice de f dans les bases canoniques
la matrice de f dans les bases canoniques de C" sur M,,(C) comporte n lignes et n colonnes.

de C" sur M,,(C) comporte n” lignes et n® colonnes

15) Soit f ' application linéaire de M, (R) dans R5[X] linéaire telle que :

f((—ol g)) —2 f((g é)) = —1-3X, f((g g)) =5x+ 2X3,f<(8 g)) —2x2.

On note B; et B, les bases canoniques respectives de M,(R) et R3[X]

b.

a. f estinjective et non surjective c. f n’estniinjective, ni surjective.
f estsurjective et non injective d. festunisomorphisme.

)



f estun automorphisme.
(6 D) (D) (@ 0))esme
2-100 -1000
g matp g, f = g _03 (5) g) i. matgp,f= 8 (1) g 8
00 20 0 002
o 3 5238 i f((a Z))=—2a—b+(53—c—3b)X+dX2+§cX3
h. matg p f = 0 0 0 1 ¢
a b 2 -1-3X
00230 k- f<(c d)>=(5X+2X2 )
16) Soit f € v (R,[X]) etk € N. Soit B et B'deux bases de R,,[X].
Ker(f¥) estun ss — e — v de Ker(f¥+1). d. Im(f¥) estunss—e—v deIm(f¥+)
f e R, [XDerg(f) =n. e. matg f(P) = matg B X matgf X matgB' X matg P
c. (f((1,0,..,0),£(01,0,..,0),...,, (0,0, ...,0,1)) est une f. (3P € Ry[X]/P # 0et f(P) = AP) < det(f — Aldg [x]) = 0.
famille génératrice de Im(f)
1 -2 1
17) Soit f 'endomorphisme de R3 canoniquement associé 8 A = <—1 4 —3).
2 0 -2
a. (1,1,1) € Ker(f).
b. f((-2,11)) = (-4,6,—4)
c. rg(f)=1
d. Ker(f)@®Im(f) = R3
e. Im(f) =vect((1,-2,1),(-1,4,—-3),(2,0 — 2))
f. (QueRd/uzOletf(u) =)< Ae{0,-25})
g Im(f — 5idgs) = R3
h. f3—3f2+10f=0
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