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DS 7

4h -Calculatrice interdite- Un QCM (2 pages recto-verso) + deux exercices (1 page) + une annexe (1 page).

Exercice 1 QCM. Voici les consignes :

1)

2)

g.
h.

4)

S0 Qo0 oo

Répondre sur ’annexe-réponse agrafée en fin de sujet ( Cf consignes en haut de ’annexe) .
Le QCM doit étre rendu au bout de 1TH30 maximum et il est interdit de sortir de la salle avant
de Pavoir rendu. Vous glisserez vos brouillons de recherche du QCM dans la copie finale.
SoitA = (1 2),B = (_1 0),C = (1 1) ,D = ( 0 1) des vecteurs de M,(R).rg(4,B,C,D) =

3 4 2 1 2 2 -2 1
a. 5 d. 2
b. 4 e. 1
c. 3. f. O
rg((x » 2),cos, 2sin, 7cos?,3sin?) =
a. 5 d 2
b. 4 e. 1
c. 3. f. O
Soit n € N. Parmi les familles suivantes, lesquelles sont libres :
(1-2X,X?—-4X +1,3,3X —7X%) i ((Wnenr Cnens BMnens o r PMnen) OUp € N,
(1, (x » €%),(x » e¥),(x » e%%), ..., (x P e™)) i (1+2X +3X%2+4X3,-1+2X>+X3,1+X +2X%*+
(3ch, 2sh, —7exp) 2X3,X - 2X* +X3)
((1,2,3,4),(-1,0,2,1),(1,1,2,2),(0,1, —2,1)) k. X —1(X—2),—-4X(X —2),5X(X — 1))
01 0 . (0121,,..,1),(0,0,0,,..,1),(00,0,0,0,1,..,1), ..,
(I,N,NZ) ouN = <0 0 1) 2n+1uplets
0 0 O
((Dnen, (0 + Dne, (0 + 2)nen) (M 1'1))
(X + DFX = 1" ). anairos
(G DG D% DG D)
Soit E un R-e-v de dimension 3 rapporté a la base B = (a, b, c) .
Soientu=—a+b+2c, v=a+cetw=2a—b—c et F=vect(u,v,w).
La famille (u, v, w) est génératrice de F. g. dimF =3
La famille (u, v, w) est libre mais pas génératrice de F. h. dimF =1
La famille (u, v,w) est une base de F. i. dimF =2
La famille (w, v) est une base de F. . E=F
La famille (u, v) est libre . k. FcE.
F={(xvy2)/x+3y—z=0} . F={aa+pb+yc/apf,yréelseta+3—y =0}
Soit E un K-e-v de dimension 3 de base B = (a, b, c) . Soit F = { xa + yb + zc/(x,y,z) € K3, {x;—gz—yi:oo }.
dimF = 2 d. G={xa+yb+zc/(x,y,z) € K3 x =y}estun
((—=2,1,—1)) estune basede F. supplémentaire de F dans E.
vect(b, c¢) est un supplémentaire de F dans E. e. llexisteu €L(E,R?) telque F = Ker (u).

6)

7)

8)

Soit f: R? > R une application linéaire telle que f((O,l)) =10et f((l,O)) = 2. Alors f((7,9)) =

a. 20 d. 88

b. 112 e. 104

c. b2 f. 12

Soit f: R” - R¢[X] une application linéaire telle que dim(Ker(f)) = 4. Lerangde f est:

a. 6 d. 3

b. 5 e. 2

c. 4. f. 1

Parmi les applications suivantes, lesquelles sont linéaires :

f:R? = R? f((01,%2)) = (221, 3%, + 1) f. f:C'([0,1],R) > R% f(9) = (f; 9()dt, p(0) + ¢'(1))
fiR? > R, £((x,3)) = (x + yvZ, 4x — 1y, 6y — mx) g f:R[X] - R f(P)=P(0) [ P(t)dt
fiR - R f(x) = (x,x?) h.  f:RIX] > RY, £(P) = (P(n))nen

f:R? > Ry[X], f((a,b)) = (a—3b)X + (2a + b)

. RN =u0u101u0u1T.
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9) Soit f:R” - R3 une application linéaire surjective. Le rang de f est ....

a. 8 d 5 g 2
b. 7 e. 4 h. 1
c. 6 f. 3 i. O
10) Soit f: Rs[X] = R® une application linéaire telle que dimKer(f) = 2. f est:
a. niinjective, ni surjective. c. injective, mais pas surjective
b. bijective d. surjective, mais pas injective

11) Soitu = (1,2),v = (1,—1) et w = (5,1). Pour quelle valeur du parametre a , existe-t-il une application linéaire f telle que f(u) =
(—=15),f(w)=(@1,—-4) et f(w) =(1,a+1).Réponse: a =.......

a. 0 d. -1

b. 1 e. 2

c. -3 f. -2
12) Soit f:R3 - R* une application linéaire et u, v, w, t des vecteurs de R3. La famille (f(w), f(v), f (W), f(t)) est -elle libre ?
a. Ouisif estinjective. b.  Non. c. Oui. d. Onnesaitpas.
13) Soit f € ¥ (C"*, M, (C)) ou C*, M,,(C) sontdes C — e — v.
a. Ker(f)estunss-e-vde M,(C) f.  toute matrice de M, (C) a un antécédent par f.
b. Im(f)estunss-e-vde M,(C) g. f n’estpasunisomorphisme de C" sur M, (C)
c. dim (Ker(f))<n h. lamatrice de f dans les bases canoniques
d rg(f)sn de C" sur M,,(C) comporte n lignes et n? colonnes.
e. (f((10,..,0),1(010,..,0),..,,f(0,0,..,0,1)) estune base i. lamatrice de f dans les bases canoniques

de Im(f) de C" sur M,,(C) comporte n? colonnes et n? lignes.

14) Soit f:R3 - R3 une application linéaire telle que :f((x, Y, z)) = (3x + 4y,7x + 122,12y + z). Laquelle des matrices suivantes est
la matrice de f par rapport & la base canonique de R3?

3 7 0 3x + 4y 3 0 4 3 4 0
a. 4 0 12 b. <7x + 122) c. 7 12 12 d. 7 0 12
0 12 1 12y +z 12 1 0 0 12 1
e. f n’estniinjective, nisurjective. g. festinjective et non surjective
f.  f estun automorphisme. h. f estsurjective et non injective.

15) Soit f ' application linéaire de M, (R) dans R3[X] linéaire telle que :

f((—ol 8)) — 2, f((g é)) =-1-3X, f<((3) 8)) =5X+ 2X3,f<(8 g)) —2x2.

On note B; et B, les bases canoniques respectives de M, (R) et R3[X]

a. f n’estniinjective, nisurjective. -2-1 0 o
b. festunisomorphisme. h. matp pf = 8 —03 563 (1)
1,92
c. festunautomorphisme. 0 0 2/30
d. f estinjective et non surjective 2 1—3x
. . L . . a _ -1 —
e. fest surjectlvezet 208 |81ect|ve B f<(c ) = (SX + 2X2 2 x2 )

2)
j. f((a 2)) =—2a-b+(X-3b)X +dx? +2cx3

k. <f<(1 1))f<(1 é)) f(((l) é)))estunefamillelibre

f. matBl'BZf = 8
0

|

[y
OOHOOO
S wo omNn O
NOO OO NO

g. matBl'BZf = 8
0

1 -2 1
16) Soit f 'endomorphisme de R3 canoniquement associé 8 A = (—1 4 —3).
2 0 -2

a. (1,1,1) € Ker(f). e. Im(f) =wvect((1,-2,1),(—1,4,-3),(2,0 - 2))

b. f((=2,1,1)) = (—4,6,—4) f. (QueR3/u#0etf(u)=u) < (A€ {0,-2,5})

c. rg(f)=1 g. Im(f — 5idgz) =R3

d. Ker(f)®Im(f) = R3 h. f3—-3f2+10f=0

17) Soit f € ~ (R,[X]) etk € N.Soit B et B'deux bases de R, [X].

a. Ker(f*)estunss—e—vdeKer(f*?). d. fevRyXDeSrg(f) =n.

b. Im(f¥)estunss—e—v de Im(f¥*1). e. maty f(P) = maty B X matyf X matgB’ X matgP.

c. (f((1,0,..,0),£(0,1,0,..,0),...,, (0,0, ...,0,1)) est une f. (3P € Ry[X]/P # 0et f(P) = AP) < det(f — Aldg [x) = 0

famille génératrice de Im(f).

Fin du QCM



Exercice 2 pansce probleme E désigne un R - espace vectoriel.

Onnote -/ (E) lensemble des endomorphismes de E et ] = id; Uendomorphisme identité¢ de E et0 = 0 (g

Uendomorphisme nul de E. On considére f un endomorphisme de E vérifiant : f2 = %(f + ).

1. f peut-il étre une homothétie ? (un homothétie de E est une application linéaire de la forme Aidj telle que 1 € R).
2. Cas général.
2.a Prouver que ’endomorphisme f est un automorphisme et exprimerf‘1 comme combinaison linéairede [ et f .

2.b Justifier que Ker(f —I) et Ker(f + %1) sont deux ss-e-v de E stables par f.

2.c Montrer que Ker(f — 1) @ Ker (f + %1) =E.

2.d Calculer (f — I) (f + %1)

2.e Endéduire que Ker(f —1) = Im (f + %I) (on montre de la méme maniére que Ker (f + %I) =Im(f —1)).
On suppose désormais que f et I sont linéairement indépendants.
3.itérésde f .

3.a Exprimer f3et f* comme combinaison linéaire de f et I .

3.b Etablir que, pour tout entier naturel n, il existe un couple ( a,, b,, ) de réels et un seultelque : f™* = a,f + b, 1.

Exprimer a, ., et b,,, enfonction de a,, et b,,.

3.c Formerunerelationentre a,,,,a,41 €t a, .

3.d En déduire les expressions de a,, et b,, enfonction de n pourn € N.
3.e Vérifier que nliToo a, =§ et n&rpw b, = %

4.0n posep =§f+§letq =]—p.
4.a Justifier que p est la projection vectorielle sur Ker(f — I) et parallelement a Im(f — I).
4.b Montrer que vect(f,I) = vect(p, q).
4.c Exprimer fcomme combinaison linéaire de p et q.

5. On suppose, dans cette question, que E est de dimension finie. Montrer qu’il existe une base B de E telle que matgf

est diagonale dont la diagonale est constituée de —é etdel.

Exercice 3

Soitn € N\{0,1} et E = R,,[X] et ®, définie sur E par: ®,(P) = G — XZ) P' + aXP.

1. Montrerque: @, estunendomorphisme de E < a = 2n. Désormais a = 2n.

Soit k € [—n,n]. Déterminer des entiers a et § de sorte que : P, = (X + %)a (X — %)ﬁvérifie @,(P,) = kP,.
Montrer que la famille B = (P_,, P_p41, «-o» P—1, Py, , Py, .., B,) est une base de R,,[X].

Déterminer la matrice D de ®,dans B.

Soit 1 € R. Montrer que : Ker(®, — Aid) # {0} sietssi A € [—n,n]. (indication : on pourra utiliser maty (P, — Aidy))
En déduire que @, n’est pas ni injective , ni surjective.

Justifier que D est semblable a une matrice dont tous les coefficients diagonaux sont égaux.

O NG AW

Construire a l’aide de ®,un endomorphisme de E dont la matrice dans une base bien choisie est diagonale avec
uniquement les réels 0,1,4,9, .., n? sur la diagonale.
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Annexe-réponse QCM:

Consignes pour les réponses :

e Cochertoutes et uniquement les bonnes réponses.

e Attention : la grille ci-dessous propose souvent davantage de réponses que le
QCM. Ignorez ces réponses superflues, considérées comme incorrectes (il ne faut
donc pas les cocher).

e Attention : vos voisins n’ont pas le méme sujet que vous.... Inutile de vous tordre le
cou pour copier leurs réponses !

Questions Réponses
Q1 a b c d e f g h i | k |
Q2 a b c d e f g h i | k |
Q3 a b c d e f g h i i k L
Q4 a b c d e f g h i i k L
Q5 a b c d e f g h i i k L
Q6 a b c d e f g h i i k L
Q7 a b c d e f g h i i k L
Q8 a b c d e f g h i i k L
Q9 a b c d e f g h i i k L
Q10 a b c d e f g h i i k L
Q11 a b c d e f g h i i k L
Q12 a b c d e f g h i i k L
Q13 a b c d e f g h i i k L
Q14 a b c d e f g h i i k L
Q15 a b c d e f g h i i k |
Q16 a b c d e f g h i i k |
Q17 a b c d e f g h i i k L







