CHAPITRE 0 Mathématiques

Langage, notations et raisonnements mathématiques

| Langage et écriture mathématiques

0 . Voici une liste non-exhaustive d’abréviations a ne pas Rque est mon abréviation pour « remarque ».

confondre avec les symboles mathématiques : cste est mon abréviation pour « constante ».
ive! est I'abréviation pour I'expression latine « id est » et fct® est mon abréviation pour « fonction ».

signifie « c’est-a-dire ». cst(e) est mon abréviation pour « constant(e) ».
tq est 'abréviation pour « tel que ». resp. est mon abréviation pour « respectivement ».
NB est I'abréviation pour « nota bene » qui signifie « a prop. est mon abréviation pour « propriété ».
noter » ( remarque importante) théo. est mon abréviation pour « théoréme ».
sietssi est mon abréviation pour « si et seulement si ». def. est mon abréviation pour « définition ».
mgq est mon abréviation pour « montrons que ». Init® est mon abréviation pour « initialisation ».
sq est mon abréviation pour « supposons que ». Propag® est mon abréviation pour « propagation ».
ex est mon abréviation pour « exemple ». e. v est mon abréviation pour « espace vectoriel».

¢ -ex est mon abréviation pour « contre exemple ».

1.

2.

1. Ensembles

Un ensemble E est une collection d’objets. Un ensemble est fini lorsqu’il contient un nombre fini d’objets. Sinon on dit qu’il
est infini. @ est I'ensemble vide ne contenant aucun objet.
€ symbolise I'appartenance a un ensemble et s’emploie entre un objet et un ensemble. « x € D » se lit : « 'objet

x appartient a 'ensemble D » ou « I'objet x est élément de D». « x & D » signifie que x n’est pas dans D.

3.

10.

11.

12,

U symbolise I"'union et s’emploie entre deux ensembles. Si A et B sont deux ensembles alors A U B est I'ensemble
contenant les éléments de A et les éléments de B . Appartenira A U B, c’est étre dans A ou dans B . Ainsi, x E AU B
sietssix € Aoux € B.

N symbolise 'intersection et s’emploie entre deux ensembles. Si A et B sont deux ensembles alors A N B est 'ensemble
contenant tous les éléments communs a A et B . Appartenira A N B, c’est étre dans A et dans B .Ainsi, x EANB

sietssi x € Aetx € B.

Les ensembles A et B sont disjoints lorsque A et B n’ont aucun objet en communi.e. ANB =@

Si A4, 4,,.., A, sont des ensembles alors U=, 4; est 'ensemble contenant tous les éléments de A;, 4,,..et A,,.

et N}, 4; est 'ensemble contenant tous les éléments COMMUNS a tous les A4, 4,,.. et A,.

Si pour tout entier naturel i, A; est un ensemble alors Uf55 4; ou U;ey A4; est 'ensemble contenant tous les éléments de
tous les A; et N75; A; est 'ensemble contenant tous les éléments communs a tous les 4;.

C symbolise I'inclusion et s’écrit entre deux ensembles . Si A et B sont deux ensembles alors A € B signifie que tous les
éléments de A sont dans B.

A est une partie de B ou encore que A est un sous-ensemble de B lorsque A € B.

\ symbolise la privation et s’écrit entre deux ensembles . Si A et B sont deux ensembles alors A\B , A privé de B, est
I’ensemble de tous les éléments de A qui ne sont pas dans B.

10 bis lllustration : ANB

: T

X s’écrit entre deux ensembles pour créer un ensemble dit produit constitué de couples. A X B est I'ensemble des couples
(x,y) telsque x € Aety € B. A X A est noté A2. Par extension, A X B X C est I'ensemble des triplets (x,y, z) tels que x €
A,yEBetz€ C.Et.AXAX Aestnoté 43 ...

La double accolade {....} désigne un ensemble.

10 ) . 10
Exemple : {—\/E ;0 ;?} est '’ensemble contenant les trois réels —\/E; 0 ot

SiA=]—+2,m]etB=7alosANB={-1;0;1;2;3}.



13. / selit et signifie « tel que », il est trés souvent remplacé par une simple virgule.
14. Notation ensembliste:E ={ x€F /[ P(x) est vraie} = {x € F, P(x)} signifie que E est 'ensemble des éléments de
N’ —_

les objets ce sont ceux
de E sont qui vérifient
des objets de F la propriété P

F qui vérifient la propriété P. Cela entraine que E C F.
14 bis Exemples : 1) ]1;;] ={xeR/l1<x< g} etR? = {(x,y)/x € Rety € R}.

intervalle
2)E = {953 /x € [-1,3]} = {t € R/3x € [—1,3],t = x?]} contient les carrées des réels compris entre —1 et 3.
EE
3) Soit A et B deux sous-ensembles de E.

ANB={x€eE/xcAetx€B} etAUB={x€E/x€ Aoux € B}
A\B={x€E/x€Aetx & B} et AXB={(x,y)/x€Aety€ B}
15. Lettres grecques fréquemment utilisées en maths :

AaBPITY|AS|Ee|ZC
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2. Fonction (ou application) -Suite-Equation

16. Une application d’'un ensemble E dans un ensemble F est une relation qui a chaque objet de E associe exactement un objet

de F. On note FE ou . 7 (E, F) 'ensemble des applications de E dans F.
E - E)

XX

18. Une fonction f d’un ensemble E dans un ensemble F est une relation qui a chaque objet de E associe au plus un objet de
F.Onnote f : E = F. En pratique ( programme de PCSI), on confondra application et fonction.
Le domaine de définition de f noté Df est I'ensemble des éléments de E a qui f associe un objet de F. Si x est dans le
domaine de définition de f et on note f(x) I'objet de F associé a x par f. Lorsque y = f(x), y est appelé I'image de x par

17. L'identité sur E est I'application id: (

- E->F
f et x est un antécédent de y par f. On note f : (x = f(x)) ouf: <x o f(x)) .
18 bis lllustrations :
Soit f la fonction qui associe a chaque professeur 1) Cas des fonctions de R dans R. Soit f la fonction
de la classe sa couleur d’yeux . E est I'ensemble qui, a chaque réel, associe le carré de ce réel. Alors
des professeurs de la classe, F est I'’ensemble des f est notée f : (R: H%) Une telle fonction de R
couleurs d’yeux : marron, noisette, vert et bleu. O R )
dans R est représentée de la maniére suivante :

F et E étant finis,on représente f sous la

forme suivante : Y

B L e R L * LR s R ]

-1

19. Une suite réelle ( resp. complexe), notée souvent u, est une application de N (ou d’un ensemble de N contenant tous les

entiers supérieurs a un entier naturel n, fixé) dans R ( resp. dans C). Le réel (resp. complexe) u(n) est noté u,, et la suite u



est aussi notée (Uy)nen OU (Un)nsn,y- On peut alors représenter une telle suite comme une fonction ( avec deux axes) ou
bien simplement placer les valeurs des u,, sur I'axe réel.
On note RYN ( resp. €N ) 'ensemble des suites réelles (resp. complexes).

. . . 1 R . . .
19 bis lllustrations : La suite (—1) peut étre représentée de ces deux manieres :
nz2

-08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3 32 34 36 38 4 42 44

0.2

ou tout simplement :

¢ 0
[0
<n
0
n
90

80

Q! On
ral
vl
9l
8l

:

20. Une équation est une égalité qui comporte une inconnue. Une équation peut le plus souvent s’écrire sous la forme :

f(X) = B ou f est une fonction connue de E dans F, B est un élément de F connu et X est I'inconnue, appartenant a E ou

a un sous ensemble E’ de E. Résoudre une telle équation dans E’, c’est déterminer tous les X € E’ qui vérifient f (X) = B
i.e. trouver tous les antécédents dans E’, de B par f.
20 bis Exemple : Trouver toutes les suites réelles u vérifiant Vvn € N,u,,,, — 2u, 4 + u, = 4, c’est résoudre |'équation
f(u) = b d’'inconnue u € RN ou f est I'application de RN dans RN qui associe a chaque suite (i) ey , 1a suite
(Upy2 — 2Up4q + Uy)nen et b est la suite constante égale a 4.
21. Lorsque I'on peut comparer les éléments de F, une inéquation est une inégalité qui comporte une inconnue. Une

inéquation peut le plus souvent s’écrire sous la forme f(X) = B (ou f(X) < B) ou f est une fonction connue de E dans

F, B est un élément de F connu et X est I'inconnue, appartenant a E ou a un sous ensemble E’ de E. Résoudre une telle
équation, c’est déterminer tous les X € E’ qui vérifient f(X) = B.

21 bis Exemple : Résoudre I'inéquation 3x? —v/x < 1 — 2x d’inconnue x réelle, c’est résoudre I'inéquation f(x) < 0
d’inconnue x € R* ol f est I'application de R* dans R qui associe, a chaque réel positif x, le réel 3x% —/x +2x — 1

3. Phrases mathématiques

22. Une proposition, une assertion, une conjecture mathématique sont des phrases mathématiques qui peuvent étre vraies ou
fausses.

23. Si P est une assertion mathématique alors la négation de P notée nonP est son assertion contraire : « P fausse » signifie
« nonP vraie ». En pratique, on écrit simplement « P » au lieu de « P vraie » et « nonP ». au lieu de « nonP vraie ».

23bisExemple : Soit P : «tous les entiers naturels sont positifs » .Alors nonP : « tous les entiers naturels ne sont pas positifs » ou

encore « il existe au moins un entier naturel strictement négatif ».
De maniére évidente, P et nonP ne sont jamais vraies simultanément; lorsque I'une est vraie, 'autre est fausse : P est vraie
sietssi nonP est fausse ; P fausse sietssi nonP vraie.

24. Une définition est un énoncé qui donne les caractéristiques (ensemble des propriétés essentielles) d'un concept, d'un objet.

Une définition est, par essence, vraie et ne se démontre pas.

25. Une propriété (prop.), un théoreme (théo.) , un lemme ou un corollaire du cours est un résultat vrai que I’on sait démontrer

a partir des définitions et d’autres propriétés démontrées préalablement .



4. Quantificateurs

26. ¥ se lit et signifie « pour tout »

27. 3 se lit et signifie « il existe ».

28. 3! se lit et signifie « il existe un unique ».
28 bis Exemples :

la phrase mathématique : « Vx € R, e* > 0. » se lit et signifie : «pour tout réel x, I'image de x par la fonction
exponentielle est un réel strictement positif » OU ENCORE «I’exponentielle de tout réel est un réel strictement positif »
Cette phase est-elle VRAIE ou FAUSSE ? Quelle est sa négation ?

la phrase mathématique : « Vx € R, 3y € N/x < y. » se lit et signifie : « tout réel x est inférieur a un entier naturel ».
Cette phase est-elle VRAIE ou FAUSSE ? Quelle est sa négation ?

la phrase mathématique : « 3y € N/Vx € R, x < y. » se lit et signifie : « il existe un entier supérieur a tous les réels. »
Cette phase est VRAIE ou FAUSSE ? Quelle est sa négation ?

la phrase mathématique : « 3!y € N/Vx € N,x = y. » se lit et signifie : « il existe un unique entier inférieur a tous les
autres entiers. » Cette phase est VRAIE ou FAUSSE ? Quelle est sa négation ?

la phrase mathématique : « Vx € [—1,1]\{0}& € ]—o0,—1] U [1, +oo[ . » se lit et signifie : «tout réel non nul et
compris entre -1 et 1 a son inverse supérieur a 1 ou inférieure a -1» Cette phase est VRAIE ou FAUSSE ? Quelle est sa
négation ? la phrase mathématique : « Vx € [—1,1]\{0}& € ]—o0,—1] U [1, +oo[ . » se lit et signifie : «tout réel non

nul et compris entre -1 et 1 a son inverse supérieur a 1 ou inférieure a -1» Cette phase est VRAIE ou FAUSSE ? Quelle est
sa négation ?

NB : la négation de « Vx € E, P(x) vraie » est « 3x € E/ P(x) fausse »
la négationde « dx € E/ P(x) vraie » est « Vx € E, P(x) fausse »

5. Connecteurs Iogigues

29. = se lit et signifie « implique » ou « si .. alors ... ». = s’emploie entre deux phrases (propositions) mathématiques P et
Q qui ont un lien de cause a effet. P = Q@ signifie et se lit « si P est vraie alors Q est vraie » mais ne dit pas si P est vraie ni
si Q est vraie.
La réciproque de P = Q est Q = P . Une implication peut étre vraie et sa réciproque fausse et inversement.
La contraposée de P = Q est nonQ = nonP.
P = (@ signifie que : Q est vraie dés que P est vraie ce qui veut dire que I'on ne peut jamais avoir P vraie et Q fausse ;
autrement dit, Q vraie est une condition nécessaire pour que P soit vraie autrement dit : si Q n’est pas vraie alors P n’est
pas vraie. Donc, P = Q si et seulement si nonQ = nonP

30. ARETENIR:

» P = (Q signifie que P est une condition suffisante pour que Q soit vraie et signifie aussi que Q est une condition nécessaire
pour que P soit vraie.

» Une implication et sa contraposée donnent la méme information et décrivent le méme lien de cause a effet . Donc pour
prouver P = (, je peux prouver nonQ = nonP

» Une implication et sa réciproque donnent deux informations différentes.

30bisAttention : I'affirmation P = @ ne permet pas de dire si P est vraie ni si Q est vraie. Elle permet juste de donner un lien

entre les propositions P et Q. Par contre, lorsque je sais, d'une part, que P = @ et d’autre part, que P est vraie, je peux

affirmer que Q est vraie aussi.

30terExemples :

Posons x,,

peux affirmer que pour toutn = 2,4 > x,,2 > 1 ce qui signifie que pour toutn > 2, 4 > 4 — % aF n—lz > 1.

31. NB

La négationde « x € E, nest « x€E/ » .

la phrase mathématique : « Vx € R, (x < —1 = x2 > 1). » se lit et signifie « pour tout réel x, si x est strictement inférieur a -1 alors son carré est
strictement supérieur a 1 » ou en frangais fluide « tout réel x strictement inférieur a —1 a sonxarré strictement supérieur a 1 ».
Cette assertion est VRAIE. Sa contraposée « Vx € R, (x? < 1 = x > —1)»est VRAIE. Mais s/cﬂ‘écigroque est« Vx ER, (x2>1= x < —1) est
FAUSSE car 2% > 1et2 > —1. e fetnon

Sa contraposée est-elle VRAIE ou FAUSSE ? > <

la phrase : « si je posséde 2 euros alors je suis capable de m’acheter une baguette de pain». Cette phrase ne permet pas de savoir si au moment ou
nous parlons, j’ai deux euros en poche, ni si je peux m’acheter une baguette ... Elle donne juste un lien entre les deux assertions

Application : Montrons que pour toutn = 2, 4 > 4 — % aF # > 1.

=-2 +i. Alors, x% = 4 —%+%. Je sais que pour tout réel x, (—2 < x < —1 = 4 > x% > 1). Comme pour toutn = 2, —2 < x, < —1 doncje

: La négationde (P = Q) » est « P et nonQ » .

négatio
L S
s S—



32. & se lit et signifie « est équivalent a » ou encore « si et seulement si » . < s’emploie entre deux phrases mathématiques
P et Q qui ont un double-lien de cause a effet : P = Q et Q = P (i.e. lorsque I’ implication P = Q et sa réciproque sont
vraies).

P < Q signifie et se lit des différentes manieres suivantes :

» P estvraie si et seulement si Q est vraie .

> si P estvraie alors Q est vraie et si Q est vraie alors P est vraie .

» Pour que P soit vraie, il faut et il suffit que Q soit vraie.

» P vraie est une condition nécessaire et suffisante pour que Q soit vraie.
32 bis Exemples :

ou

. la phrase mathématique : « Soitx € R. (x < —1oux > 1 & x2 > 1). » se lit et signifie : «le carré d’un réel est strictement supérieur a 1 sietssi ce
réel est strictement plus petit que -1 ou strictement plus grand que 1».
. la phrase : « (avoir les yeux bleus < produire peu de mélanine). » se lit et signifie : « pour avoir des yeux bleus, il faut et il suffit que je produise

peu de mélanine». Comment utiliser cette équivalence sur vous ?
e  Soit A et B deux ensembles. (A € B) & (Vx € A,x € B).

33. NB:SiP < Q alors nonP < nonQ et réciproquement. Donc pour prouver P < Q, je peux prouver nonP < nonQ.
La négation de "P & Q" est "nonP et Q ou nonQ et P".

Il Des sous-ensembles remarquables de R .

1. Définition et notations

Définitions et notations : L’ensemble des nombres réels est noté R.

R* (resp. R**, resp. R*)) est 'ensemble des nombres réels positifs (resp. strictement positifs, resp. non nuls).
N est I'ensemble des entier naturels : 0,1,2, ... et N* = N\{0}.

Z est I'ensemble des entiers relatifs qui sont : ... — 46, —45,—44,...,—4,-3,...,—1,0,1,2,...,1027, ... ...

D est 'ensemble des nombres décimaux qui sont les réels de la forme n10P ol n et p entiers relatifs.

Q est I'ensemble des nombres rationnels, ce sont les réels de la forme S oup €EZetq € N*.

\7\7\7\7\7\7;‘;

R\Q est I'ensemble des nombres irrationnels qui sont les réels non rationnels (ex : vV2,v/3,m, e ).

> Siaetb sont deux réels tels que a < b alors l'intervalle [a, b] est 'ensemble des - compris entre a et b et ]a, b[ est
I’'ensemble des réels strictement compris entre a et b, |a, b] est I'ensemble des réels compris entre a et b et différents de
a, |a, +oo[est 'ensemble des réels strictement supérieurs a a ...

» Sin et m sont deux entiers tels que n < m alors

[n, m] est I' ensemble de tous les EFif#@#ES compris entre n et m;autrement dit, [n,m] ={n,n+1,..,m}.

34 bis. Exercice : 1. Compléter avec le « bon sigle » : R =Q....(R\Q) et N...Z...D...Q...R et QN(R\Q)=..........
2. Compléter les phrases en frangais : "V(x,y) € [0,1] X N*, x < " signifie « ... e cev v v ce e i et v e

3. Décrire I'ensemble ci-dessous avec des accolades :

RXQ = {ieerneneennens }oQ={en et D=} €t [357] = Lo}

4. Simplifier ces ensembles : {t € Z/t*> < 6} =.......... et {teR/Vee R, 0<t<¢e}=... et]l;\/g[ n];,e] =... et ]1;\/§[ U];,e] S -

35. NB:On montrera que les rationnels et les irrationnels sont partout collés les uns aux autres bien que Q et R\Q sont
disjoints. Aussi proche que I’on souhaite d’un réel, il y a toujours un rationnel et un irrationnel.

2. Entiers

36. Définitions: Soit n et m deux entiers relatifs.
e n est pair lorsqu’il existe k entier tel que n = 2k. n est impair lorsqu’il existe k entier tel que n = 2k + 1.
e Un diviseur de n est tout entier p tel qu’il existe un autre entier g vérifiant n = pg (on dit aussi que p divise n).

° Un multiple de n est tout entier de la forme nk tel que k entier. Voici la liste des nombres premiers entre 1 et 100: 2, 3, 5,7, 11,13, 17,
19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97

e n est dit premier lorsque ses seuls diviseurs sont 1, —1 ,n et—n.
e netm sont dits premiers entre eux lorsque 1 et — 1 sont leurs seuls diviseurs communs.

36bis NB : La somme et le produit de deux entiers sont entiers.

36ter ter Exercices :
1.  Prouver que le produit d’un entier pair et d’'un autre entier est pair et le produit de deux impairs est impair.

2.  Prouver que Vn € N,n?pair = n pair. La réciproque est-elle vraie ?

3. Prouver que:Vvn € N,n(nTH) € N.




37. Attention : ne pas confondre la parité d’un entier et la parité d’une fonction. Soit f Une fonction de R dans R
f est paire lorsque Vx € Df, —xDf et f(—x) = f(x) et f est impaire lorsque Vx € Df,—x € Df et f(—x) = —f (x).

38. Théoreme fondamental admis :
1. Tout entier naturel s’écrit de maniere unique comme produit de nombres entiers premiers (on parle alors de décomposition
primaire de I'entier) .

2. Soit n et p deux entiers naturels tels que p non nul. Alors il existe deux uniques entiers naturels g et r tels que :
n =pq+retr <p.q estle quotient et r est le reste de la division euclidienne de n par p.

3. Soit n et p deux entiers relatifs tels que p non nul. Alors il existe deux uniques entiers q et r tels que :
n=pq+retd<r <|p|. qestlequotient et r est le reste de la division euclidienne de n par p.

39. Csq: Soit n et m deux entiers.

1. ndivise m sietssi les diviseurs premiers de la décomposition primaire de n apparaissent dans la décomposition primaire de
m avec une puissance supérieur ou égale dans I'écriture de m que dans celle de n.

2. netm sont premiers entre eux sietssi leurs décompositions primaires n’ont aucun facteur commun.

3. Soit k un entier naturel non nul. n et m sont premiers entre eux sietssi n et m* sont premiers entre eux.

40. Théo : Sin divise pq et n et p sont premiers entre eux alors n divise q.

Supposons que n divise pq et n et p sont premiers entre eux . Alors il existe un entier k tel que kn = pq = H ;Ecrivons k, n, p et q sous la

onnote H
cet entier

forme de leur décomposition primaire : k = k;"k," ...k,™, n=mn"1n,2 ..nls, p = pp,*2 Lpp™ et q = g7 qp" .. qgte.

Alors, on obtient deux décompositions primaires de H & savoir H = k;"k,™ ..k, n,"'n,2 .. ngls = p,“1p,*2 .pp™ q171q,72 ... 7. Ces deux
décompositions n’en font qu’une par unicité de I'écriture. Comme n et p sont premiers entre eux, les n; sont tous distincts des p;. Par conséquent, les n;
sont parmi les g; et de plus, si n; = g; alors la puissance de n; dans n doit étre inférieure ou égale a celle de g;dans q. Nous en déduisons que n divise q.

41. Définition: Soit n et m deux entiers relatifs.
e Sinetmsontnon nulsalors le PGCI de n et m est le plus grand Iiviseur commun a ces entiers n et m.
e Sinetmsontnon nulsalors le PPC. de n et m est le plus petit lultiple commun a ces entiers n et m.

42. Méthode pour déterminer le PGCD et le PPCM de deux entiers :
Soit n et m sont deux entiers naturels dont tous les diviseurs premiers sont py, ..., ps et tels que :
n=pf xp,k2 xp*3x . xprsetm=plt xp,2 xp3ls X ... X plsoUky, ky, ..., ks et 1,1y, ..., entiers naturels
éventuellement nuls.
x = PGCD (Tl, m)zplmin (k1,l1) X pzmin (k2,12) X p3min (k3,l3) X .. X psmin (ks,ls)
y = PPCM(n, m) — plmax (k1,l1) X pzmax (k2,l2) X p3max (k3,l3) X .. X psmax (ks)ls)
42 bis Exemple: Déterminons le PGCD ou le PPCM de deux entiers n = 326836125 et m = 10290000.
n = 325374112 = 2°32537411% et m = 243%5%7% = 24315473112,
Donc, PGCD(n,m) = 2°3'537311° et PPCM(n,m) = 2*3%25%7*112

diviseurs premiers diviseurs premiers
aux puissances min aux puissances max

43. Théo:

1. Sinetm sont deux entiers alorsn X m = PGCD (n, m) X PPCM (n, m).

2. Supposons n < m. Tout diviseur commun de m et n est diviseur commun de m, n et du reste r de la division euclidienne de
m par n et par conséquent, PGCD (m,n) = PGCD(n,r).

Avec les notations précédentes, Xy =p; max (ky,ly)+min (kyly) D, max (kz,lz)+min (kz,l2) y psmax (ks ls)+min (kg,ls) — nm.
2. Soit d un diviseur commun a m et n. Alors il existe m’ et n’ deux entiers tels que : m = dm’et n = dn’. Par conséquent,

r=m—qn=dm' —qdn' =d (m' —dn'). Donc, d divise r. Par conséquent, tout diviseur commun a m et n est aussi diviseur commun a m, n et r. Ainsi, les
N
€z
diviseurs communs a m et n sont les diviseurs communs a n et r. J’en déduis que PGCD(m,n) = PGCD(n,r).

44. Méthode d’Euclide pour déterminer le PGCD de deux entiers
Soient n et m deux entiers tels que 0 < n < m. Notons p = PGCD(n, m).
Principe de I'algorithme d’Euclide pour déterminer p : on effectue des divisions euclidiennes successives :
Etape 0 : division euclidienne de m par n, on note r;, le reste, 1, # 0.
Etape 1: division euclidienne de n par ry, , on note 7; le reste, r; # 0.
Etape 2 : division euclidienne de 1y par r; , on note , le reste, 1, # 0.
(...)

Etape N : division euclidienne de 1y _, par ry_; , on note 7y le reste et ry = 0. On s’arréte. Alors p = ry_;.




D’aprés le théoréme 43, p = PGCD(m,n) = PGCD(n,ry) = PGCD(ry, 1) = =+ = PGCD(ry_3,Ty-1)-
D’apres le théoreme de la division euclidienne, sir, # O alors 0 < 1, <1, < -+ <1y < T1,. Par conséquent, la suite (7;,) est une suite d’entiers naturels
compris entre les entiers 0 et r, donc cette suite prend un nombre fini de valeurs ( puisqu’entre 0 et 7y, il 'y a que ry + 1 entiers distincts) (+x).
De plus, par construction de ces restes , dés qu’un reste est nul, I'algorithme s’arréte.
Imaginons un instant qu’aucun reste ne soit nul i.e. ¥n € N,7;, # 0. Comme Vn € N,r;, # O et 1, < 1,,_4, cette suite est strictement décroissante et par

conséquent, prend une infinité de valeurs ce qui contredit I'affirmation (**). Donc, nécessairement, 3N E N,y =0 etvVn < N,r, # 0.

ry est donc le premier et unique reste nul et a cette étape N, I'algorithme s’arréte.
b. Si N = 0 alors cela signifie que n divise m. Donc p = PGCD(n,m) = n.

Supposons N > 1. Onadonc: 0 =1y <ry_q < <1, <7y et ry_p =Ty_1qn-1 + Tn

que Ty_q estle PGCD de ry_, et ry_,.J" en conclus que : p = PGCD(m,n) = Ty_1-
44bisExemple : déterminons le PGCD de m = 2940 et n = 972.
Premiére méthode par décomposition en facteurs premiers :
2940 =2x2X5x%x147=2%x2X5%X7X7x%x3
=22x3x5x%x7?
972 =2X2X243=2x2x%x3x81=22x35
Donc, PGCD(2940,972) = 22 x 3 = 12.

= 7Ty_1qn-_1 . Par conséquent, ry_, divise ry_,.J'en déduis
-
car ry=0

Deuxiéme méthode par I'algorithme d’Euclide :
2940 =3 x 972+ 24

972 =40 x 24 + 12

24=2x12+0.

J’en déduis que 12 = PGCD(2940,972).

45Définition de la congruence : Soit x et y et w des réels.
x est congru a y modulo w lorsqu' il existe un entier relatif p tel que : x = y + pw. On note alors x = y[w].

45bis Exemples :
e x=y[rle3Ike€Zx=y+kn

o I=_Ypnjcari="44n
3 3 3 3
. Soit n et m deux entiers. n = 0[m]<n est un multiple de m.

e (x =0[2] © x estun entier pair) et (x = 1[2] & x est un entier impair)

46Soit m un entier naturel non nul. Alors pour tout entier naturel n, il existe r et g deux entierstelsquen =mg+ret0 <r <
m et par suite n = r[m]. Donc pour tout entier naturel n est congru modulo m a un entier compris entre 0 et m — 1.

3. Rationnels

47Théo : Tout nombre rationnel a une écriture irréductible i.e. une écriture de la forme S ol p et g sont premiers entre eux.

Pour I'obtenir, on simplifiera la fraction haut et bas par le PGCD de p et q.

sid estle PGCD de p et q alors il existe p’ et g’ deux entiers tels que p = dp’ et ¢ = dq’. Imaginons un instant que p’ et ¢’ ne soient pas premiers
entre eux. Alors ils ont un diviseur commun d’>letp’ = d'p” et ¢’ = d’'q” doncp = dd’p” et q = dd’q”. Mais dd’ est un diviseur commun ap et q et
dd’ > d... ce qui contredit la définition du PGCD. Donc mon hypothése « p’ et g’ non premiers entre eux » est fausse . Ainsi p’ et q’ sont premiers entre eux
et 2=t 2 7
qa dqg’ q'’q

48Méthode pour additionner deux nombres rationnels % et 2 :

est un représentant irréductible de Z.
on met chacune des fractions sous un dénominateur commun le

plus petit possible qui est le PPCM des dénominateurs b et d. notons p le PPCM de b et d. Alors il existe deux entiers m et m’ tels que :

) a c am cm' am le am+cm’
p=bm=dmet—+-=— S == —
b d bm dm P P P
48 bisExempIe :E + E — i i — 17x3 13Xx5 — 17X3+13X5 — 116 :
35 21 7X5 7X3 7X5X3 7X3X5 7X3X5 7X3X5
48 ter Exercice : Calculer a = (i =L E) =2
12 30 18 3
49Plus généralement, cette méthode est valable pour additionner des fractions.
52 2—x 1 x x=2 _ 2 x(x-1) 2(x-2)(x+1) _ 2-x(x—1)+2(x—2)(x+1) _ x2-x-2 _ (e+1)(x=2) _ x-2

. 1
49b|sExempIexz—_ = =

1 2x+2 | 1-x | mD@+D) 20+ | x-1 2-D@+1)  2@+DG-1) | 2-D(x+1) 2(x—1)(x+1) T 2(-D+1) | 2(x-1)(x+1)  2(x-1)

50Théoréme : /2 est irrationnel.

51Proposition : La somme, le produit et le quotient de deux rationnels sont des rationnels. La somme d’un rationnel et d’'un
irrationnel est irrationnel. Le produit d’un rationnel non nul et d’un irrationnel est irrationnel.
Par contre, on ne peut rien dire ni de la somme ni du produit de deux irrationnels

lll Raisonnements mathématiques

1. Raisonnement par disjonction de cas

52Ce raisonnement est utilisé pour démontrer une propriété que I'on peut décomposer en un nombre fini de cas disjoints.

52bis Exemple : montrer par disjonction des cas que : Vn € N,@ € N.

_ n(n+1)

Soitn € Net u,

1" cas : n pair. Alors il existe un entier naturel k tel que : n = 2k et par conséquent, u, = k(2k + 1).Jen déduis que u,, étant le produit de

_ 2k(2k+1)
2

deux entiers naturels, est un entier naturel




28me cas : n impair. Alors il existe un entier naturel k tel que : n = 2k + 1 et par conséquent, u,, = %(zmz) = (2k + 1)(k + 1).Yen déduis que u,,
étant le produit de deux entiers naturels, est un entier naturel.

J'en conclus que Vn € N,n(nTH) € N.

2. Raisonnement par récurrence

Ce raisonnement par récurrence est utilisé pour prouver qu’une proposition H dépendant d’un entier naturel est
vraie quelle que soit la valeur de cet entier. On applique alors I'un des théorémes admis suivants :

53Théo de récurrence simple (admis)

Soit H(n) une propriété dépendant de I'entier naturel n .
S'il existe un entier naturel n, tel que : H(n,) soit vraie (initialisation simple)

et pour chaque entier naturel n > n, , dés que H(n) est vraie alors H(n + 1) est vraie (propagation)
alors , pour tout entier naturel n = n, , H(n) est vraie (conclusion).

H(n,y) vraie

Vi 2 n,, (H(n) > Hn + 1)) = (7= Mo Amvraie).

En langage mathématique :{

nn+1)

53bisExemple de preuve par récurrence simple : Montrons que : pour tout entier natureln , 0 +1+ 2+ -+ n = 2

nn+1)

Notons H(n) la proposition: 0 +1+ 2+ -4+ n = Z

Initialisation : 0 = 0 = O(OTH). Donc H (0) est vraie.

Propagation : Soit n un entier naturel.
hypothése de récurrence
—_—
Jesuppose que H(n) estvraie ie.0+1+2+--4+n= @ Sous cette hypothese, je vais prouver que H(n + 1) est vraiei.e.que 0+ 1+ 2 +

ok (n+ 1) = D

0+1+2+-+n+(n+1)

car H(:—L‘)uraie n(n + 1)

=(0+1+2++m+n+1) = ——+mn+1)

2
=(n+1)(2+1)=TDD

54Théo de récurrence forte (admis)

Soit H(n) une propriété dépendant de I’entier naturel n .

S’ il existe un entier naturel n, tel que : H(n,) soit vraie (initialisation simple)

et si pour chaque entier naturel n = n,, dés que H(n,) , H(ny + 1),..., H(n) sont vraies alors H(n + 1) est vraie
(propagation avec hypothese forte)

alors , pour tout entier naturel n = n, , H(n) est vraie (conclusion).

54bis Exemple de preuve par récurrence forte : Montrons par récurrence forte la propriété : H(n): "Si I'entier n n' est pas premier alors n s'écrit comme
un produit fini de nombres premiers. " pour n = 2.

Init® : H(2) est vraie .

Propag® : Soit . un entier sup a 2. Je suppose que : H(2),H(3), ..., H(n — 1), H(n) sont vraies. Montrons sous cette hypothése que H(n + 1) est vraie .
Ou bien n + 1 est premier. Alors n + 1 est son propre diviseur premier .

Ou bien n + 1 n’est pas premier .Alors n + 1 a un diviseur d compris entre 2 etn.Onadoncn + 1 = d X e avec d et e entiers entre 2 et n. Comme par
hypothese de récurrence H(d) et H(e) sont vraies , je peux affirmer que d et e sont des produits finis de nombres premiers . Et par conséquent n +
1,produit d et e, est aussi un produit fini de nombres premiers. Donc H(n + 1) est vraie dés que H(2), H(3), ..., H(n — 1), H(n) sont vraies.

CCL :Par le théoreme de récurrence forte , je peux conclure que Yn > 2, H(n) est vraie .

55Théo de récurrence double (admis)

Soit H(n) une propriété dépendant de I’entier naturel n .

S’il existe un entier naturel n, tel que : H(n,y) et H(ny + 1) sont vraies (initialisation double)

et pour chaque entier naturel n > n, , dés que H(n) et H(n + 1) sont vraies alors H(n + 2) est vraie ( propagation avec
hypothése double)

alors, pour tout entier naturel n > n, , H(n) est vraie (conclusion).

55bis Exemple de preuve par récurrence double : Soit (u,,) ,cyune suite de nombres réels tels que : u, = 1,u,; = 2 et pour tout entier naturel ,u,,, —

2Uy 41 + u, = 0. Déterminons une expression de u, en fonction de n.

En calculant les premiers termes de cette suite , je peux CONJECTURER : u,, = n + 1. Je vais démontrer que la propriété H(n) est vraie pour tout entier
~

naturel n par une récurrence double.

Init® : uy = 1,u, = 2donc H(1) et H(2) sont vraies .

Propag’ : Soit nn un entier naturel non nul . Je suppose que H(n) , H(n + 1) sont vraies et je vais montrer que, sous cette hypothése (HR) , H(n + 2) est

HR
vraie. Je saisdoncque : u, =n+1,u,,; =n+ 2 (HR) et je veux montrer que Uy, =N+ 3. ONa: Upyy — 2Upyq + U, =0 donc u,y, = 2Upq — Uy,

Donc en appliquant (HR) , U,,,, = 2(n + 2) — (n + 1) = n + 3. Ainsi, pour tout entier naturel n, ( H(n + 1) est vraie dés que H(n) est vraie ).
CCL : d’apres le théoréeme de récurrence double , H(n) est vraie .




3. Raisonnement par I'absurde

56. Ce raisonnement est utilisé pour prouver que dans les conditions de I'exercice, une propriété mathématique A est vraie. Il
consiste a imaginer un instant que P soit fausse et par déduction, en utilisant les données du probléme, a aboutir a une
absurdité ( par exemple : un entier est pair et impair en méme temps...ce qui est impossible). On peut alors conclure que
I’hnypothése « P est fausse » est incorrecte ce qui signifie que P est vraie.
56bis. Exemple : Soit (u,) la suite définie paru, = 1et Vn € N,u, ., = u, + uin On montre facilement par récurrence sur n que Vn € N, le réel u,, est
bien défini et u,, > 0.

Montrer par I'absurde que (u,) ne peut pas tendre vers 0 quand n tend vers +oo.

Imaginons un instant que (u,) tende vers 0 quand n tend vers + oo. Alors comme tous les termes de cette suite sont strictement positifs,

lim u, =0%et lim L = +oo. Alors 11m Uy +— = 400 ; autrement dit, 11m ) Unyy = +00. Mais la suite (u,,,) se comporte comme la suite (u,,) et
n—-+oo n—+oo Un

tend donc vers 0. Cette suite (u,,1) auralt donc deux limites différentes (0 et +00) quand n tend vers +oo. C'est totalement absurde puisque tous les
termes d’'une méme suite ne peuvent étre proches de 0 et de I'infini en méme temps !!!! J’en conclus que mon hypothése « (u,) tende
vers 0 quand n tend vers + . » est fausse et ainsi je peux conclure que (u,,) ne tend pas vers 0 quand n tend vers +oo.

4. Raisonnement par contraposée

57. Ce raisonnement est utilisé pour prouver une implication P = Q ou de maniére équivalente « si P vraie alors Q vraie ». Ce
raisonnement consiste a démontrer nonQ = nonP pour prouver que P = Q. En effet, il est parfois plus simple de montrer

non@Q = nonP plutét que de prouver P = Q.
57bis Exemple : Soit x4, X, ..., X, des réels positifs.
Montrer par contraposée que si x; + x, + -+ x,, = 0 alors x; = x, = -+ = x;,, = 0. Nous allons donc prouver que « x; = x, = --- = x,, = 0 » faux
= »x; + Xy + -+ x, = 0» faux.
Supposons que X4, Xy, ..., X, Ne sont pas tous nuls et montrons qu’alors x; +x, + -+ x,, # 0.
X1, X5, ..., Xy NE sont pas tous nuls, cela signifie qu’au moins I'un de ces réels est non nul. Supposons par exemple que x; # 0. Alors x; est positif et non
nul donc x; > 0. De plus, comme x5, ..., X,, sont positifs, x, + -- + x,, = 0 et en additionnant x; de part et d’autre de I'inégalité, j'obtiens que x; +
X, + -+ x, = x;. Comme x; > 0,cela donne x; + x, + -+ + x, > 0 etainsi x; +x, + -+ x, # 0.

5. Raisonnement par double-implication

58.11 s’emploie essentiellement pour résoudre une équation ou pour prouver une équivalence P < @ . Il consiste a prouver :
e que P = Q :onsuppose P vraie et par déduction on prouve qu’alors Q est vraie.
e etréciproquement que Q@ = P :on suppose Q vraie et par déduction on prouve qu’alors P est vraie.

58bis Exemple : Résoudre I'équation v/1 + x = x d’inconnue x réelle.
V1 + x est défini sietssi 1 + x > 0 sietssi x > —1.

Soit x € [—1, +ool. \/1+x=x:>1+x=x2:>x2—x—1=0(3x=—oux=—

A=5
Or — < Oet /1 =P ‘/— > (0 donc, —‘/gn ‘est pas solution.
2 2 2
Par contre, / H‘/— /3+‘/— \/6”‘/— \/‘/— 525+ \/(12@ = \/(%E) = 12—@ Donc; %gest solution.

A|n5| — est la seule solution.

6. Raisonnement par équivalence

59. Il s’emploie essentiellement pour résoudre une équation, c’est-a-dire lorsque I'on cherche tous les objets X qui vérifient une
certaine propriété P. Il consiste a traduire autrement la phrase « X vérifie P » jusqu’a décrire simplement tous les objets X
vérifiant P.

59bis. Exemple : Résoudre I’équation V1 + x = x d’inconnue x réelle.

V1 + x est défini sietssi 1 + x > 0 sietssi x > —1.

> > x=0
Soitx € [—1,+[. V1+x =x = { xz0 2@{ ? = = 1-V5 1+«/§<=>x=1+—ﬁ.
S 1+x=x X —x—=1=0—(x=—"0 2 2

a?=b2=a=b
n'est vraie que si

aet b sont de

meme signe

. 1+/5 . 7 .
Ainsi, - est la seule solution de notre équation.

60.Ce raisonnement par équivalence sert aussi a prouver I'égalité entre deux ensembles .En effet, E = F lorsque E et F
contiennent les mémes objets i.e. étre dans E, c’est étredans Fi.e. x EE & x € F.

60bis Exemple :Soient E, F et G trois ensembles. Montronsque EN (FU G) = (ENF) U (E N G).
XEEN(FUG) © x€Eetx€FUG © (x€Eetx€EF)ou(x€Eetx€e G)oxe(ENF)U (ENG).
On montre de mémeque EU(FNG) = (EUF) N (EVG).



7. Raisonnement par double-inclusion

61. Il s’emploie pour prouver I'égalité entre deux ensembles E et F. Pour que E = F , il faut et il suffit que E et F contiennent

exactement les mémes éléments et pour cela, il faut et il suffit que tout élément de E soit dans F et que tout élément de F soit
ECF
FcE
de E est élément de F) et réciproquement F c E( tout élément de F est élément de E) pour montrer que E = F.

dans E. Autrement dit , E = F & { Le raisonnement par double inclusion consiste a prouver que E C F (tout élément

61bisExemple : Soit a et b deux réels tels que a < b. Montrons que {at + (1 — t)b/t € [0,1]} = [a, b]

Soitt € [0,1]letx =at+ (1 —t)b.Alorsx =b — (b —a)t.Commeb—a>0et0<t<1,0<(b—a)t<(b—a)et a—b < —(b—a)t <0.Donc,
a<b—(b—a)t<bie a<x<b.Vendéduisque {at + (1 —t)b/t € [0,1]} < [a, b].

Réciproquement, soit y € [a, b]. Cherchons t € [0,1] tel que : y = at + (1 — t)b.

y=at+(1-t)hey—-b=(a-bhtot :g:g.(fommey €[a,bl,0<b—y<b—a,donc 0 Sg < 1. Ainsi, t = gestun réel de [0,1]

tel que y = at + (1 — t)b.'en déduis que: [a,b] c {at + (1 —t)b/t € [0,1]}.

Jen conclus que [a,b] = {at + (1 —t)b/t € [0,1]}.

8. Raisonnement par analyse-synthése

62. Il s’emploie essentiellement pour résoudre une équation, c’est-a-dire lorsque I'on cherche tous les objets X qui vérifient une
certaine propriété P et qu’il est difficile de raisonner par équivalence. Dans I'analyse, on suppose que notre équation admet au
moins une solution : on la note X. Par déduction, grace aux données du probleme, on trie et sélectionne quelques objets X
candidats solutions ( et on élimine surtout une trés grande majorité de candidats). Dans la synthése, on étudie si chacun des
candidats-solutions obtenus en fin d’analyse est effectivement solution en le réinjectant dans I'équation de départ.
C’est comme un raisonnement par double implication : dans I'analyse, on montre que si X vérifie P alors X ne peut prendre que
quelques valeurs ( celles des candidats solutions) et dans la syntheése, on vérifie la réciproque : ces candidats-solutions sont-ils
vraiment solutions ?

62bis Exemple : Déterminer toutes les fonctions f de R dans R vérifiant : V(x,y) € R?, f(x +y) — f(x — y) = 4xy.

Analyse : je suppose qu'il existe une fonction f de R dans R telle que V(x,y) € R?, f(x +y) — f(x — y) = 4xy.

Soitt € R. Prenonsx =y = %.Alors f(£+§) —f(0) = 4% X % = t2. Donc, Vt € R, f(t) = f(0) + t2.

Conclusion de I'analyse : s'il existe une fonction f de R dans R vérifiant : V(x,y) € R?, f(x + y) — f(x — y) = 4xy alors cette fonction est de la forme

f(t) =t + 2 ou A est un réel indépendant de t. Autrement dit , parmi toutes les fonctions de R dans R seules les fonctions de la forme (t — t2 + ).

candidate solution
Synthése : Soit Aunréelet f: (t = t2 + 2). AlorsV(x,y) ER% f(x+y) — f(x—y) = (x+ )2+ 21— (x—y)2 —A=x2+y? + 2xy —x2 —y? +
2xy = 4xy. Dongc, f est bien solution de notre probleme.
Conclusion : les fonctions f de R dans R vérifiant : V(x,y) € R?, f(x + y) — f(x — y) = 4xy sont toutes les fonctions de la forme (t » t* + 1) ou A est
un réel indépendant de t ( une constante).

oy 7

9. Prouver une unicité

630u bien on applique un théoreme qui affirme directement I'unicité recherchée ( par exemple, le théoreme de la division
euclidienne : unicité de reste et du quotient...).
640u bien pour prouver I'unicité de I'objet O, je considere un autre objet O’ qui vérifie les mémes propriétés que O et je
montre, en utilisant leurs propriétés, que O = 0’. ( méthode dite « en en prenant deux »)

64bis Exemple : démontrons |'unicité dans le théoreme de la division euclidienne. ( on admet I'existence).

Soit n et p deux entiers naturels tels que p non nul. Montrons I'unicité des entiers naturels g et r tels que n = pqg + r etr < p.
Considérons des entiers naturels q,q’,r et T’ telsquen = pg+retr <petn=pq +r'etr’' <p.Alorspq +r = pq’ +r' donc p(q — q") = r' —r.0r,

0<r<pet0<r' <p. Donc0= —r'> —p et parsuite, —p <r —r' < p.Par conséquent, —p < p(q — q’) < p et parsuite -1 < (¢ — q’) < 1.
Comme q et q’ sont entiers, ¢ — q' est entier. Or le seul entier dans ] — 1,1[ est 0. Ainsi, g — q' = 0 i.e. ¢ = q'. Et en réinjectant dans (*x), nous obtenons
r=r'.
650u bien on effectue un raisonnement par analyse-synthese qui permet parfois de justifier unicité ( grace a I’analyse) et
existence ( grace a la synthése) d’un objet.
65bis Exemple : démontrons que toute application de R dans R s’écrit de maniére unique comme somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire.
Soit une application f de R dans R. Je cherche a prouver qu’il existe une et une seule application g de R dans R paire et une et une seule application h de
R dans R impaire telles que : f = g + h.
Analyse : supposons que de telles applications g et h existent. Alors,
fG) =g() + h(x)
Pour tout réel x, g(=x) = gx)
h(=x) = —h(x)
9 +h(x) = f(x)
9(x) —h(x) = f(=x)
29(x) = £() + f(x) 900 =5 (F@) + £ (=)
2h(x) = f(x) = f(-x) h() =5 (F@) = (=)

Jen conclus que si de telles g et h existent alors nécessairement g est I'application de R dans R définie par: Vx € R, g(x) = i(f(x) + f(—x)) et h est

Alors, pour tout réel x, f(—x) = g(—x) + h(—x) = g(x) — h(x). Ainsi pour tout réel x,{

Donc, pour tout réel x,{ et finalement pour tout réel x,{

I'application de R dans R définie par: Vx € R, h(x) = %(f(x) — f(—x)). Donc si de telles g et h existent alors elles sont uniques !!!!! Il reste a vérifier



que les seules applications g et h qui peuvent convenir a savoir g: (x - %(f(x) + f(—x))) et h: (x - %(f(x) — f(—x))) conviennent vraiment. C’est ce
que nous allons faire dans la synthese.

Synthése. Posons g: (x - %(f(x) + f(—x))) et h: (x - %(f(x) — f(—x))). Alors pour tout réel x,

9@) +h(@) =5 () + F(=2)) +5 () = f(=x)) = f(x). Donc f = g + h.

De plus, pour tout réel x, g(—x) = %(f(—x) + f(—(—x))) = %(f(—x) + f(x)) = g(x). Donc g est paire. De méme, pour tout réel x, h(—x) =

%(f(—x) —f(=(=x)) = %(f(—x) — f(x)) = —h(x). Donc h est impaire.

Ainsi, g: (x - %(f(x) + f(—x))) et h: (x - %(f(x) - f(—x))). conviennent et d’aprés I'analyse, sont les seules qui conviennent. J’en conclus que f

s’écrit de maniére uniqgue comme somme d’une application paire et d’une application impaire. f étant une application de R dans R quelconque, cette
démonstration est valable pour n’importe quelle application de R dans R.
Ainsi, toute application de R dans R s’écrit de maniére unique comme somme d’une application paire et d’une application impaire et la preuve donne
cette écriture ( cette décomposition).
Pour exemple, la fonction exponentielle se décompose de la sorte :

exp = gﬁ -+ & ou ch: (x - %(ex + e”‘)) et sh: (x - %(ex — e’x)>.

paire impaire

cette fonction s'appelle cette fonction s'appelle
le cosinus hyperbolique le sinus hyperbolique



