Chapitre 1 Mathématiques, PCSI

Opérations dans IR.
Formules sommatoires.
Systémes linéaires.

I.  Opérations dans R (valable dans C).

1. Lensemble R des nombres réels posséde deux lois internes (opérations) : une addition (+) et une multiplication (X) qui
vérifient les propriétés suivantes et qui en font un corps commutatif :

® Tousréelsx,y, et zvérifient:(x +y) +z=x+ (y+2z) et (x Xy)xXz=2xX(yXxXz).0nditque les deux opérations
(4) et (X)sont associatives.

® Tousréelsxety, x+y=y+x et x Xy =1y XXx.Lesdeux opérations sont dites commutatives.

® Tout réel x vérifie x + 0 = x (ajouter 0 n'a aucun effet). On dit que 0 est I'élément neutre pour (+).

® Pourtoutréel x x X 1 = x (multiplier par 1 n'a aucun effet). cela signifie que 1 est I'élément neutre pour (x).

® Tout réel x a un symétrique pour I'addition appelé opposé de x qui est —x car il vérifie : x + (—x) = 0 (ajouter a un réel

son opposé donne I'élément neutre 0 de I'addition)
par définition, a — b = a + (—b) . On définit ainsi la soustraction de réels.

e Tout réel x non nul a un symétrique pour la multiplication appelé inverse de x qui est x~!

1 . s epe 1
ou —car il vérifiex X = = 1.
X X
.. P . 212 T . L sas . 1 a
(multiplier un réel par son inverse donne I'élément neutre 1 de la multiplication). Par définition, si b # 0 alors a X (Z) =

On définit ainsi la division de réels.

Pour tous réels x,y et z,(x + y) X z = (x X z) + (y X z) . La multiplication est dite distributive sur I'addition.

Pour tous réels x et y, (x X y = 0 si et ssi x = 0 ou y = 0). On dit alors que la multiplication de R est INTEGRE. (ou R est
INTEGRE). Cette propriété est essentielle pour résoudre les équations.

2. Equations: Soient a, b, et x réels (ou complexes).

on soustrait a si a#0,on multiplie par 1/a
de part et d' autre de part et d’ autre b .
~ - x=-sia*0
> =b ~ =b =b = .
atx= . S et ez = - x quelconque sia = b =0
o . , ,
on ajoute a o e T @ impossible sia =0et b # 0
de part et d' autre de part et d' autre

» Soit A et B deux expressions dépendantes de x. A(x)B(x) = 0 & A(x) = 0 ou B(x) = 0.

3. Reégles de calcul sur les fractions : Pour tous réels (ou complexes) k, a, b, c et d éventuellement non nuls,

a (o
a B c ad+cb a_ ¢ ac a ka ka a 1 b D a (3) c_b cb
b7 a" bd b a " ba P Wb Ol c " be @ Ta%aTaa
) @ c e (3) a ¢
a+ta a a c a+c
4, ATTENTION:— #-et —+-%#— .
a+b¢b b+d¢b+d

5. Méthode : Pour additionner deux fractions, on cherche le plus petit dénominateur commun qui n’est pas forcément le
produit des deux dénominateurs. Lorsque ces dénominateurs sont entiers, ce plus petit dénominatuer commun est le PPCM des
deux dénominateurs.

- 1 3 2 1 3 2 7 3x8 2X5 7—-24+10 =7 1
Sbis. Exemples: 1) ———4+—=—-—+4+—= — = — = et
40 35 56 8X5 7X5 7x8 8X5%X7 7X5x8 7X8X5 8X5%X7 8X5x7 40 i ;
2) 11 1 1 1 + 1 ab ___blath) a(a—b) _ ab+b(at+b)+a(a—b) _  ab+b*+a’
a?-b>  a?-ab = ab+b?  (a—b)(a+b) a(a—b) = b(a+b)  abla—b)(a+b) ala—b)b(a+b) ' b(a+b)ala—b) b(a+b)a(a—b)  b(a+b)ala—b)’

7. Définition: pour tout réel (ou complexe) x et tout entier naturelp nonnul, x° =1 et ¥’ =x Xx X .. X x = xP71 X x
LR X m
p fois

, . _ 1 1\P
Pour tout réel (ou complexe) x non nul et tout entier naturel p , x™P = e (;) L




8. On définit et représente alors les fonctions puissances :

-0.2
-04
-0.6
-0.8

-16 -12 -08.7-04 0

-1.2

9.Régles de calcul sur les puissances entiéres : Pour tous entiers p et g, pour tous réels (ou complexes si p et g sont entiers) x et y
xP~4 (xP)7 = xP7  xPyP = (xy)P &0 _ (i)p.

xP
yP y

éventuellement non nuls, xPx9 = xP*4 i

(—2)2ktaxgh=1  (_q)2ktyp2ktaygh-1

H . — 2k+4-2k k—1+k—-1 — 24 2k-2
9bisExemples : T = =(2 X 3 ) =2*x%x3 .

10. Identités remarquables et plus : Pour tous réels (ou complexes) aetb et c ,

(a+ b)? = a? + 2ab + b* () et (a — b)? = a? —2ab + b? et (a + b + c)? = a® + b? + ¢? + 2ab + 2ac + 2bc
a’? —b*=(a—b)(a+b)

(a + b)® = a® + 3a®b + 3ab?* + b3 (xxx) et (a — b)® = a® — 3a?b + 3ab? — b3
a®>—b®=(a—b)(a®+ab+b* (xx) et a®>+b3=(a+b)(a®—ab +b?

: il suffit de développer la forme factorisée pour obtenir la forme développée.
(a+b)?>=(a+b)(a+h) = (a+b)a+ (a+b)b = (a? + ba) + (ab + b?) = a? + 2ab + b?(*)

-
(xX)distributive sur (+) (x)distributive sur (+) (+)associative et
(x)commutative

(a+ b)(a—b) =a?+ba—ab—b? =a?—b?et (a—b)(a®+ ab + b?) = a® + a?b + ab? — a?h — ab? — b®> = a® — b3 (**)

(a+b+c)? =((a+b)+t:)2 = (a+b)?+2(a+b)c+c? = (a? + 2ab + b?) + (2ac + 2bc) + c?
méthode a retenir on applique (x) (X)distributive sur (+)
a(a+b)etc et formiule précédente
Ainsi, (a + b + ¢)? = a? + b% + c% + 2ab + 2ac + 2bc.

gl
(+)associative et
commutative

Deméme,, (a—b)* = (a+(=b))° =  a®+2a(~b)+(~b)* = a* — 2ab + b,
méthode a retenir on applique (x)
aaet-b
Ensuite, (@ + b)® = (a + b)?(a + b) = (a® + 2ab + b?)(a + b) = .= a3 + 3a®b + 3ab? + b3 (**x).

Alors, (a — b)® = (a + (—b))? = a® + 3a*(—b) + 3a(—=b)* + (—=b)® = a® — 3a®b + 3ab? — b®.
onap};lique
(x+xx)aaet—b
Enfin,a® + b3 =a® — (=b)® =  (a—(=b))(@® + a(=b) + (=b)®) = (a + b)(a® — ab + b?).
onap;lique
(*x)aaet—b

Il. Généralisation (valable dans C).

1. Notation ) et]] .

11. Généralisation : Pour tous réels (ou complexes) uy, Mp_qUr = Uy + Up+...+u, et [Thoi e = uy Xuy XX Uy, .

n —_ —_— n —_ —
o Yk—pUk = Dkelpn Uk = Up T Uppr o FUn_g + Uy et k=p Uk = [kepny e = Up X Uppq X X Up

—_\yn _ —_ _

*  Dkefozn]Uk = Dj=oUzj = Uy T Uy + Ust... FUmp_p + Upp et [lkegoznyt = Hj:o Uzj = Ug X Uy X... X Upy

k pair k pair

_yn _ —_ _

*  Dkelizn+1]Uk = Dj=oUzje1 = Us T Uzt FUpng F Usnyr 8 [lkeqonsapUs = Hj:o Uzjrr = Up XU Xoo. X Uppyg

k impair k impair

12. Exemples importants : Y};_ 1 n+let Yp,l=n et ¥, 4 = nd et roa A ="

ici,Vkug=1 ici,Vkug=2

13. Theo : Z}(":p 1 =m —p+ 1 = nombre de termes dans une somme allantdep am .




14.Exercice Calculons S, = Y1_; (—1)*k .
SR

ug
SinestpairalorsSn=—1+2—3+4—5+6—---—(n—1)+n=1+1+---+1=§.
=1 =1 =1 =1 %termes
SinestimpairalorsSn:—1+2—3+4—5+6—-~~—(n—2)+(n—1)—n:1+1+--~+1—n:n7_1—n:—n7+1.
=1 =1 =il =il Etermes
Vérification : S3 = =1+ 2 — 3——2——E0K Se=—1+2-3+4- 5+6—3——0K

15.Propriétés Pour tous entiers naturels n et p tels que p € {1, ..., n} et tous réels (ou complexes) u; et vy,
-1 -1

1) Yk=our = ZLO Uy + Lk=p Ui €t [Tk=our = HLO we X [Te=p uk

2) Pour tous réels a et B indépendantsde n, Y. r_o(auy + Bvy) = aQ ko ur) + B R=o Vi) et

3) ITroo kv = [Thoo Uk X [Th=o vk (en particulier, [Tr—qauy = @™ [Thoo uk)

n
. —o U,
et si, de plus, tous les v, sont non nuls alors HLOE = % .
Hk=o Vi
n — n —
4) Yh=oUk = Zefon] Uk T2 kefon] Uk € Ilk=o Uk = [lkegong Uk X Ikegong ke X [kegong i ()
k pair k impair k=0[3] k=1[3] k=2[3]

16.Théoreme :

>  Si pour toutn, S, = Dp—oUr alors uy =S, et u, =S, — S,_, pour tout n > 0.
Pn

> Sipour tout entiern, u, # 0 et B, = [[;—, ux ,alors pour tout entier n non nul ,u, =

Pp—1

[ 16bis. si je connais une expression de S, ou P, alors je peux trouver une expression de u,,.

16bis Exercice : compléter les propriétés suivantes et les généraliser . Démontrer cette généralisation par récurrence.
WVx€eR, V(nm)eN2x™ ™ = . Généralisation : V(iy, iy, ..., i) € N?, xZk=1le = .. .
B V(a,b) ER? e = ... et Vn € N, (e%)" = - ..... Généralisation : V(a,,ay, ..., a,) € R", eXk=19k = ...
mVY(a,b) € (R*)? In(ab) = - ...... etVn € N,In (@) = ... Généralisation : V(ay, ..., a,) € (R*)"In ([T @) = -+ .

2. Changements d’indice ou réécriture.

k=n-1 k=p-1
ie. l=n-k ie. p=k+1 i=k—2
.yn o} n {m] n+1 n fom] n—2
17. Exemples : Y7 _ Uy = YitoUn—g = Hlu,y et [TRowe = 2t e2
[o,n]={n-1 /L€ [On]} [o,n]={p—1 /pE€ [1,n+1]} [2n]={i+2 /p€ [0,n—2]

H n 1 _ yn+2l
17bis Exemples . 1) Yi_o— = yrte .
2) Zn k-1 — Zn—l 2k — lzg 12k
3) ounepart, Yoo (K2 +k+1) =Y (k(k+ 1)+ 1) =Y ((k— Dk +1) =Yt (k2 -k +1).
vautrepart, L1 (K2 + K+ 1) = i k> + Xio k+ Xk, 1.

17ter Exercice : Calculons D,, = [Tr_.(1 + %).

k+1  [IR_,(k+1) [k
Dn (1+)— klk —’h%ﬁ=ﬁ=n+l.

3. Télescopage

Wp

18.Somme télescopique : Y2_, (U1 — Uy) = Upyq — U, . Produit télescopique : [;_ ka+1 =orn

En conséquence : U, = Uy + Y reo(Upsr — Ur)-

'
\l Si je connais u,.1 — u,, alors je connais u,, !! ’
18bis Des exercices corrigés classiques :

1. Soitn € N\{0}. Calculons U, = Zﬁzlﬁ

1 1 1 1
T - Iy [rn =S s =12
n Zk—lk(k+1) Rif= 1( k+1) k= 1k fr= 1,(+1 Rit= 1k k=27 )
1 (k+1)=k_ (k+1) k haad 5
Rkt k(k+1)  k(k+1) K(k+D) k kﬂ uk Uk+1 adétailer si je ne vois pas tout de suite
la somme telescopique
K3-
2. Soit n € N\{0; 1} Calculons B, = [];- 2 pU|s llm P,.
1 1
P, =2 k3-13 —n (k—1)(k2+k+1) _ Moy (k=1) yyn (k(k+1)+1) _ Mizik X I Ueps _ 2 Ungr _ 2 n(D+1 2n24n+1 _ 1145+
n k=2 3413 k=2 (k1) (k2—k+1) ~ TRop(k+1) 1 K=2 (k(k-1)+1) avee M2 k=2, T nm+1) 3 n(n+1) 3 3 nZ+n 3 14
up=k(k—1)+1
g 2
Donc, 11m B, = >
1 a 1 .
3.  Montrer qu’il existe des réels a, b et ¢ tels que Vx € R\{0; ;2 ———— == +—+— En déduire S, rs———et lim §
a a M 12 xG+D)(-2) x| x+l | x— = Xk=s k(k+1)(k=2) ~ potoo T



a(x+1)(x—2) bx(x—2) cx(x+1) (a+b+c)x2+(—a—2b+c)x—2a

»  Tout d’abord, pour tout x € R\{0; —1; 2}

P x(AD)(x-2)  x(x+1)(x-2)  (x-2)x(x+1) x(e+1)(x-2)
Donc pour de tels réels a,b et c existent, il faut que Vx € R\{0;—1;2},1 = (a + b + ¢)x? + (—a — 2b + c)x — 2a . |l suffit donc que a, b, et c vérifient :
1 ( 1
a=—-(L =2 a=—-
at+b+c=0 2(11) a=—3 ) 2
—a—-2b+c=0=<{-2b+c= =2 (Lz) 54 —3b=-1 (Lz « Lz - L3) . Ainsi, b= 3 e ( RQUE : nous venons d’effectuer la décomposition en éléments simples de la
—2aq = 1
2a=1 btc=1(Ly 3¢ =1 (Ly) (Ly < 2Ls+Ly) c=1
fraction rationnelle simple ey méthode que nous étudierons plus largement dans la chapitre suivant)
1 11 1 1 1 1 y Teeeriture 1,1 1 1
=We = o} et = —= Z U g 2z n 2 Z n+1 n-2=1
Sn = Lie=s K(k+1)(k—2) i=3(=3% *3im t ot z)) Z" 3k i3 Z" 3%e1 T 2k=3icg 2 Zk=ay t3 T+ Zk 1k
h_,
Sp = (+2"21+—+ Dti(miza+ 42+ )+ (142424030,
@ W= L= n+1
=[=Lalnl Hl) S22 & 2 828 & i =52
Sn = TS (Zk:4 k 36 6(n-1) 6n  3(n+1) 36 6(n-1) 6n 3(n+1) Ainsi, hrPoo Sn 36’

=0
4.  Supposons qu’il existe a et b réels tels que b — 1 —a # 0 et pour toutn € N, Bntl _ ::a Montrons que :
n

pourtoutn €N, P ju; = [(n + b)uypr — (b — Dug).
On notera, pourtoutn €N, S, = Y7r_, uk
Soitn € N.Vk € N, u]’:: = ke 5 donc, (k + b)uy,, — (k + a)uy, = 0 et par conséquent Yp_;[(k + b)uy, — (K + a)u,] = 0.
D’autre part, Xi—o[(k + b)uk+1 = (k +a)w] = Xiol(k + bty — (k+b = Dy + (b — 1 — )] = [XieoWiess — vi)] + [(b — 1 — @) (ERoo wi)]
vk

télescopage

2 oy —v+ (- 1 —a)S,= M+ buyy, + (b —Dug+ (b—1—a)s,.
Par conséquent, (n + b)u,,; — (b — Duy + (b — 1 —a)S, = 0. Ainsi,commeb—1—a#0, S, = [(n + b)uy g — (b — Duygl.

5. Somme double et finie

19.Définition : Soit n et p des entiers naturels. Soit n X p nombres réels (ou complexes) notés a;; tels que i € {1,..,n} etj €
{1,..,p}. Lasomme de tous les réels a;; estla somme double notée ¥ <;<, a;; = 2 jyel1nx[1p] %ij- Plus généralement,
1<j<p
, r<i<s
a;; = a;j = la somme de tous les réels a;; tels que , .
m<j<gq
rsiss (@N)elr.sIxImql
msjsq
20.Théoreme d’interversion de deux SOMMES FINIES :
4 n n n n J
1<isn j=1 \i=1 1<i<jsn i=1\ j=i j=1 \i=1
1<js<p
20bis
j j=1 j=2 j j=p Somme des réels de chaque ligne
i
i=1 an a; aj; a1y 2
=1
i=2 az1 a2 zj A2p z
L= a
Jj=1
i aj; Az al] alp &
L= o
=1
i=n An1 Qi3 Qnj Anp 2
b= D o
=1
Somme des n n i " la somme de tous les réels a;; du
réels de chaque = Z Qi = Z iz = Z aij Cp = Z % | tableauvaut Y%, L, = Z?=1(Zf=1 a;)
colonne = = = = P =y
mais aussi Y, C; = ,.=1(Z?=1 a;)
En effet, calculons la somme de tous les a;; de deux maniéres : —_—
1.  On ajoute tous les termes de chaque ligne ; puis on ajoute les sommes obtenues. Ainsi,
La somme de tous les complexes a;; estalorségaled Ly + L, + -+ L, =YY", L = ¥* (3P_. a;;).
. Y ! 2 . " e ! 1( =t U) — leisn ai 1 1(2 1a11) 2 1(2 1a11)
j = j= j=
2. On ajoute tous les termes de chaque colonne ; puis on ajoute les sommes obtenues. 15j<p
La somme de tous les complexes a;; estégalea C; + C, + -+ C, = 57:1 C = 5.’:1(2{1:1 aij). 679821

=




21.Théoreme sur le produit de deux sommes finies : a,, ... a,,, by, ..., bp des nombres réels (ou complexes). Alors

n p n p
Sa)(54)-(50)(50)- & o
i=1 i=1 i=1 =1 1<i=n
1<j<p
21bis.Exemples : Y 1cicp 1 = Ticisp 1 X 1= (B10i5p 1) (T1sjeq 1) = P9 -
1<j<q 1<j<q
. . q+1_

En utilisant les formules qui suivent : Y1<icp j2° = (Z12jep ) (Z12i24 25) = p(p;l) 2 —pp+ 12941 = 1).

1<j=q cf formules
22 et 24

lll. Formules sommatoires
1. Sommes des n premiers entiers a différentes puissances

22.Théoreme de calcul des sommes des n premiers entiers a différentes puissances :
Pour tout enrtier naturel n,

Z k =n(nz-l- 1) ot z 2 =n(n + 1)6(211 +1) ot z 13 = (n(n2+ 1))

k=0ou1l k=0ou1l k=0ou1l

22 bis Exemples :
1) Calculons la somme des entiers impairs compris entre 1 et 2n + 1

n 2k +1) =200 k) + (X0, 1) = 2"("“) +(m+1)=m+1)?

2) Calculons S(n) = Y3<i<2n+1 ij OU N entier naturel supérieur a 3.

2<j<2n
2n+1 2n 2n+1
S = Z3si52n+1 y= Z3si52n+1l *J & (Z_ l) Z ) o [(Z —1- 2]
2<js2n 2<5j<2n théo i=3 j=2 je fais apparaitre
produit de deux sommes de la forme
deux sommes N
k=1
et je compense
_ (2n+1)(2n+2) 2n(2n+1)
S(n) = (Griened) _ g) (2nneh) _ g
j'applique
la formule
N(N-
Zg:ﬂ‘: (2+1)

avec N=2n+1 puis N=2n

2)  CaleulonsT(n) = X1<icjen f

o)

T(n) :leKani/j:Zj 2 (B0 ix ) or (B ix )_-(Z 1(; Ui _ g,

Donc, T(n) = ¥ 2 - =—(Z, 2j = j=zl)=;(2,-=1j—1— j=11+1):%(n(n+1)_n):n(n-l)_

2 4

2. Sommes géométriques

23.Théoreme de factorisation de 1 — z™.
Pour tout réel (ou complexe) z, pour tout entier naturel non nuln, 1 —z" = (1 — 2)(Xrzs z5).

23bisAutre version : pour tout réel z, pour tout entier natureln, 1 — z"*1 = (1 — 2)(X}_, z%).

24.Théoreme de somme géométrique . Soit z un réel(ou complexe) et n un entier naturel .

n 1_Zn+1 Zn+1_

k _ = siz+1
Zz =) 1—-2z z—1 :
k=0 n+1 siz=1

Et plus généralement, Vz € R,Vn € N,Vp € [[O'n]]

1-— an+1
Z k_zpz _ ( 1—2 )szz#:l.

n—p+1lsiz=1

nombre de termes)

1—2z
Autrement dit,si z # 1 alors z z"® = premier terme X ( -

k=p

24b|sExempIes 1) Calculons S = Z"*Z(nk + 2K+t — 1)

—(nzn+2k n)+2(2”+22k 1—2) z"+21)— %—nu.%’f—fﬁ(nu—zu)=n@—2n+2"+4—

9.




2) Calculons S = Y ocicjen 2

L . . . . . g . . rontl_ (.
S = Sosisjen 2™ = Touiejen 22 = $o 280, 20) = N 2(No 2 — 214 20) =3, 2 (B2 - 22))

n n n n 2-1 2-1
S = Z 2i(2n+1 _ 21) :z 2i(2n+1 — 21) = 2n+1 (Z 21) _ (Z 41)
i=0 i=0 i=0 i=0

ﬁ=22(n+1)_2n+1_i 4n+l=(4_1) 4_n_2n+1+l=<§) 4n _ 2 2n+l
3° 3 3" 3 3/° ! 3

+1
S = 2n+1 2nti-1 _
2-1 4-1

25. Théoreme de factorisation de a™ — b™. Soit a et b deux réels (ou complexe) et n un entier naturel non nul .
a*—b"=(a—b)( @ +a" b+ -+ a?b" 3 +ab" %+ b 1) .

n—1 n—-1
a® —b™ = (a — b) (Z akb"‘l‘k> = (a —b) Z at1-kpk
k=0

k=0

25bisCas particuliers importants
> Enprenantn = 2 ou 3, onretrouve : a’> — b? = (a — b)(a + b) et a® — b® = (a — b)(a? + ab + b?).
» Enprenanta = 1et b = z, onretrouve la factorisation de 1 — z™ .

3. Coefficients binomiaux et formule du bindme de Newton

26. Définition d’une factorielle et d’un coefficient binomial: Soit k et n deux entiers naturels .

» Factorielle n est I'entier naturel noté n! définipar: 0!=1 sin=20
n

et sin =1 alors n!=1><2x...><n=n><(n—1)><...x1=1_[k=nx(n—1)!=

k=1
= produit de tous les entiers compris entre 1 et n.

n! q
— <k<
» Le coefficient binomiale k parmi n est noté (Z) et défini par : (Z) = {k!(n—k)! SUS = n
0 sik>n

27bis.NB: 1) (2n)! # 2(n!)

. n! n! - n!
2) sin=k alors——=n, —— = n(n — 1) et plus généralement, =nn—-1Dn-2)...n—k+1
) sin> s =n, s =n(—1etplusg L= = DB —2) ... )
3) (Zn) _ (en)!
n (nh?”
27ter Exercice corrigé classique: Ecrire les expressions A = [[}-,(2k) et B = [[3-,(2k + 1) etg avec des factorielles et coeff. binomiaux
A=2x4X%.x(2n). = (2x1)x(2x%x2)..(2xn) oubien A=][[r-1(2k) =2"([Ti=1 k) = 2"n!
jemets 2
en facteur
sur chaque terme pair
A = 2"M(1 X 2 X ...Xxn)=2"n!
Jjeregroupe tous les facteurs 2
B=1xX3x5X ...(27’1 + 1). — 1X2X3X4X5X...x(2n)x(2n+1) — (2n+1)! .
. L~ . 2Xx4x.X(2n) . = 2nn1
je fais apparaitre je reconnais A

les entiers au dénominateur

manquants et j'applique

pour avoir la technique

une factorielle précédente
et je compense
car (2;1):((%3)2' .

A_ onpix 2"l oop_ nint = ' 4 .
B (2n+1)! (2n+1)(2n!) (2n+1)(27’:)

28.Propriétés : Si k et n sont deux entiers naturels tels que 0 < k < n alors (Z) = (n f k) .

29. Valeurs particuliéres : (3) = (2) =1, (7;) = (n ﬁ 1) =nsin =1 etenfin (;l) = (n i 2) = n(n2—1) sin = 2.

n+1).

n
30.Formule de Pascal: Pour tous k et n entiers naturels, (Z) + ( ) = (k +1

k+1

31. Application : un exercice corrigé classique. Calculons W, = 2% (Z)

=3 () =30 () = T (T - (8 )| e == Gl = () = G = e

de Uk+1 Uk
Pascal

somme télescopique

n

k) =>1ldesquen=>k=>0)

z . n .
32. Conséquence : Pour tous k et n entiers naturels, (k) est un entier naturel (et (




33. Méthode de triangle de Pascal pour calculer les coefficients binomiaux : Considérons un tableau n + 1 lignes, n + 1

colonnes . On numérote les lignes et colonnes de 0 a n . Nous allons remplir ce tableau avec les coefficients binomiaux (k) pour

s et k entre 0 et n de la maniére suivante :

q R q . A )
en ligne s et colonne k va se trouver le coefficient binomial k parmi s : (k)

24ter Tableau de Pascal :

, . . . . 0 1sik=20 S 1
Tout d’abord, je remplis la ligne O et la colonne 0 facilement car ( ) = { , et ( ) = 1 pour tout s.
k 0 sinon 0 aq
Je remplis ensuite les autres cases en utilisant la formule de Pascal : 121
colonne k colonnek +1
1331
(S) + ( S ) li 14641
igne s
k_vﬂ, 1510105 1
s+1 , 161520156 1
( + ) lignes +1
k+1 172135352171
34bisTriangle de Pascal :
k colonne colonne colohne colonne colonne colonne colonne colonne colonne
k=0 k=1 k=2 k=3 k=j k = k = k = k=n
j+1 n-—2 n—-1
ligne 0\_ 0\_ 0\_ 0 0 0 0 0 0
s=0 (0)'1 (1)'0 (2)-0
s= 1\_ 1\_ 1y _ (] (] 0 (] (] (]
(0)'1 (1)'1 (2) =0
s=2 1 2 1 0 0 0 (] (]
s=3 1 3 3 1 (] (] (] (]
s=4 1 4 6 4 (] (] (] (] (]
s=n—1 1 n-1 (n—1)(n+ (n—l) (n—l) n-1 1 0
2 J jt+1
s=n 1 n nn-1) (") ( w2 ) n(n—1) n 1
2 J J+1 2

35. Théoréme : Formule du bindme de Newton (FBN) . Soit a et b deux nombres réels (ou complexes) et n un entier naturel .

n n

(a+b)" = Z (Z) akpnr = Z (Z) a™kpk,

e = (o (o # (ot (2 Jart+ (o

@iy = Q)+ (ortask (5) i@ sk (1 yJbar 4 ()

36. NB : 1) Les coefficients G)l) ) (111) , (121) ey (Z) sont rangés dans le tableau de Pascal alaligne s = n.

2) On retrouve les développements suivants : (a + b)? = a? + 2ab + b? (n = 2) et (a + b)® = a® + 3a®b + 3ab? + b3(n = 3).

37. Corollaire:Vn €N, S, =X}, (Z) =727,

37bis NB : ne pas confondre avec : W, = Y%, (ﬁ) et S,



38. Exemples classiques : Tableau de Pascal :
1) Développons :

(a + b)* = 1a* + 4a®b + 6a?b? + 4ab® + 1b*
(a—b)” =1a” + 7a®(—b) + 21a°(—hb)? + 35 a*(—b)® + 35a3(—b)* + 21a?(—b)° + 7a(—b)® + 1(—b)’ 11
(a—=b)" =a” —7a®b + 21a°h? — 35 a*h® + 35a®b* — 21a?b° + 7ab® — b’.

1

121
—\yn _ k(M 2 —\yn n n-kc_1\k — _ n _— 0sin#0
2) Calculons T, = Y3_o(—1) ()ounEN.Tn—Zkzo(k)l -DFf=1-1) —{15”1:0 1331
o _ n
3) Soit n € N*. Calculons X, _Z°<pk;f(k) etY, —Zk(;f:;‘zr(k). 00660
Alors X, +Y, =S, et X, — Y, =T, . Autrement dit, {XX +_Yy __ZODonc Xn TH) etY, zg.Ainsi, X, =Y, =271, 1510105 1
38bis Exercices corrigés: 1) Calculons H, = Y%_,5k* + 10k3 + 10k? + 5k + 1. 1615201561
5 _ 5_ 05— 5
s Zeo(kt 1 =k7 = ("‘H) =0 =(n+1) 172135352171
FBN Uyt uk télescopag
k-1
2) Calculons R, = (k+1)3 .
n-2 . L =
_ n—1\, k2 _ * Z = k) _ =~ n— k' {n—1-kr
m=Y ()3 —9( R R PNERER
K'=2 k=2 K'=2
n-1
_1 n =1\ 2k n-1-kr n—1y n—1),1 n—1\,n1 _1 n-1 n-1
Rn—a[ ( o )31 -(( 0 )30+ ( ) )3 +(n_1)3 =5 +3)" =~ 1+ @ -1D3+3"1)
k'=0
Ainsi, Rn:%(4"‘1 31— 3n +2))

4. Calcul de certaines sommes par dérivation et intégration

39. Apprenons, ici, a calculer M, (x) = Y 7=; kx®, N, (x) = X7_, k*x* ou x réel et n € N\{0,1}.
grace a f(x)=Xp_, x¥

Premiére méthode. Posons f(x) = Y*_,x*.Donc, Vx # 1, f(x) = ¥1_,x* = —

f est polynomiale donc continue et dérivable une et deux fois sur R donc sur R\{1}.

De plus — f’(x) _ Zn kxk—1 — +Dx" -1 -(x"1-1) _ na™1-(n+1)x"+1
) ) = dk=1 =

xNt1_q

(x-1)? - (x—1)?
" (n(n+Dx" -+ Dnx™ 1) (x—1)— (nx"*l—(n+1)x"+1) n2x"t1_(n+1)2n-1)x"+n(n+1)x""1-1
et f"(x) = YR, k(k — 1)x*2 = ;
(x—-1)* (Ge=iby
Alors, six = 0, alors M,,(0) = 0 et N,(0) = 0.
six = 1,alors M(1) = n(n+1) etN,(1) = el (2ns.0)

6
nx™l-(n+1)x"+1 _ nx"2-(n+1)x" 1 4x

Six & {0; 1} alors M, (x) = X*_, kxk = x ¥ kx* ' =« = = =

@ _ k=2 . on k=1 _ n2xMl-(n+1)n-DxMnm+ D" 1-1 | nx™H - (n+)x"+1
L=z ke = x5y ™™ = E=T T e

et Ny(x) = Xp_, k*xk = ¥0_ [k(k — 1) + k]x* =

Deuxiéeme méthode pour calculer M(x).

n-1 n-1 n-1 n-1

1—x" 1—x"

M, (x) = ka"—Z(j+1)x”1—x21x’+2x’“—x21x1+x2x’ = xM,_ 1(x)+x =x[Mn(x)—nx"]+x =
k=1 j=0 j=0 j=0 j=1 j=0

X pxnxt (x— 1)

Dong, (1 — x)M, (x) = x—— nx™*1. Et finalement, M, (x) = Py

n n\ xk | .
40. Maintenant, apprenons a calculer U(x) = Y5-; (k) kx®,v(x) =¥, (k) kxjou x réel

gracea f(x)=(1+x)"

Premiére méthode. Posons f(x) = (1 + x)". Alors, f(x) = (1 +x)" = Y} 0( )x . f étant polynomiale, f est continue et dérivable sur R et pour tout réel x,

n+1 k
f'x)=n1+x)"t=y0_ 1( )kx" 1 et toute primitive de f sur R est de la forme F(x) = % =i ( ) + d ou c et d sont des constantes

2 , @ N\ xk+1 (1+x)™ n+1
réelles. Par conséquent, il existe une constante réelle A telle que pour tout réel x, Y.3_, k =—

= + A. En prenant x = 0, on obtient: 0 = —+ A.J)'n
Kk+1 n+1 n+1

Tl) Kkt (1+2)™+1 1
k+1 n+1 n+1’

sdui — 1 ot n
déduis quA = —— et finalement Y3_, (k

1gn (n)xk: 5 0 1 [(Q4+x)7+1 1

my xk _ )adkeo )iy SEXFO (I L]gix 0

k1 n i _O - X n+1 .
(0) SLX =

Alors U(x) = Xr_ ( )kx —X(Zk 1( )kxk 1)—xn(l +x)"letV(x) = ;‘l=°(k n+11 ' A
six =

Deuxiéme méthode. Remarquons que si 1< k < n alors

(n) k=" g n! —n (n-1)! _ n(n = 1) t (n)L _ n! _ n! _ (n+1)! _ L(” + 1)
k)T mmeor T Genimrr . ettt k= 1) k) ket T ki) | el (=Rt DIk DIA D) nrl \k 4+ 1)

Donc, U(x) = (k) kxk ;’=1n(2: ka =nY?, (Z: })x" =n Y (n j_ 1)xf+1 =nx Y15 (nj_.l)xf ==xn(1l+x)"1.
k
De méme, pour x # 0,V (x) = X7, (n)kxT =Y Onil (Z _-:: 1) 5 =

1w (nt1 ok = L ymt1 n+1 it = A (1) ymt1 n+1\ ; Lk o AU R N (C Lt
n+12k=0(k+1) n+1z ( j _n+1(x) k=1 j % n+1()[2 j 5 1]_x[ n+1 n+1]'



IV. Application a quelques suites récurrentes particulieres

41. Rappel Définition d’une suite : Une suite réelle (resp. complexe) est une relation qui associe un réel (resp. un complexe) a
chaque entier naturel (ou parfois seulement a partir d'un certain rang n,). Si u est une suite alors on note u, le réel (resp.
complexe) associé a I'entier naturel n par la suite u et u est aussi notée (i) ou(Up)penOU(Un)nsn,.

41bis Remarque : une suite réelle (resp. complexe) peut étre assimilée a une famille de réels (complexes) rangée.

42. Définition d’une suite arithmétique :(u,,) est une suite arithmétique lorsqu’il existe un réel (ou complexe) b tel que : Vn €
N,u,;1 = u, + b . b estappelée la raison de la suite (u,).

43.Propriété d’une suite arithmétique : Si (u,,) est une suite arithmétique de raison b alors Vn € N, u,, = uy + nb et
Yrooty = (n+ Dup + 22 p,

44. Définition d’une suite géométrique : (u,,) est une suite géométrique lorsqu’ il existe un réel ou complexe a tel que :Vn €
N,u,,, = au, . a est appelé la raison de la suite (u,).

45.Propriété d’une suite géométrique Si(u,) est une suite géométrique de raison a alors Vn € N, u,, = uya™ et
n+1 n-p+1

T ypsia# 1l e uysia#l
Ykeol =1 1-a ° et Yk=pUx = 1-a 0 oup € [0;n]
(n+ Dugsia=1 m—p+Dugsia=1
46. Rappel de terminale ( démo plus tard) : Soit a un réel.
» sia=1alors lim a™ =1 » sia>1lalors lim a™ = 4o
n-+o n-+o
» si—l<a<1lalors lim a® =0 » sia < —1alors (a™),ey n'a pas de limite quand n = +

n—+oo

47. Définition d’une suite arithmético-géométrique (u,,) est une suite arithmético-géométrique lorsqu’ il existe deux réels (ou
complexes)aetb telque:Vn € N, u,,; =au, +b.

48. Méthode pour obtenir une expression d’une suite arithmético-géométrique :

1. Oncherchealors LEréel Ltelque:L =alL + b

2. On montre que la suite (u,, — L) est géométrique de raison a.

3. On peutalors écrire que : u, — L = a™(uy — L) etdonc u, = L + a™(u, — L).

48bis Exemple : Soit u la suite définie par: uy = (—1) et Vn € N, 2u,,, — 3u,, = 5. Exprimons u,, en fonction de n puis calculons S,, = Y.7_, uy.

Je constate que u est arithmético-géométrique (a = Set b= g) Je cherche alors le réel L tel que : L = %L +§ ie. L = —5 . Puis je pose pourtoutn, v, =

U, — (=5).0nadonc, u,,; = %un + get = %L +§ .Donc, vy = Upy — L = (Zun + ;) = (;L + ;) = ;(un —L)= %vn. Donc la suite v est géométrique

I N\ . 3)\" , 3
et ainsi, pour toutn, v, = (E) vyie.u, +5 = (E) (uo + 5) . )’en conclus que pour tout n, u, = =5+ 4(;) .
. K (§)n+1_1 .
Alors, 1_ou, = X0, (—5 +4(3) ) =—5(n+1) + 42— Ainsi, 5, = -9—5n+12(2) .

3
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V. Systémes linéaires

1. Exemples et définitions

49.5y: {x + y + 3z = 0 est une équitation linéaire d’inconnues x, y et z., on peut aussi dire que Syest un systéme linéaire de 1 équation a 3 inconnues x, y et z.
x+y=1
Sobis: {x _ z -2 est un systeme linéaire de 2 équations a 2 inconnues.
xty—z+t=1
2x—y+t=0
Ix+2t=1
1t =-1
2x+y—z+t=1
Ss: {

est un systéme linéaire de 4 équations a 4 inconnues.

10x — 2y + 4t = 0 est un systéme linéaire de 3 équations a 4 inconnues.
S5x—y+2t=-1
x 4my +(m-1)z = 0
Si1t 3x +2y 4+mz = 3 de parametre m € R est un systéme linéaire de 3 équations a 3 inconnues x, y et z et a un parametre m.
m—Dx +my +@m+1)z = m




2 _
X" —y= N L . . - . . . .
. eyy —9 est un systeme NON linéaire de 2 équations a 2 inconnues. On ne donnera pas de méthode systématique pour résoudre un tel
—y=
Xy =p

MAIS (S):{

X
systeme sauf dans le cas d’un systéeme de la forme {

In(x)—2ln(y?) =1
S): In (i) -9 est un systéme NON linéaire de 2 équations a 2 inconnues qui peut étre ramené a un systéme linéaire en posant X = In(x) etY =
3y -

(Cf chapitre suivant) ou encore une systéme symétrique en les inconnues ( Cf chap polynémes).

X—4Y=1

In(y). En effet, (S)s' écritalors (S'): {X —Y=24InQ@3)

50.Définitions :

e RESOUDRE (S,), c’est trouver tous les triplets (x,y, z) € R? vérifiant I équation , ces triplets sont les solutions de (S,)

e RESOUDRE (Ss), c’est trouver tous les quadruplets (x,y, z, t) € R* vérifiant les 3 équations, ces quadruplets sont les
solutions de (Sg). ....

e Un systeme est dit compatible lorsqu’il admet au moins une solution.

e Un systeme de n équations a n inconnues admettant une unique solution est dit de Cramer.

e Deux systémes linéaires sont équivalents lorsqu’ils ont exactement les mémes solutions. On note (S) & (S').

2. Opérations élémentaires

51. Définition : Les opérations élémentaires sur les lignes d’un systeme sont :
Op 1: échange de deux lignes L; & L;
Op 2: multiplier une ligne par un scalaire non nul L; « uL; tqu € K*

Op 3 : ajouter a une ligne une autre ligne multipliée par un scalaire L; < L; + aLj tq @ € K eti # j.

Opérations élémentaires 39 bisOpérations élémentaires inverses
Lo L L o L
. 1
U
Lie<Li+aljtqa €K eti#] Li«L—alitqa €K eti#j

52 Ces opérations étant réversibles , Supposons que I'on passe de S a S’ en effectuant I'une des opérations précédentes ; alors
on passe de (S”) a (S) en effectuant I'opération inverse et par conséquent, vérifier (S), c' est vérifier (S”) et finalement,
(8") et (S) ont les mémes solutions. On note alors (S) & (S').

53.ATTENTION : si I’on fait plusieurs opérations élémentaires en méme temps pour passer de (S) a (S”), il faut s’assurer que
(8’) et (S) sont bien équivalents i.e. ont les mémes solutions. Il ne faut pas perdre ou rajouter de solutions.
Reprenons un des exemples précédents. Lorsque je fais Ly 4Ly = 3L, je fais beaucoup d’opérations élémentaires
L, < 3L, +5L,"
simultanément : L; « 4L; — 3L, se décompose en deux opérations L, < 4L, puis L, « L, — 3L, idem pour L, « 3L, +

L, « —(5L, + 3Ly)
5L,. Donc, je me suis assurée de pouvoir passer de (S”) a (S) en écrivant fg .
LZ — 5 (—3L1 + 4L2)

LyeLi—Ly
3x + 5y =3 =3 ==X
Une «mauvaise résolution» : soit (S):{ X T oy = . Alors, (5): { x-y= (S: {—x - 2. Les solutions (x,y)
4x —y =1 2x —y =1 =-2
je suis incapable
de retrouver (S)
de (S) vérifient x = —2. Mais tous | les (—2 t luti {x_y:3<=>{x:_2
e (S) vérifient x = —2. Mais tous les couples (—2, y) ne sont pas solutions car 2x—y=1 y = -5

Pour éviter cette derniére erreur, on va dans les systémes a plus de 2 inconnues et/ou deux équations ordonner nos cacluls et
appliquer une méthode systématique qui évite une vérification perpétuelle ( Cf paragraphe 5.).

3. Résolution d’un systéme linéaire échelonné

54. Définition : Un systéme linéaire est échelonné lorsqu’en passant d’une ligne a la suivante, une inconnue « disparait » (en fait
son coefficient devient nul) et cette inconnue ne réapparaitra sur aucune ligne suivante comme dans les exemples suivants :

55. Méthode : un systeme échelonné est facile a résoudre : on commence par la derniere ligne et on remonte comme illustré
dans les exemples suivants :
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55his.Sp:{x +y+3z2=0 < x=-J—32

Donc (S, ) a une infinité de solutions qui sont tous les triplets de la forme (—y — 3z, y, z) tels que y et z réels.

Autrement dit, Sol(S,) = {(— — 3z,y,2)/8, B réels}.

Inconnue principale

x+y—z+t=1
2x—y+t=0 o

x+2t=1 je commence par la derniér:l-{gne qui donne la valeur de t
t=-1 puis
jeréinjecte dans la ligne précédente (L3)pour obtenir la valeur de x
puis
je réinjecte dans la ligne précédente (L2)pour obtenir la valeur de y
etenfin
jeréinjecte dans la ligne précdédente (L1) pour obtenir la valeur de z

55.terS;:

z=6
y=5 _
=3 Donc Sol(S;) = {(3,5,6,—1)}

1(3
2x+y+z+4t=0 t:;(;y_?’)
x—y+2z=1

x+2y=2

55.quaterS,:
x=2-2y

=S4, = %(3}, -2) .Donc Sol(S,) = {(2 - 2y,y,§y - 1,§y —%) /y réel} = {(2,0,—1,—%) + y(—2,1,§,§)/y € R}.

2x+y+z+4t=0
x—y+2z=1

55.quinquiesS;:

n’a pas de solution a cause de sa derniére équation impossible. Donc Sol(S;) = 0.

Equation de compatibilité = équation sans inconnue qui

peut étre impossible ou toujours vraie ou dépendre de

2x+y+z+t=0

55.sexies - S,: % +22=22= 1 <

parametres ( mais jamais d’inconnues)

- Donc Sol(S,) ={(—3,4—t,2,t)/t réel} = {(—3,4,2,0) + t((0,—1,0,1) /E réel} et rg(S,) = 4.

4. Résolution d’un systeme linéaire de 2 équations a 2 inconnues

+y=
56. Exemple : un grand classique (S): {i _i _ Z
LicLyi+ly
LyeLi—Ly
2 _pta
(S),{X+y=p S,,{2x=p+q=,x—7
XY=,y 2y=p-q yzpz;q

1
Ly5(L1-L2)

calculs autorisés
(notamment sans diviser

par zéro). On va tres vite

Li—4L1—3L;
Lpe3L1+5L;
. 3x+5y =3 {3x+5y=3 ~. 29y =18
: H . : — :
56bisExemple : (S) {4x —3y=-2 )40 — =25 s {29x -1

1
Lp55(=3L1+4L;)

-1
X =_—
29

18°

29

donner trois opérations
autorisées qui conservent
les solutions et
I’équivalence des
systémes.

Pour étre certain que S &
S’, il faut vérifier que I'on
peut passerde S a S’ et de
S’ a S en effectuant des

=

3x—y=3

56terExemple : (S): {—Gx +2y=—4

LyeLy+2Ly _
(S): {32 3 () est donc incompatible.

LpeL;—2Ly

 3x-y=3
(S)'{—6x+2y=—2

3x—y=3
56quaterExemple : (S): {—6x +2y=—6
3 3 Ly<Ly+2Lq 3 3 3 3
. X—y= fx—y= Jy=9x—
(S)'{—6x+ 2y = —6e=—— ©){ 0o=0 @) 0=0
2¢<Lp—2l

(S) est donc compatible et Sol(S) = {(x,3x —3)/x € R}

@
@

5. Résolution d’un systéme linéaire : méthode générale

57..METHODE du pivot de Gauss de résolution par échelonnement : Soit (S) un systeme linéaire. Pour résoudre (S) par

échelonnement, les étapes sont

1. Descente : en effectuant des opérations élémentaires successives sur les lignes de (S), on échelonne (S) pour obtenir

un systéme échelonné (S') équivalent a (S).

a) Jeregardes’il n’y a pas des opérations élémentaires évidentes permettant de simplifier considérablement (S). Et je

les effectue I'une aprés I'autre (pas en méme temps) . SI NON ....alors :

b) Faire apparaitre dans (S) un coefficient égal a +1 devant I‘une des inconnues par exemple x.
c) Placer la ligne contenant ce coefficient ( =appelé pivot) en L, en échangeant deux lignes.
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d) Utiliser cette L; pour éliminer les x sur les autres lignes en effectuant des opérations de la forme L; «- L; +
AL, avec i # 1. Comme je ne modifie pas L; et que j'utilise uniguement L; pour éliminer les x dans les AUTRES
lignes, je peux faire plusieurs opérations simultanément. Les opérations inverses sont L; «- L; — AL; avec i # 1.

e) Leslignes L,, L ...ne contiennent plus de x. Appelons (S;) le systéme formé des lignes L,, L ...

f)  Faire apparaitre dans (S;) un coefficient égal a +1 devant I‘une des inconnues par exemple y.

g) Placer la ligne contenant ce nouveau pivot en ligne 2: L, de (S) (ce qui correspond a la ligne 1 de (S;))

h) Utiliser cette L, pour éliminer les y sur les lignes suivantes.

i) (.)

2.  Remontée : on résout (S") qui a les mémes solutions que (S) .

57bisExemples de résolution par échelonnement de systémes de 3 équations a 3 inconnues:

jenemodifie pas Ly

Ly—Lp+2Ly L3eLg—2L

2x+y—z=1 LyeLa+Ly 2x+y—z=1Lols (2x+Y =2 = 11, ot L peenangies (2X + Y — 2 =1
e 2 1inchangées
©8:37x—2y+4z=0 P [11x+22=2 S Tx+z=0 = Tx+2z=0
S5x—y+2z=-1 Lp<lp—2Ly 7x+z=0 11x+2z=2 L Bx=2
Lz<L3—Lq 3 z systéme échelonné

jenemodifie pas Ly

= 2\ =2 =Zale

y=1+z-2x jy—1+2—2(—§)—3+2 Iy_3+ =7
z=-7x - (— =2

= s =4 z=( 7)><( 3)_3 =

X =—=-
2 2
. l 5==g L r*=-3
3

2 14

Ainsi, Sol(s;) = {(=2;2;7)}.

jenemodifiepas Ly

oo 7L ( jenemodifie pasLy,nilL,
2elz=aly —
2x+3y—3z=1 Lol | x—7y+5z=-2 Ly<L3—3Ly 2x+3y—-3z=1 Ly<Lz—Lp 2x+3y—-3z=1
©S{x—7y+5z=-2 S {2x+3y—-3z=1 17y —13z=5 17y —13z=5 &
3x—4y+2z=-1 3x—4y+2z=-1 LycLy+2Ly 17y —13z=5 LycLz+l, 0=0
LzLg+3Ly . — . — -
NG je ne modifie pasLy,nil, Ssysteme échelonné
jenemodifiepas Ly et compatible

1 3 3(5 13 1 4
x=itiz=2(GHne) _(r=ptnr 1,4 5 13
= . Ainsi, Sol(S;) = {(— +—z,—+=2z z) /z € ]]R}.
_5_,1 5,13 17 17’17 17
y=o+o y=o 4oz
17 17 17 17

58terExemples de résolution par échelonnement d’autres systémes linéaires:

2x+y—zH+t=1q) Lyel-21, (2X+Y—Z2+E =14
e

Inconnues
oS54 10x — 2y + 4t = 0y, o= .Donc, Sol(Ss) = @. .
N — principales
S5x —y+2t=—1,) lecla+2ls (5X =y + 2t = =1,
2X+y+4z+T7t+wW =20y o, (SX+Y+2+BE+2w =8 () Lyer-7, (5x+y+z+t+2w =8
S,: 3x—y+3z=1, 3 3x—y+3z=1g, 3x—y+3z=1, DESCENTE
Sx+y+z+Wt+2w=8(, 2x+y+4z+T7t+w =24, La-Ls+7l \—33x — 6y —3z — 13w = —54
s ol
Loty ( 5+ y+z+1t+2w =8 jomonrss | © 30 30¥ tEken
Systéme échelonné —33x—6y-32-13w=-543,, S {w=-(53-7§-300),
Lyeiy S 3x — y +3z= 1(L3)

1
z:;(1+y—3x)(l)

Donc, Sol(Sg) = {(x y,§ 1+y- 3x),£(53 — 7y — 3| Comme j'utilise une seule et méme ligne pour éliminer

- — une inconnue sur les autres lignes, il y a équivalence !!
59quaterDes systémes a échelonner : |

I

LyeLy—Ly
(lx+y+4-z+7t=2 Laclah X+y+4z+7t=2 oLy x+y+dz+7t=2 | . x+y+4z+7t=2
Jx+2y+4z+5t=0 == y—2t=-2 — —2yEllz -5t=-1 —— —2y—z-5t=-1
77 _ - I VA —_ _ _ - _ — = —
ix y+3z+2t=1 = 2y—z—5t=-1 = y—2t=-2 T by -2t=-2
x+y+z+t=38 Ly<Lz+Lly —3z—-6t=6 je ne touche plus —3z—-6t=6 j'utilise Ly by +9t=9
Laclatly aLq pour éliminer les z
Jjlutilise Ly dans les lignes
pour éliminer les L3,Ly
x dans les lignes
LyLaLy
LyoLy—6L3 x ; y +4z _; 7t= 12 L4H?11L4 1x2+ y 1_ 4z ; 7t= 12 L4H%L4 x = 1:}1-
_— —2y—z-5t=-1—>)-2y—1z-5t=-1—>)z=—
. Dong, Sol(S,) = {(11,0,—4,1
— y—2t=-2 —= ly—2t=-2 ——=|y=0 =1 )}
aoletols 2t =21  Momls 1t=1 Logiba Lt =1

Jj'utilise L
pour éliminer y
dans Ly

2x +y+z= 0 LieLy—Lp—L3 0=-3
oSg{x—y+2z=1 x—y+2z=1.Donc, Sol(Sg) = 0.
X+2y =2z =2 Liclitly+lz; \ X + 2y —z = 2
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Lp¢Ly+3Ly

5x+3y+7z=0 Lycli—Ls Bx—y+9z=—-3L3cLs+6L, (—Xx — Yy +9Z = =3 Lplp—2L3 —-x—y+9z=-3
-Sgbis::¥3x—2y+4-z=1 {3x—2y+4z:1 -5y +31z=-8 By —-73z=22
6x +4y—2z=3 LieLy+L3 6x +4y — 2z = 3 LaLy3L1 \=2y + 5272 = =15 Lyel,+2L; -2y + 52z =-15
je fais apparaitre Lol je fais apparaitre
un pivot égal a +1 un pivot égal a +1
344 g5y 56
Lycly=2ly (—x —y + 97 = —3 Ix =3+t =5
= - 59 _gg—_ 4 y={(56. _20._5
—— ! —y—=73z=22 ©{y=73x_—-—22=—_= Donc, Sol(Sgpis) = {(99, oo’ 198)}.
3<Llz—=2L2

198z = —59 L 59

198

*60. METHODE de résolution par substitution : on exprime |'une des inconnues en fonction des autres et on remplace dans les
autres équations ... puis on recommence avec les autres équations : on y exprime une autre inconnue en fonction des autres

inconnues .....
60bis. Exemples de systémes a résoudre par substitution :

5x+z=0
So: {Bx —y+2z=-1 (unsysteme de 3 équations a 3 inconnues. )
2y +3z=2
( = _1 1 1 ( -1
5x+2=0 e x=—zz x=-3z =5
1 1 3 5 L
59:{3x—y+22=—1 =1 3(_EZ)_(E_EZ)+ZZ=_1 =1 (_§+3+2)Z:_1 = (E)Z:_l = Z=—5 ,A|ns|,50[(59)=
2y+3z=1 1 3 2 2 10 2 15 73
y=5-3% y=2-3z y=2-3z y=2+,=+
1 -5 73
(22)
x—y+z=0
Sopisiy x—2z=1  (unsystéme de 3 équations a 4 inconnues. )
t+z=2
x—y+z=0 y=1+3z
Sopisiy x—2z=1 & {x =1+ 2z .Donc, Sol(Sep;s) ={(1+22,1+32,2,2—2)/Z € R}.
t+z=2 t=2-z
x+y+z=0
8 - o xtz+t=1 . a s e o &
Des systemes ou I'on hésite : S;,: yt+t+z=2 - On peut mixer les méthodes mais je vérifie toutes mes équivalences !!!
x+y+t=-1
4
X:—g
1x+Y+Z=0if:if:ﬁ x+y+z=0 x+y+z=0 1
Jxtz+t=1 =3 t—y=1 y=t—1 y=73 —f(_ _152
510' y+t+Z=2 fﬁ y+t+Z:2 ;: t—1+t+t+1=2=> t:E DOnC,SOl(Sl())_{( 3’ 3:3;3)}.
x+y+t=—1Lj<_Lj+Li t —z = —1 substitution z=t+1 2
zZ=3
8
*=3
x+y+z=1 x=1-y—z x=1-y—-z x=1-y—z x=1-y-—z >
= = —y— —1l—y—z= =—1—y— =—1—y— t==
Sya: x+y+t—2(:) x+y+t—2<:) l-y—z+y—-1-y—z 2(:) t 1-y z t 1—-y Z 3
y+z+t=-1 t=—1-y—z t=—-1-y-—-z —2z—y=2 —2z—y=2 =1
x+t+z=3 x+t+z=3 l1-y—-z—-1-y—z+z=3 —2y—z=3 —2y—z=3 i
y=-3

61.METHODE de résolution de systéme a parameétre(s) : on cherche toujours les couples (x, y) ou les triplets (x,y, z) ou
quadruplet (x,y,z,t) .... Mais le nombre de solutions et les solutions dépendront du (ou des) parametre(s). Il faut surtout faire
attention a bien détailler les opérations élémentaires effectuées et les opérations inverses pour ne pas diviser par un facteur
dépendant du parametre qui pourrait étre nul pour certaines valeurs du (des) paramétre(s) : je vérifie toutes mes

équivalences !!!

61 bis. Des systémes a parametres :

Ly«Ly—3L
fx +my +(m—-1)z = 0 L3<—ig—€m—11)L1 x +my +(m-1)z = 0
m S 3x +2y +mz = 3 2-3m)y +(m-3m+3)z = 3
m—1Dx +my +(m+1)z = m Ll m-mm-1))y +(@m+1)-m-1DHz = m
LyeLz+(m—-1)L,
x +my +(m-1)z = 0 x +my +(m-1)z = 0
= 2-3m)y +(-2m+3)z = 3 < 2-3m)y +(-2m+3)z = 3
2m-m¥)y +@Bm-m?z = m R-mmy +@B-mmz = m
X 42z = 0 x= 3_22 5 s s
lercasm=20.Alors S;; & 2y 43z = 3 ©yy=-3z + > Donc, Sol(S;,) = {(—22,—;2 + ;,Z) /2 € ]R}.
0=0 0=0
x +my +(m-1)z = 0 Ly—Lp—2L3 x +my +(m-1)z = 0
N e
2éme casm # 0. Alors S, & (2-3m)y +(-2m+3)z = 3 (-2-m)y -3z = 1
2-my +B-mz =1 Lyela+2L3 2-my +B-mz =1
LyeLs+ (3L, x +my +(m-1z = 0 x +my +m-1z = 0
Sll:} (_z_m)y -3z =1 P (—Z—m)y 37 = 1
“:37"1 3-m _ 3-m 2 _
LyeLs~(3)L, 2-m)+ T(—Z -m)y =1+ = (m*—4m)y =6-m
x +my +(m-1)z = 0
ler sous — cas m# 0 etm =4 Alors, S;; & (=2-m)y -3z = 1-Ainsi,Sol(S;)=0.

0=2
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_ m?-2m—4

- m(m—4)
4 m2-2m—4 6-m 4
¢ — 7 = - . Ai .l = ) )y .
2émesous — cas mz 0 etmZ 4 Alors, §;; &z iy Ainsi Sol( S11) {( o s m(m_4))}
_ 6-m
y= m(m-4)
X +2y —z = @alp<lptlitls (x +2y -z = a
WS y—2x -3y 43z = b 0=b+a+c
f—
X +y =2z = € Lyly-L-L3\X +y -2z = ¢
x +2y -z = als<lsl,
_ —Z= = —
lercas: a+b+c=0..Alors 512:@! 0=0 x+2y _Z a {x _3Z a+2c.
———(-y—z=c—a y=—z+a-c
X +y =2z = C Lyclztly

Donc, Sol(S;;) ={(32—a+ 2c,—a+a—c, z)/z € R}.
2emecas. a+b+c*0,.AlorsSol(S,) =

x +y +z = Mx A-MDx +y 4z = OLclitltl; (3-Dx +B-Dy +B-Dz = 0
mS{x +y +z = lye{x +(A-Dy 4z = 0 x +(1-A)y +z = 0
{x +y +z = Az x +y +(A-ADz = Oﬁ x +y +(A-A)z = 0
0=0 0=0 ey
lercasi A=3. S;;& {x -2y 4z = 0 {x -2y+z=0 {y — ,-Dong, Sol(Sy3) ={(z,2,2)/z € R}.
x +ty =2z = 0 3y—3z=0
Li—5L x +y 4z = 0 x +y 4z = 0
20mecas: A#3. S5 }x +(1-AD)y 4z = 0 o { -ly=0
LieB-MDL, X TV +1-A)z = 0 —Az=0

ler sous — cas: A =0.Alors, S;3 & x = —y — z.Donc, Sol(S;3) = {(-y — z,y,2)/(}B) € R?}.
2éme sous —cas: Az Q0et A =3 . Alors, S;3 < x =y =z = 0.Donc, Sol(S,3) = {(0,0,0)}.

62. BILAN : Pour résoudre un systéme linéaire(S) : on va le plus souvent faire des opérations élémentaires sur (S) . On regarde

d’abord si des opérations simples permettent de simplifier trés vite le systeme ( méthode 3,4). Ensuite,

e dansle cas d’'un systeme 2 X 2, dont les équations ne sont pas colinéaires, on utilise les méthodes classiques, on obtient
directement les valeurs des deux inconnues (méthode 1, 2)

e dans le cas des autres systémes, on obtient un systéme linéaire équivalent a (S) et échelonné ( donc facile a résoudre).
(méthode 5). On peut aussi faire par substition. Notamment dans un systéeme 3 X 3, on peut utiliser une équation pour
exprimer une inconnue en fonction des deux autres et en remplagant dans les autres équations, on obtient un systeme
2 X 2 que I'on sait résoudre. La substitution est aussi pratique lorsque dans le systeme n X n, chaque ligne contient (n — 1)
inconnues qui ne sont jamais les mémes. ...
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