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Corrige TDO
Soit E un ensemble et 4, B et C des parties de E.

1. Faire un dessinillustrant les égalités : AN (BUC) = (ANB)U(ANC)etAU(BNC)=(AUB)N (AU C).
2. Compléter les généralisations suivantes:

soit By, By, ..., B, des partiesde E. AN (UR=; By) =-eveeveeveeneeneecnne et AU (NF=qBi) =eeevenveeeennen. .
3. Démontrer une des égalités puis sa généralisation.

AN
A

2.50it By, B,, ..., B, des partiesde E. AN (Uj=; Bx) = Upi(ANB,) et AU(Ni=1Br) = N1 (AU By)

3.x€ An(BUC)

sietssix € Aetx € (BUC)

sietssix € Aet[x € Boux € C]

sietssi[x € Aetx EBlou[x € Aetx € (]

sietssix e (ANB)U (AN C).

Les ensembles AN (B U C) et (AN B) U (AN C) ontdonc exactement les mémes éléments. Ces deux ensembles sont donc égaux. Ainsi, A N

(BUC)Z (ANB)U(ANC)

Généralisation :

Posons H(n): " si 4, By, B,, ..., B, sont des parties de E alors A N (Ux=; Bx) = Up—1(AN By)".

Initialisation : si 4, B; sontdes parties de E alors AN (Uj-; By) = AN B; = Ui_;(AN B,).Donc H(1) est vrai.

si A, By, B, sont des parties de E alors AN (U2_, B;,) = An (B, UB,) = (AnBy) U(ANnB,) =Ur1(ANBy). Donc H(2) est vrai.

d'apres =

Propagation : soit n un entier naturel non nul. Supposons que H(n) est vrai. Soit 4, B, B,, ..., B4, des parties de E.
par
avec B=U7,}:1Bk

n+1 n et C=Bp41 n car Hn) vrai / " n+1
AN (UB"> =An (UB"> UB,1 = (An U(Aan)>u (ANB,,1) = (U(AnB,J)U(A NB,,1) = U(Aan).
= k=1 k=1

k=1 k=1 k=1
Donc, pour chaque entiern > 1, H(n + 1) est vraie dés que H(n) est vraie.
Conclusion : le théoréeme de récurrence simple assure que pour tout entiern > 1, H(n) est vraie.

Ecrire le cas échéant en langage mathématique ou en frangais les ensembles suivants :

a. E={x€Z/3keNx=2k}. c. E estlensemble des réels supérieurs leur carré. E = [0,1]
E est ’ensemble des entiers naturels pairs d. E estlensemble des entiers relatifs carrés d’un autre entier.
b. E ={10"/n € N}. E est 'ensemble des puissances de 10. E={y€eZ/axeN,y =x*}.

E={f:(R-> R)/Vx €ER, f(2x) = f(x)}. E est 'ensemble des

fonctions paires
Simplifier les ensembles :
afte R/Ve e RY, t < e} =R~ b.{teR/VeeR™t>e}=0 c.{teR/Ie€ R t>e}=R"
Pour chacune des phrases suivantes,

1. L’ écrire le cas échéant en langage mathématique ou en francais

2. Précisersielle est vraie ou fausse

3. Expliciter en frangais et en langage mathématique sa négation.

a. Toutréel positif est le carré d’un réel négatif. V j- JAERY/Vx ER, (x > A=>x2>10%).V

b. Iln’existe aucun entier relatif inférieur a tous les autres. V k.  Silentier 3 est pair alors Uentier 5 est pair. V

c. Unréeln’est pas forcément supérieur a son carré. V L. Tout entier est un rationnel. V

d. Toutréelestauplus égala soncarré. F m. Toutrationnel est un décimal. F

e. Lelogarithme d’un réel supérieur a 1 est positif. V n. Unréelestrationnelouirrationnel. V

f. Linverse de tout entier naturel non nul est non nul et compris o. Multiplier une inégalité par un réel positif conserve le sens de
entreOet1.F linégalité. V

g (Wb>00<a<b)=a=0.V p. Lafonction inverse est strictement décroissante sur R*. F

h. VyeRIxeR/x*=y*+1.V g V) ERL(x<yoe*<e)V
i. IIxeRVYyeERx*=y*+1.F

Extrait du concours ENAC pilote. Sélectionner la/les assertion(s) vraies :

Partie 1 A etV désignent respectivement les connecteurs positionnels « et » et « ou ».

Pour une proposition A(x) dépendant d’une variable x, on note —A(x) sa négation.

Question1:
A. Lanégationde (3x € E,A(x)) = (Vx € E,A(x)) est (3x € E,A(x)) A (3x € E,~A(x)).
B. Lanégationde (3x € E,A(x)) = (Vx € E,A(x)) est(Ix € E,A(x)) v (Ix € E,~A(x)).
C. Lanégationde (VN € N,ane N;n < N)est(IN € N,vn € N,n > N).
D. Lanégationde (3x € R,x = x*) est (Vx € R,x # x?).

Question 2 :



A. (VxER,VYERx+y2=1).
B. (VxeR,IyeRx+y?=1).
C. (AxeR,VyERx+y2=1).
D. (IxeER,IyeRx+y?=1).
Question 3: Soit f: R = Rune fonction continue et P, Q et R les assertions suivantes :
P:"vxeR, f(x)=0." , Q:"IxeER,f(x)=0." et RR"(VxER f(x)>0)V(VxER, f(x)<0).".
A. -R=Q.
B. —-Q = —P.
C. —P= -R.
D. Q=R
Partie 2

Question 4 : Soit n un entier naturel au moins égal 2. Onposea = 2n® + n? + 2n+ 5eth =n? + 1.
A. PGCD(a,b) = PGCD(b,3).
n=2p+1
B. PGCD(a,b) = PGCD(b,2) cara = b(2n + 1) + 4 donc PGCD(a, b) = PGCD (b, 4)etn?® + 1 = 4m = {4p? + 4p + 2 = 4m . Donc n*+1 n’est pas
impossible
divisible par 4 et PGCD(b,4) = PGCD(b,2).x% —x?> +x + 1
C. Sinestpairalors PGCD(a,b) = 1 et sin estimpairalors PCGD(a, b) = 2. car sin est pair alors a et b sont impairs et PGCD (b, 2) = 1...
D. Sinestpairalors PGCD(a,b) = 2 et sin estimpairalors PCGD(a, b) = 1.

PGCD(x,y) =5
PPCM(x,y) = 60
A. 6 couplessolutions. C. 2couples solutions.

B. 4 couples solutions. D. 1 couple solution.
Carxy =5 X 60 = 300 = 22 X 3 X 52, Alors, (x,y) = (5,60) ou (x,y) = (60,5)ou (x,y) = (15,20) ou (x,y) = (20,15) .
Partie 3
Question 6 : L'équationx® — x> +x+1=10

Question 5 : L'ensemble S des solutions (x,y) € N2du systéme{ est constitué de :

A. n’admet aucune solution dans Q. car sion pose x = S avec p et g entiers et premiers entre euxalors x> —x?2 + x + 1 = 0 © p* — p?q +

pq® + q3 =0 © p(p? +pq + q°*) = q® = p divise q°> = p et q ne sont pas premiers entre eux ... Donc par contraposée, comme p et q
sont premiers entre eux, x> —x? +x + 1 # 0.
B. admetune seule solution dans Q.
C. admetdeux solutions dans Q.
D. admettrois solutions dans Q.
Question 7 : Les entiers relatifs n tels que n — 4 divise 3n — 17 sont :

A.  1,3,5,7.

B. -3,3,511.

C. -—1,3,59.car(3n—17) = 3(n —4) — 5. Donc on cherche n tels quen — 4 divise 5, c’estadirern—4=1oun—4=—-1loun—4=5oun—
4=-5,

D. 2,3,5,6.

Partie 4 Soit (u,,) la suite d’entiers définie par : u, = 15 et pour toutn € N, u,,; = 5u,, — 6.

Question 8 : On peut établir que :
A. Toutdiviseurcommunde u,,, etu, divise aussi 5. FAUX pour n=0 caru, = 15 et u, = 69.
B. Toutdiviseurcommunde u,., etu, divise aussi6. carVn € N,u, ., — 5u,, = —6 donc si p divise u,,, etu,, p divisie 6.
C. Toutdiviseur communde u,,, etu, divise aussi 15. FAUX pour n=0 caru, = 15 et u; = 69.
D. u,., etu, sontpremiers entre eux. FAUX pourn = 0caru, = 15etu; = 69.

Question 9: On obtient alors :
A. Pourtoutn € N, 2 divise u,,. FAUX pourn=0caru, = 15et u; = 69.
B. Pourtoutn € N, 3 divise u,.
C. Pourtoutn € N, 5divise u,,. FAUX pour n=0 caru, = 15 et u; = 69 .( et 5 ne divise pas 6)
D. Pourtoutn € N, 6 divise u,,. FAUX pour n=0 caru, = 15 et u; = 69.

Question 10 : Ainsi, PQCD(Uyyq, Uy) =

A. 1.
B. 2.
C. 3. carPGCD(uyuy) =3.
D. 5.
E. 6.

Montrer que Vn € N*, 3 X 52%~1 + 2372 gst divisible par 17.
Soit H(n): « il existe un entier a,tel que : 3 X 5271 4 23772 = 17q,, ».

Initialisation : 3 x 52171 4+ 23%¥1=2 = 3 x 54+ 2 = 17 = 17 x 1. Donc a,, = 1 convient.
Propagation : Soit n un entier naturel non nul. Supposons H(n) vraie i.e. supposons qu’il existe un entier a,tel que : 3 X 52"~1 4+ 23"°2 = 17q, .
Alors 3 x 5271 4 9372 = 3 5 5241 4 23t = 95 % 3 x 527 423 = 25 [17a, — 2°"7?] + 2"+ et par suite,

car H(n)
vraie

3 x 521 4 2304 D-2 = 95 % 17q, — 23772 x [25 — 23] = 25 x 17a, — 23" 2 x 17 = 17 x [25 X a,, — 23"72].
Posons a,,; = 25 X a, — 23" 2. Alors a,,, est bien un entier vérifiant 3 x 52(+D-1 4 230+D-2 — 174
Donc pour tout entier non nuln, H(n + 1) estvraie dés que H(n) est vraie.

Conclusion : le théoreme de récurrence simple permet alors de conclure que pour tout entier non nuln, H(n) est vraie.



Soitx € Rtel que x +§ € Z.0n pose u,, = x™ +xi".
1.  Exprimeru,,, en fonction de u,, u,_, et u;.
2. Endéduire queVn € N,x™ + xin € Z.

3. Montrerqu’ilexistep € Ztelque p> = 4 et x = e “;’2_4.

1
x"‘l) = UpUy—Up—g-

1. Soitn un entier naturel. ., = (x" + xin) (x + %) - (x"’l +
2.  Posons H(n): «u, €Z».

Init:u, € Zetu, = 2 € Z . Donc H(0) et H(1) sont vraies.
Propag : Soitn € N*. Je suppose que H(n) et H(n — 1) sont vraies. Sous cette hypothése, je vais prouver que H(n + 1) estvraie. Je sais donc que
u, et u,_,sont entiers. De plus, u, 'est aussi. J’en déduis que u,,,; = u,u; —u,_,est aussi entier.

CCL: D’apres le théoréeme de récurrence double , je peux affirmer que H(n) est vraie pour tout entier naturel n.

3. Jecherchep € Ztelquep? > 4 et x = PX¥2°=* “;’274,

[p2—
Analyse : supposons qu’un tel entier p existe. Alors,p € Z ,p? > 4 et x = pt : i)

2

. . 1 +/p?—4 1 +/p?-4 2 piyp®-4) +4  2p’+2p./p?-4 +/p?—4
Alors, nécessairement, x + — = 2P 7% 4 =Pty — = ( 2) - 2p = et pz ) — p
X 2 pt [p2-4 2 piypi-4. 2(ptyp?-4) 2(ptyp?-4) ptyp?-4

2

Donc si p existe alors nécessairement p = x + —; donc un unique entier p peut convenir.
x

Synthése. Posons p = x + i Alorsp € Z et x* —px +1 = 0.Posons K(t) = t? — pt + 1. Comme K admet x comme racine réelle, ona Ag=p* — 4 >

K(x)
. 2 . . _ ptyp?-4 . y . . . , L
0 et parsuite p© = 4. De plus, x étantracinede K, x = 5 . Donc p convient et est 'unique entier qui convienne d’apres l'analyse.
ptyp?-4

Ainsi,p = x + iest Lunique entier telque: p? > 4 etx = 5

Soit (u,,) une suite réelle vérifiant : uy = u; = 1 et vn € N\{0,1} ,u, + 4u,_, + 4u,_, = 0.
1.  Montrer que pour tout entier natureln, u,, = (3n — 2)(—2)""1.
2. Laffirmation:"3A4 € R/Vn € N,u,, < A" est-elle vraie ?
1. Pourtout entiern, posons v, = (3n — 2)(—2)""! et H(n) la propriété "u,, = v,,".
Initialisation : v, = (—2)(=2)"! = 1. Donc v, = u, et H(0) est vraie. v; = (3 —2)(—2)° = 1. Donc v; = u, et H(1) est vraie.
Propagation : Soit n un entier naturel. Supposons que H(n) et H(n + 1) sont vraies. Alors,
Uniz = —4Unss T U] = —4[B(+ 1D - D (2" + Bn—2)(-2)"] = ~4 x (-2 x [B(n+ 1) - 2)(-2) +(Bn-2)]
Upyy = —(=2)"1 X [(=3n — 4)] = (=2)**D-1 x [(3(n + 2) — 2)]. Donc v, = Uy, et H(n + 2) est vraie.
Conclusion : le théoreme de récurrence double assure que pour tout entier non nuln, H(n) est vraie.
2. Laffirmation signifie que « la suite u est majorée ». Or, si 'on considére les entiers n impairs i.e. de laformen = 2p + 1, alors Uppyr =

(6p + 4)(—2)?? = (6p + 4) x 4P. Donc, plier Upzp+1 = 10 . La suite u ne peut donc pas étre majorée. Laffirmation est donc fausse.

Soit u la suite définie par :u; =3 et Vn € N, u, ., = %Zﬁﬂuk .
Déterminer 'expression de u,, en fonction de n.
Calculer les premiers termes de la suite : u, = %ul =6,u; = g(u1 +u,)=9 et u, = g(u1 +u, +us) = 2(3 +6+9) =12.
Ilsemble que u,, = 3n. Démontrons cette conjecture par récurrence forte.
H(n)

Initialisation : évidemment la propriété est vraie pourn € {1;2; 3; 4}.
Propagation : Soit n un entier naturel non nul. Supposons que pour tout entier k € [1,n], u;, = 3k.
Alors uy, 4, = %27{1:1“:{ = % h=13k = % he1k = S@ = 3(n+ 1). Donc H(n + 1) est vraie dés que H(1), H(2), ..., H(n) sont vraies.
Conclusion : le théoréme de récurrence forte assure alors que pour tout entier naturel n non nul, u,, = 3n.
Soit @ la suite (de Fibonacci) définiepar : @, =0,®; =1etVn €N, @, ., =D, .1 + P, .

1) Montrerque Vn € N, @, > n — 1. En déduire la limite de @.

2) Montrerque Vn €N , @2, — &, ,®, = (-1)™

3) Montrerque V(n,p) ENXN*, &P, ,, = @, 1 P, + §, P
1)  Soit H(n) la propriété : "®&, >n —1".
Initialisation : ¢y =0>-1=0—-1et®; =120=1-1. ¢,=1=2—-1et P; =2 =3—1. Donc, H(0), H(1), H(2) et H(3)sont vraies.
Propagation : Soit n un entier naturel supérieur a 2. Je supposeque @, >n—1et ®,,; = n.
Alors @, ,, =@, +P,=2n—14+n=2n—-1.Donc,@,,, —(n+1)=2n—1-(n+1)=n—-2=0carn = 2.Donc,P,,, =n+1.
Conclusion : le théoréme de récurrence double assure que Vn € N*\{1},®, = n — 1. Comme cette inégalité est encore vraie pour n=0 et n=1, on peut
finalement conclure quevn € N, @, > n— 1.
2)  Montrons que la suite v = (@2, — @, P, ) ey €St géométrique de raison —1. Soit n un entier naturel.

Un
— @2 — @2 — 2 — 2
Uni1 = Phiz = PriaPrss = Phiz = (Priz + Prit)Prss = Pryz(Prsz — Prva) = Pha = Pry2(Pn ) = Phy = — V.
car Pn42=Ppi1+Pn
donc Ppi2=Pni1=Pn Une récurrence se fait sur un seul entier, ici p.
La suite v est donc géométrique de raison (—1) et par conséquent,Vn € N,v, = (-1)"i.e. 2, — @,,,P, = (D" L'autre entier est soit fixé avant , soit a
3) Fixonsn € N.Posons H(p) : Ppyp = Ppy1 Py + @, P, telque p €N, <+ propriété H(p) de récurrence contient « ¥n ».
Initialisation : @,,,; = @, X1+ &, X 0 = @, D, + D,D,. Donc H(1) est vraie. Attention, H(p) ne contient pas « Vp ».

Py =P 1+ P, =P, X14+P, X1 =00,,,D,+PD,P,. Donc H(2) est vraie.
Propagation : Soit p un entier naturel non nul. Je suppose H(p) et H(p + 1) vraies. Sous cette hypothese, je vais prouver que H(p + 2)) est vraie .
Priprz = Pripr1 T Puip = (Prs1Ppi1 + P Pp) + (Prsa Py + P Pp1) = Pry1 (Ppas + @) + Pu(Py + Ppy) = Py Pzt PPy cestgagné!

en appliquant
H(p) et H(p+1)

Conclusion : le théoréme de récureence double assure que Vp € N*, &, = &, P, + P, @,_;.7n étant quelconque dans N, nous pouvons affirmer
que:V(n,p) ENXN', &, = @, P, + D, P,,_;.



